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Vorwort. 

Von den meisten Lehrbiiehern der hoheren Mathematik unterscheidet 
sich dieses vor allem dadurch, dafi es dem Selbstunterrichte dienen 
soli. Es 'wendet sich an Leser, die die Mathematik nicht urn ihrer selbst 
willen kennenlernen wollen, sondern nur wegen der Amvendungen, sei’s 
beira Studium der Naturwissenschaften Oder der Technik, sei’s fUr 
andre Wissenszweige, in denen man die hohere Mathematik nicht mehr 
entbehren kann. 

Solche Leser werden wohl manches von ihren Schulkenntnissen wieder 
veigessen haben; auch haben sie vielleicht damals, als sie noch die Schul- 
bank driickten, dies oder jenes nicht so ganz verstanden. Daraus kann 
ihnen kein Vorwurf gemacht Averden; es liegt in der menschlichen Natur. 
Aber ich.mdchte ihnen helfen, wieder mit dem mathematischen Denken 
vertraut zu werden. Auszugehen war also von einem bescheidenen MaB 
von Vorkenntnissen. Nicht das, was man noch von der Schule 
her wissen sollte, sondern das, was man wirklich noch davon 
weiB, ist mir mkBgebend gewesen. Vorausgesetzt wird deshalb niir das 
einfache Buchstabenrechnen uberhaupt, das Auflbsen von Gleichungen 
ersten Grades mit ciner Unbekanntcn und das Wichtigste aus der niederen 
Geometric. Alles andere aus der Schulraathematik wird, soweit es hcran- 
gezogen werden mu6, an geeigneten Stellen aufs neue abgeleitet, aber 
meistens nicht in der auf der. Schule gebrauchlichen Weise, sondern so, 
daB es auch denen, die noch was davon wissen, nicht auf die Nerven fallt, 
sondern ihnen Bekanntes in neuem Licht erscheinen laBt. Dies gilt z. B. 
von der Trigonometric und namentlich von den Logarithmen, deren eigen- 
artiges Wcsen schon wegen Zcitmangels auf dor Schule nicht so , erSrtert 
werden kann, wie das in diosem Buche geschieht. Sogar das Auflbsen 
quadratiseher Gleichungen wird aufs neue gelehrt, donn — Hand aufs 
Herz! — wer weifi dariiber noch gut Bescheid ? 

Trotz des Ausganges von nur geringen Vorkenntnissen will aber daS 
Buck den Leser zielbewufit bis zu einer derartigen Hbhe fUhren, daB er 
die in seinem besonderea Studiengebiete vorkommenden Anwendungen 
der hOheren Mathematik zu yerstehen und insbesondere die Differential- 
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und Integralrechnung sowie die analytische Geometric zu hand- 
haben lernt. 

Bis zu diesem Ziel ist natlirlich ein weiter Weg zuriickzulegen, und 
zwar in bedachtigen Schritten, daher die Diekleibigkeit des Buches. Erst 
in den spateren Kapiteln gehts sclmeller vorwMs. Wem nun hier oder da 
die etwas behagliche Gangart zu langgam erscheint, der kann sich den 
GenuB leisten, das ihm schon Vertraute mit raschem Blicke zu uberfliegen 
und in dicseni Walzer auch einmal ein paar Seiten ohne Gewissensbisse zu 
iiberschlagen. Aber ich warne: Mit tr%en Lesern rechnet das Buch ganz 
und gar nicht. Wer etwas erwerben will, muB dafur auch redlich arbeiten, 
und wer nicht besondere Anlage zur Mathematik hat, muB natlirlich mehr 
arbeiten als der mathematisch Begabte. Ich rate dringend, immer Papier 
und Schreibstift bereit zu halten, namentlich auch kariertes Papier zuni 
Zeichnen von Kurvenskizzen, und alles, was gesagt wird, sorgfaltig zu 
priifen und nachzurechnen. Die zahlreichen Beispiele, zu einem sehr 
groBen Toil den Naturwissenschaften und der Technik entnommen, sind 
einzig und allein deshalb kleingedruckt, um den Text ubersichtlich hervor- 
treten zu lassen, Der .Leser darf also durchaus nicht glauben, er konne das 
Kleingedruckte iiberschlagen; im Gegenteil, gerade daraus lernt er das 
meiste! 

Bei der Auswahl des Stofies hab ich mich nicht an hgendwelche her- 
kommliche Festlegungen gebunden, vielmehr gebracht, was nach meiner 
Meinung jemand, der die Mathematik als Hilfsmittel brauchen will, am 
griindlichsten kennenlernen sollte. Selbstverstandlich sind da die Mei- 
nungen verschieden, und ich will meinen Rezensenten nicht die gewohnte 
Freude nehmen, in meinem Buche dies oder das zu vermissen und dies 
Oder das fiir uberfliissig zu halten. Die mir wohlbekannten Klagen (ler 
,,reinen‘‘ Mathematiker iiber die Breite des Vortrages durften mich bei 
den Bearbeitungen der verschiedenen neuen Auflagen nicht beeinflussen. 
Wer von Beruf Mathematiker ist, verliert leicht das Gefuhl dafiir, was dem 
Neuling oder Gelegenheitsarbeiter besonders schwer wird. 

Mir selbst steht kein Urteil dariiber zu, ob ich das Erstrebte erreicht 
habe, aber ich darf darauf hinweisen, da6 dies Buch schon funfunddreiBig 
Jahre lang von Alt und Jung gebraucht wird. Die groBe Anzahl von Zm 
schriften aus den verschiedensten Kreisen, z. B. auch von einer ganzen 
Anzahl von Volksschullehrern, zeigt, daB mir mancher dafUr dankbar 
gewesen ist, in diesem Buch einen kameradschaftlichcn Freund gefunden 
zu haben, an dessen Hand er in die Hallen der Mathematik ohne Stolpern 
an der Schwelle oder auf der Treppe eingeflihrt worden ist. Ich benutze 
gern die Gelegenheit, alien denen zu danken, die mich auf Fehler oder 
Liicken aufmerksam gemacht haben! 
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Die gegenwartige Auflage unterscheidet sich von den letzten nur 
durch die Ausnierzung von kleineren Versehen und von Druckfehlerri, aber 
gewiB sind imrner noch Druckfehler ubersehen, Ich selbst hatte keine Ur- 
saclie, groBere Anderiingen vorzunehmen; andererseits \var das an eh nicht 
der Wunsch des Verlagshauses. Denn nur so hat es sich ermoglichen lassen, 
dies Buch auch in der neuen Auflage zu einem ertraglich niedrigen Laden- 
preis aiiszugeben. 


Berlin-Dahlem, im Januar 1940 
WilldenowstraBe 40 


(Jeorg Scheffers 
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Erstes Kapitel. 

GrSfien und Funktionen. 


§ 1 , Vorldufiger Oberblick. 

Auf zwei Wegen kann man versuchen, mathematische Aufgjiben 
zu losen, durch die Zeichnung Oder durch die Rechnung. Manchmal 
kommt man am besten. zeichnerisch zum Ziel, aber bei weitem nicht 
immer. Das Rflckgrat der Mathematik ist vielmehr die Rech- 
nnng, die Formel. Oft glauben Lembegierige, die Mathematik lasse 
sich auf anschaulich-zeichnerischem "Weg entwickeln, und beMagen, daB 
die Mathematiker das ihnen zuliebe nicht tun wollen. Sie sindim Irrtum: 
Wer die Formel grundsfttzlich ablehnt, kann sich nur 
in gewissen besehrankten Gebieten erfolgreich betatigen. 
■Cbrigens versteht man auch viele zeichnerische Oder graphische Ver- 
fahren erst dann richtig, -wenn man vorher dutch das Fegefeuer der Por- 
meln gegangen ist, und nicht wenige graphische Verfairen sind eine 
Frucht der Rechnung. Ferner gestattet nur die reohnerische Behandlung, 
die Aufgaben mit jedem ffir die Anwendungen gewiinschten Grade der 
Genauigkeit zu ISsen. Haufig ist man.gendtigt, in den Vorahssetzungen 
einer Untersuchung einstweilen noch einige Willktir zu lassen, namlich 
noch nicht festzusetzen, welche Werte diese Oder jene vorkommenden 
GroBen haben soUen. Man verwendet deshaJb TOe in der Algebra statt 
bestinunter Zahlen Buchstaben, und nachdem man zu den SchluBformehi 
gelangt ist, setzt man dafiir diejenigen Zahlen ein, die man aus 
irgend^welchen aufieren Grlinden haben ■will. So sichert man sich den 
groBen YorteU, die Ldsung in alien mfiglichen Fallen anwenden zu 
kfinnen. Dies macht das reohnerische Terfahren dem zeichnerischen 
entschieden tiberlegen. Denn eine Zeichnung nachtraglich unterAnnahme 
anderer gegebener GrOBen abandern, hciBt, sie ganz neu herstellen. 

Wir -werden gelegentlich auch graphische Verfahren bringen. Wer sich 
aber Uber die graphische Behandlung der Mathematik tiberhaupt grtlndlich 
unterrichten will, muB besondere Werke zu Rate ziehen, die fiber dar- 
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stellende Geometrie, graphische Statik und graphisclies 
Eechnen. 

Damit man sich in der groJJen Lehrbiichcrliteratur zurechtfinde, 
erklaren wir Her ganz knapp und bloB vorlaufig und unvollkommen 
einige Fachausdriicke. Das Verfahren, geoinetrische Untersuchungcn 
rechnerisch durchzufiihren, nennt man die analytische Geometrie. 
Wie man mit sogenannten imendlichkleinen Grofien zu rechnen hat, 
lehrt die Infinitesimalrechnung. Gerade ihrer Entwicklung ist zu 
nicht geringem Teil der groBartige Aufsehwung der NaturwissenSchaften 
seit dem siebzehnten Jahrhundert zu danken, seitdem die Naturforscher 
von der bloB qualitativen Erfassung ihrer Aufgaben (der Frage naeh 
dem „wie“) zur quantitativen (der Frage nach dem „wieviel“) uber- 
gingen. Bei den venvickelten Beziehungen namlich, die zumeist in 
den Naturerscheinungen vorkommen, muB sich der Forseher haufig 
damit begniigen, zu erkennen, weleher EinfluB auf die Ergebnisse 
geiibt wd, wenn er gewisse Bedingungen oder Voraussetzungen seiner 
Versuche nur auBerordentlich wenig abandert. Dagegen ist es oft 
gar nicht miiglieh, ohne weiteres die Tragweite solcher Abanderungen 
zu erkennen, die betrachthch sind. Hier ist deshalb das Hilfsmittel 
anzuwenden, das die Infinitesimalrechnung darbietet. Sie gestattet, den 
Zusammenhang zwischen unendlichkleinen und betrachtliehen Ande- 
rungen zu erkennen. Auch das TJmgekehrte ist haufig der Fall: Oft 
kann der Forseher nur solche Einfliisse beobachten, die durch betracht- 
liche Abanderung der Voraussetzungen seiner Versuche ausgelost werden. 
Andererseits aber ist es ihm klar, daB den meisten Naturerscheinungen 
ein gewisser grofier Zug der Stetigkeit innewohnt, d. h. daB sich jene 
betrachtliehen Abanderungen als Summen von lauter sehr kleinen dar- 
steUen vrerden, und daB in den Wirkungen dieser sehr kleinen An- 
derungen die eigentlichen Grundgesetze der Erscheinungen zum Aus- 
drucke kommen. Hier ist wieder die Infinitesimalrechnung am 
Platze; denn sie zeigt auch, wie man aus betrachtliehen Veranderungen 
auf sehr Heine Veranderungen zuruekschlieBen kann. 

Die Lehrbucher der Infinitesimalrechnung zerlegen die Betraeh- 
tungen meistens in zwei Teile, in die Differentialrechnung und 
in die Integralrechnung. Das Wort Differential bedeutet eine unend- 
lichHeine Grofie, das Wort Integral eine aus Differentialcn gebildete 
Summe. Wir werden die Scheidung in zwei Teile auBer acht lassen; 
was wir dadurch an Einheitlichkeit verlieren, hoffen wir an Verstand- 
lichkeit zu gewinnen. 

Da sich die vorstehenden Bemerkungen auf erst noch zu lehrende 
Dingo beziehen, sind sie nur oberflachlieher Natur. Sie soUen eben nur 
einen vorlaufigen tJberbliek geben. 
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§ 2. Das Messen der GroBen. 

Die Gegenstande unserer Betrachtungen sind GroBen, d. h. Di^e 
Oder Eegriffe, die meBbar sind. VerscMedene Arten von GroBen sind 
nicht miteinander durch Abmessen vergleichbar, z. B. Zeiten und Tem- 
peraturen. Jede GroBenart steht vielmehr fiir sich, aber alle GroBen 
derselben Art lassen sich als Vielfache einer GrdBe der- 
selben Art, d. h. als Zahlen ausdrucken. Alle Streeken z. B. 
lassen sich mit dem Meter messen, alle Zeiten rait der Stunde, alle 
Temperaturen mit dem Grad Celsius. Diejenige GroBe, mit der man 
alle GrdBen derselben Art miBt, nennt man die Einheit der GrdBenart. 

Das Abmessen kann nur bis zu einem gewissen Grade der Genauigkeit 
getrieben werden. Wenn ich sage, eine Lange betrage 2,439 m, so heiBt 
dies nur, daB sie zwischen 2,4385 und 2,4395 m liegt. Die Zahlen, die 
man bei den Anwendungen der Mathematik benutzt, sind stets mit 
Ungenauigkeiten behaftet. Daraus folgt, daB man bei der praktischen 
Anwendung richtiger mathematischer Verfahren nur einen gewissen Grad 
der Genauigkeit erreichen kann, indem er von Umstanden abhSngt, die 
auBerhalb des Bereiches der Mathematik liegen. Haufig werden wir 
daher Losungen, die mathematisch vollkommen rich% sind, durch 
angenaherte L6sungen ersetzen diirfen. 

Die Wahl der Einheit einer GroBenart ist eigentlich willkttrlich, 
doch muB sie so vollzogen werden, daB man die Einheit im Bedarfsfall 
immer hinreichend genau herstellen kann. So sind z. B. besondere Vor- 
kehrungen getroffen worden, um die Einheit der Lange, das in Paris auf- 
bewahrte TJrmeter, vor schadlichen Einfltissen zu schfltzen. Jedermann 
kOnnte sich eigentlich die Einheiten nach Belieben wahlen. Dies wiirde 
aber zu Unzutraghchkeiten fflhren, sobald man sich anderen mitzuteflen 
wttnscht. Man muB daher tlbereinkommen treffen. Solche Verein- 
barungen liegen zum TeU geschichtlich sehr weit zurftck (z, B. ,, Stunde"), 
zum Ted sind sie noch recht neu. Sie sind far die AUgemeinheit so wichtig, 
daB sie Gegenstand der Gesetzgebung geworden sind. 

Allerdings sieht man sich bei besonderen Untersuchungen manohmal 
genOtigt, von diesen Vereinbarungen abzuweichen. So zeigt die Optik, 
daB die WellenlSLnge des roten Lichtes bei der Linie C des Spektrums 
gleich 0,000000666 m ist. Statt dessen sagt man, sie betrage 0,656(1., 
indem man nicht das Meter, sondern sein Milliontel ^ i* als Einheit be- 
nutzt, nur um bequemere Zahlen zu haben. Hier ist eben die gebrftuoh- 


^ Unriohtig ist dor leider hilufigo Sprachgebrauch Millionstel ebonso wie 
Hundertstel und Tausendstel. Ein Hundertel ist dot hunderte Toil, nicht dor hundertste, 
gerado so wie ein Diittel der dritte Teil ist. 
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liehe Langeneinheit viel zu groB; man weicht absichtlich davon ab, 
wahlt aber als neue Einheit eine Lange, die zum Meter in einem „runden“ 
Zahlenverbaitnisse steht, so bier 0,000001m, um, wenn notig, ohne 
Miihe wieder zur sonst gebrauchlichen Einheit fibergehen zu kSnnen. 
Wenn wir in der Folge Zeichnungen herstelien, die in kariertes Papier 
eingetragen werden, wahlen 'wir die Langeneinheit je nach Bedarf bald 
als den Abstand zweier aufeinander folgender Linien des Netzes, bald 
als das Doppelte, Zehnfache usw. Oder als den zehnten, liunderten TeH 
usw. dieses Stuckes. Wir scheuen uns dabei nieht, ein Meter etwa durch 
ein Zentimeter darzustellen. Unsere Zeichnung ist dann ein verkleinertes 
AbLUd der eigentlichen Figur, die zu groB ausfallen wiirde. 

Wenn man die Einheit, mit der man alle GroBen von einer Art miBt, 
durch eine neue Einheit ersetzt, die n-mal so groB wie jene urspriingliche 
Einheit ist, werden alle MaBzahlen proportional verandert^ d. h. 
dann verhalten sich die alten MaBzahlen zu den neuen wie n zu 1. MiBt 
man z. B. die Zeiten statt mittels der Stunde mittels der Minute, so 
wird jede Zcitangabe 60-mal so groB me vorher. 

Die Einheit der Zeit ist die Stunde (bezeichnet mit 1‘* nach 
dem lateinischen liora) Oder, wenn dies MaB fflr feinere Beobachtungen 
unverhaltnismaBig groB ist, die Minute Oder die Sekunde, 

Wir erwahnen noch einige GrSBenarten von mathematischer Natur, 
zunachst die Flacheninhalte ebener Figuren. Als Einheit benutzt 
man die Flache eines Quadrates, dessen Seitenlange man zweckmaBig 
gleich der Langeneinheit, also gleich dem Meter wShlt, so daB die Flfichen- 
einheit das Quadratmeter ist. Entsprechendes gilt von den Kaum- 
groBen Oder Volumen. Hier wird als Einheit das Kubikmeter be- 
Hutzt. Dieses MaB ist fttr viele Zwecke zu groB, so daB man oft eine viel 
kleinere Einheit anwendet, insbesondere den Raum eines Wurfels, dessen 
Kantenlange ein Dezimeter betrSgt, also das Liter. Von mathematischen 
GrOBenarten waren femer noch die Winkel zu besprechea. Vorher aber 
woHen wir einen wichtigen Umstand hervorheben: 

Alle GrSBen einer bestimmten GrSBenart sind als 



Kg. 1. 

tJber eine soheinbare Ausnahme sprechen wir aoi S. 12. 
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Strecken darstellbar, sobald man die Einheit der betreffen- 
den Art durch eine Strecke dargestellt hat. Wird z. B. eine 
Stunde durch ein Zentimeter dargestellt, so bedeuten 3,4 cm der Zeich- 
nung 3,4 Stunden. Das Thermometer zeigt die Temperaturgrade auf 
seiner Skala geradezu als Strecken. Der Vorteil der Darstellung von 
GrSBen. durch Strecken liegt darin, da6 sich Strecken schon durch den 
bloBen Anblick leicht ziemlich genau vergleichen lassen. In F%. 1 
haben wir die Flacheninhalte der Erdteile als Inhalte von Quadraten 
veransohaulicht. Das geschraffite kleine Quadrat bedeutet eine Million qkm. 
In Fig. 2 sind die Inhalte als Strecken veranschau- 
licht, wobei die besonders angegebene kleine Strecke 
zehn Millionen qkm vorstellen soli. Man sieht, daB 
sich die Flacheninhalte mittels der zweiten Figur viel 
leichter als mittels der ersten vergleichen lassen. 

Treten mehrere GroBenarten auf, so kann man 
die Einheit einer jeden durch einebeliebig lange Strecke 
darstellen, alsoauch verschieden lang. Dies hat 
seinen Grund darin, daB GroBen verschiedener Art 
uberhaupt nicht miteinander vergleichbar sind, jede 
Art viehnehr nur durch. eine Gr56e ihrer eigenen Fig. 2. 

Art meBbar ist. 

Nun wenden wir uns zur Besprechung der Winkel. Der Hand- 
werker benutzt als Einheit den rechten Winkel und spricht von eineni 
halben, drittel usw. rechten Winkel, der Seemann gebraucht eine andere 
Einheit: Die Windrose hat 32 Striche, so daB ein Strich ein Achtel des 
rechten Winkels bedeutet. Hier heiBt also die Einheit ein Strich. Der 
Astronom benutzt zu gewissen Zwecken als Winkeleinheit die Stunde, 
indem er eine naheliegende Vergleichting mit der Zcit heranzieht: Da 
die Sonne in 24 Stunden scheinbar einen Kreis am Himmel durchlauft, 
teilt der Astronom den ganzen Umlauf um einen Punkt in 24 gleiche 
Teile und nennt einen Teil, d. h. also den sechsten Toil des rechten AVinkels, 
eine Stunde. Hier ist mithin die Stunde eine Winkeleinheit und nur 
scheinbar eine Zeiteinheit. In der niederen Mathematik und ihren Ah- 
wendungen benutzt man als Winkeleinheit den Grad(l®), der durch 
Zerlegung des rechten Winkels in 90 gleiche I’eile entsteht. Den Grad 
zcrlegt man in 60 Minuten (60 ), jede Minute in W Sekunden (60”). 
Minute und Sekunde sind hier wieder nur scheinbar ZeitgrdBen, in 
Wirkliohkeit WinkelgroBcn. 

Gegen die Einheit Grad laBt sich einwenden, daB sie nur durch 
die tlberlieferung begriindet ist. Sie ist in der rcinen Mathematik haufig 
unbequem. Allerdings konnen wir erst spater deutlich auseiiiandersetzen, 
weshalb. Als vorlaufiger Notbehelf moge die folgende Erlautcrung dienen: 
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Wir konnen die Lagenbeziehungen zwisehen verschiedenen Punkten 
dadurch feststellen, dafi wir ihre Entfemungen voneinander, also Ltogen 
abmessen. Aber wir konnen dabei auch, wie es der Feldnaesser tut, Winkel 
benutzen. So ist Gestalt und GroBe eines Dreiecks einerseits bestimmt, 
sobaJd man die drei SeitenlS-ngen kennt, anderseits aber aueh, sobald 
man eine Seitenlange und die GrbBen der beiden anliegenden Winkel 
kennt. Zwischen Lai^en und Winkeln mlissen demnach Beziehungen 
besteben. Auf diese Beziehungen, die der G^enstand der Trigonometrie 
sind, gehen 'wir gegenwartig nioht ein. Es genflgt, <he Folgerung zu ziehen, 
daB es "wiinschenswert ist, das Messen der Winkel in engere Beziehung 
znm Messen der Langen zu bringen. Dies geschieht, indem wir einen 
Winkel AOB (siehe Fig. 3) dadurch bestimmen, daB 
wir einerseits die Lange des Eadius OA eines um 
seinen Scheitel 0 geschlagenen Ejeises und ander- 

m \ seits die Lange des Bogens AB abmessen, den 

f ^ der Winkel aus diesem Kreis ausschneidet. Wahlen 

(. o M Sl’ ^ Eadius grSBer, etwa gleich OA', so wird auch 
der Bogen langer, gleich A'B'. Aber die Figuren AOB 

Kg. 3. und OA'B' sind einander ahnlich. Daher ist das 
Verhaltnis AB:OA der Bogenlange zur Eadiusiange, 
far einen bestimmt gewahlten Winkel immer dasselbe, wie groB auch 
der Ereisradius sein mag. 

Wir messen deshalb einen Winkel AOB duroh das Ver- 
haltnis der Bogenlange AB, die der Winkel aus einem be- 
liebigen Kreis um seinen Scheitel 0 ausschneidet, zur Lange 
des gewahlten Eadius OA. 

Da es sich nm um das Verhaltnis zweier LangenmaBe handelt, 
ist die Wahl der Langeneinheit ohne EinfluB auf diese 
MaBzahl des Winkels. Ob wir mit Meter oder ZoU Oder Meile usw. 
messen, dies Verhaltnis wird fOr einen bestimmten Winkel imm er dieselbe 
MaBzahl ergeb^. Diese MaBzahl heiBt das BogenmaB des Winkels. 

Unter dem Winkel Bins, d. h. imter der Winkeleinheit haben 


Kg. 3. 


wir hiemach denjenigen Winkel AOB zu verstehen, dessen Bogen AB 
gerade so lang wie der Eadius OA ist (siehe Fig. 4). 

A Um ihn zu zeichnen, schlagt man um 0 irgend- 
einen Kreis und tragt auf seinem Umfange von 
einem Punkt A Sus den Eadius OA als Bogen 
AB ein. Dies geschieht angenahert dadurch, daB 
man OA in eine grSBere Anzahl von kleinen Teilen 
. zerl^ und diese kleinen Teile als Sehnen nach- 
einander von A aus in den Kreis eintragt. Dber 
Rg. 4. die genauere Bestimmung dieses Winkels sprechen 
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■ffir nachher. WeaxL vdr den Radius OA nicht als Bogen, sondern als 
Sehne AG von A aus in den Kreis eintragen, gelangen vdr zu einem 
Punkte C, der ai^enseheinlich weiter von A entfernt ist als der 
richtige Punkt B. Da das Dreieck AOC gleichseitig ist, hat der 
Winkel J.OC gerade 60®. Mithin ist die Winkeleinheit im Bogen- 
maU etwas kleiner als der Winkel von 60®. 

Was uberhaupt bei der Einfahrang einer neuen Einheit gilt, trifft 
aueh Mer zu: Das BogenmaB b eines Winkels ist zu seinem 
Gradmafie g proportional. Weil die neuc Einheit beinahe 60-mal so 
grofi wie die alte, der Grad, ist, wird die MaSzahl i irgendeines Winkels in 
dem neuen BogenmaB etwas mehr als seine Mafizahl g in Graden, 
dividiert mit 60, ausmachen. Genau: Das GradmaB des geslreckten Win- 
kels ist 180, und sein Bogenmafi ist gleich dem Verhaltnisse des halben 
Kreisunifanges:n!r zum Radius r, also gleich ji. Wegen der Proportionalitat 
von GradmalJ g und Bogenmafi b muB dalier ftberhaupt filr jeden Winkel 


sein, und hieraus gehen die beiden Formeln hervor: 



( 3 ) 

Die erste dient zur Berechniuig des GradmaBes g aus dem gegebenen 
BogenmaBe b und die zweite zur Berechniuig des BogenniaBcs h aus 
dem gegebenen Gradmafie g. 

So einfach diese beiden Formeln sind, sollen sie uns doch noch einige 
Zeit beschaftigen, indem wir aber die Art ihrer praktiscken Benutzung 
sprechen. Die in ihnen auftretende Zahl n = 3,14159265 . . . nSmlich 
kdnnen wir nur abgerundet in Rechnung stellen, so dafi bei der Amven- 
dung der an sich genauen Formeln ein Fchler gemacht wLrd. Dieser Feh- 
ler, der sogenannte absolute Fehler, ist die Differenz zwischen dem 
durch die angenaherte Formcl gewonncnen Wert und dem wirklichen 
Werte der zu berechncnden GrSBc. Man miiB sich darUber Klarlieit 
verschaffen, um welchen Bruchteil das Ergcbnis im ungUnstigsten 
Falle unriohtig sein kann, d. h. wie grofi das VerhSltnis des absolutcn 
Fehlers zum wahren Werte werden kann. Dies Verhaltnis hciBt der re- 
lative Fehler; das ist der absolute Fehler, jedoch verglichen mit dem 
wirklichen Werte der zu berechnenden Grbfie, also dividiert mit dieser 
GrfiBe. In den beiden vorliegenden Fallen (2) und (3) gestaltet sieh nun 
die Betraehtung so: 
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Wird statt des wahrea "Wertes der ZaM n ein Naherungswert tc' 
beautzt, z. B. 3,14 oder 3,142 Oder 3f usw., und ist das BogenmaB b 
eines Winkels gegeben, so liefert die Formel, die nun an die Stelle von 
(2) tritt, nur einen angenahert richtigen Wert fUr das GradmaB, nam- 
licli 

Die Difterenz zwischen g' und dera in (2) angegebenen richtigen Wert g 
ist der absolute Fehler: 


Der relative Fehler geht hieraus durch Division mit dem richtigen 
Wert g hervor. Er ist also; 

= 180 , 

9 ” ^ 9 


wofiir man ’wegen (1) auch sehreiben kann: 

^ n n ‘ 


Wenden wir uns jetzt zur Formel (3), indem wir annehmen, daB 
das GradmaB g eines Winkels gegeben sei. Wenn statt ti ein Naherungs- 
wert 7r' angewandt wird, ergibt sich fiir das BogenmaB des Winkels 
ein nur angenahert richtigen Wert, namlich: 


Die Differenz zwischen h' und dem in (3) angegebenen richtigen Wert 
b ist der absolute Fehler: 

Der relative Fehler geht hieraus durch Division mit dem wahren Wert 
b hervor und ist daher: 

J'_j, 1 g 

b ~ m 

wofur man wegen (11 auch sehreiben kann: 


Die Zahler der beiden relativen Fehler (4) und (5) haben nur ver- 
schiedene Vorzeichen und sind sonst gleich. Die Nenner n' und :t 
weichen wenig voneinander ab. Deshalb stimmen auch die relativen 
Fehler, abgesehen vom Vorzeichen, nahezu ttberein. Wenn man z. B. 
statt jr den sehr rohen Naherungswert :t' = 3 benutzt, ist 
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n—n' 0,141 692 (>6 . . , „ . ti' — tt 0,141 692 66 . . . 

n’ 3 n “■ 3,141 692 66 ... ’ 

und diese beiden Werte weichen, abgesehen von ihren verschiedenen 
Vorzeichen, nur um weniger als 0,05 voneinander ab. Noch viel groBer 
wird die tJberemstimmung, falls man einen besseren Mherungs- 
welt 7t' benutzt. Der bei den Anwendungen der Formel (2) ent- 
stehende relative Fehler ist also, abgesehen vom Vorzeichen, fast genaii 
derselbe wie der bei der Anwendung der Formel (3) entstehende, n^mlich 
wie der Wert: 


Dieser Bruch aber enthalt im Zahler den Fehler von n und im Nenner tc 
selbst, ist also nichts anderes als der relative Fehler der statt n be- 
nutzten Zahl zc'. 

Also v^ird bei den Anwendungen der beiden Formeln (2) 
und (3) ein relativer Fehler begangen, der, abgesehen vom 
Vorzeichen, gleich dem relativen Fehler des statt be- 
nutzten Naherungswertes ist. Wcnn man z. B. die Zahl:7r bis auf 
hdchstens 1% falsch wahlt, werden auch die Ergebnisse der Formeln 
(2) und (3) hochstens um 1% falsch ausfallen. 

Dbrigens sind die in (2) und (3) vorkommenden Brilche 180 : n und 
7t : 180 auf vier Dezimalstellen abgerundet diese: 

(1) = 57,2958 , = 0,0176 . 

Wir erlauben uns hier die Anmerkung, daU es Sache des Lesers ist, 
diese Behauptung auf ihre Richtigkeit hin zu untersuchen ! 


1. Bei spiel: Auf Grand der Formel (2) soil das GradmaB g eines Winkels, der 
nicht gx66er als ein rcchter ist, bis auf die Sekundenzahl genau berecknet 
werden. Welcher Nkherungswert darf dabei fiir n benutzt werden? Der gesuchte 
Winkei betriigt hSchstens 90® Oder 324000"; gestattet ist ein Fehler von hdchstens J", 
(I h. der relative Fehler darf hdchstens gleich 


0,6 

324 006 


0,0000016 


scin. Dies sind rund IJ MMiontel. Daher geniigt es, statt n einen Nilherungswert zu 
verwenden, der um nicht mehr als IJ Milliontel der Zahl n oder also um nicht mehi 
als 0,0000047... von abweicht. Bin derartiger Wert ist 3,14159. Mithin gibt die 
Formel 


180 

3,14169 
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das GradmaB g eines Winkels, der nicht grdfier als ein rechter ist, genau his auf dia 
Sekundenzahl, 


2. Beispiel; Wieviel Grad, Minuten und Sekunden hat die Winkeleinheit, 
d. h. der Winkei vom BogenmaB Bins? Wir sahen schon oben, dafi die (Iradzahl ein 
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^enig Weiner Ws 60 ist (si'ehe Fig. 4, S. 6). Auf Grund des ersten Beispiels ergibt sich 
die Gradzahl 

180 _ 92937 

3,14169 ^^314169* 

Der tJberschufi iiber 67® betragt, in Minuten ausgedriickt: 

92937*60 236617 

314159 ■" ^^314159’ 

der OberschnB iiber 17', in Sekunden ausgedriickt: 

235617*60 . 

314159 ^ 

Hierbei deutet der Stiich iiber der 6 an, dafi die Zabl nach oben abgerundet ist. Die 
Wiiikdeinlieit hat also 67® 17' 46". Wie bangt dieser Wert niit der ersten Zahl in (7) 
zusammon ? 

3. Beispiel: Das BogenmaB von 1® soli berecbnet werden, indcm man n dutch 
den Khherungswert 3| ersetzi Zugleich soU man den Fehler abschatzen. Die Formel (3) 
gibt, wenn man darin n =s3-i[- und 9 = 1 setzt, das BogenmaB 0,0174603 ... Da 3^ 
von n um weniger als abweicht, ist auch dieser Wert bis auf ^4% genau, woraus 
man schlieBt, daB das BogenmaB von 1 ® auf vier Dczimalstellen abgerundet den 
Wert 0,0176 hat, der schon in (7) vorkam. 

Um das Umrechnen von GradmaB in BogenmaB und umgekehrt zu 
erleichtern, hat man eine Tafel hergestellt, die zu jeder ganzen Gradzalil, 
Minntenzahl und Sekundenzahl das BogenmaB angibt. Man findet sie 
in den Sammlungen von Logarithmentafeln unter dcr Uberschrift: 
,, Lange der Kreisbogen fur den Halbmesser Bins'*. Zur 
Erklarui^ dieser Uberschrift sei bemerkt: Da das BogenmaB gleich dem 
Verhaltnis aus dem Bogen zum Radius ist, folgt: 

Das BogenmaB eines Winkels ist gleich der Lange des 
Bogeiis, den der Winkel aus einem Kreise vom Radius Bins 
um seinen Scheitel ausschneidet., 

Diese Aussage dient dazu, daB man sich mit Leichtigkeit die Be- 
riehung zwischen BogenmaB und GradmaB merkt : Da der Kreis vom 
Radius Bins denXImfang 2jr hat, gehort zu 4 rechtenWinkeln das Bogen- 
maB 27r, also zu 180^ das BogenmaB n, Wenn wir kiinftig von den 
Winkeln jt, usw. sprechen, braucht der Leser mu* n 

durch 180 zu ersetzen, um die GradmaBe 180*^, 9(>^, 60®, 45®, 30® usw. 
dieser Winkel vor Augen zu haben. Es ist niitzlich, sich daran 
zn gewohnen, statt von einem rechten Winkel von dem 
Winkel zu sprechen. Man wird ntolich spater erkennen, daB 
die Benutzung des BogenmaBes keine SpMerm ist, wie der Anfanger 
denken konnte; vielmehr wird man dazu geradezu gezwungen. Der 
Loser moge das Vertrauen haben, daB wir keine fiir ihn nutzlosen mathe- 
niat^ 
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Unsere Tafel I imAnhange gibt einen kurzen Auszug aus der 
Torhin erwSlmteii Tafel. Darin ist fiir 1 bis 9 Grad, ftir 1 Ms 9 Mi- 
nuten und fiir 1 bis 9 Sektmden das BogenmaB atif fiiiii Dezimal- 
stellen abgerundet angegeben- Querstriche iiber den letzten Ziffem 
bedeuten, daB die Zahlen nach oben abgerundet sind. 

4. Bei spiel: Wie groB ist das BogeamaB von 27® 36' 45" ? Die Tafel I gibt das 
Schema: 


20 ® = 2«-10 

0,349l 

70 

* 0,1222 

30' = 3' *10 

0,0087 

6 ' 

0,0017 

0 

11 

0 

0,0002 

6 " i 

0,0000 


0,4819 


Dafi wir bis auf hocbstens vier Dezimalstellen abrunden milssen, ist Mar. Wir 
mufiten die Zahl 0,00176 auf 0,0017 abrunden, nicht auf 0,0018, veil ja die B eigent- 
lich zu groB ist. Yon den letzten Dezimalen der Zahlenieihe sind drei zn groB, drei 
zu Mein. Es ist also wahrscheinlich, daB sicb die Fehler ziemlich aiisgleichen, d. h... 
dafi das Ergebnis 0,4819 auch in der vierten Dezinpalstelle richtig ist. Sicher ist 
nur, daB das Ergebnis zwischen 0,4819 — 3 • 0,00006' fimd 0,4819 3 • 0,00006, also 

zwischen 0,48176 und 0,48206 liegt, so dafi wir nujf 4^ drei Dezimalstellen 0,482 
abrimden diirften. Praktisch aber wird der WahrscbeinlichkeitsschluB genfigen. In der 
Tat gibt genauere Berechnung und Abrundung auf fiinf Dezimalstellen 0,48193. 

6 . Be is pi el: Aus einemKreise von 3,400 m Radius ^ soli ein Zentriwinkel von 
27® 36' 46" ausgeschnitten werden. Wie lang ist der zugehorige Bogen? Er ist gleich 
dem soeben gefundenen BogenmaB 0,4819, multipliziert mit dem Radius 3,400. Wir 
benutzen abgekitrzte Multiplikation, da es nur auf vier Dezimalstellen ankommt: 

0,4819 - 3,400 

1,4467 

1928 

1,6386 m. 

6 . Be is pi el; Eine Kreisscbeibe von 0,280 m Radius soli 200 ZSJme bekommen. 
Wie lang ist der Bogen eines jeden Zabns? Die Summe der ZMine und Zabnliicken 
ist 400. Der zu einem Zahn gehbrige Zentriwinkel ist im GradmaB gleicb 360 ® : 400 
=s 0,9 ® « 64', Nach Tafel I ist das zugehOrige BogenmaB 0,0167, .Also ist zu rechfien: 

0,0167 . 0,230 

0,0081 

5 

0,0036 m, abgerundet 0,004 m, 

Zum Sehlusse machen wir darauf aufmerksam, daJJ esGrOfien 
gibt, die negatire MaBzahlen haben, Allerdings, die Linge 
eines Metallstabes z. B. kOnnen wir uns nicht negativ vorstellen. Han- 


^ Wird eine Zahl in der Form 3,400 statt 3,4 angegeben, so soil dies heifien, dafi 
sie aui drei Bczimiilstellen abgerundet genau isi 
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delt es sich aber nicht um die GroBe eines greifbaren Gegenstandes, 
so kann die Mafizahl sehr wohl negativ sein, z. B. die Hbhe eines 
Piinktes fiber der Meeresoberflache. Minus dm Meereshbhe bedeutet 
eben 4 m Tiefe unterialb der Meeresoberflache. Hat einPunkt die Hbhe 
a m und ein anderer die Hbhe I m fiber dem Meer, so lit^t der erste 
Punkt stets (a — b) m hfiher als der zweite, wobei es ganz gleichgUltig ist, 
ob a Oder b Oder beide negativ sind. Wenn namlich das Ergebnis a — h 
negativ wird, bedeutet dies, daB der erste Punkt tiefer als der zweite 
liegt. Wenn z. B. der erste Punkt 4 m unter der Meereshohe und der 
zweite 7 m fiber der Meereshfihe liegt, ist a = — 4, & = + 7, also 
= d- h. der erste Punkt li^t 11 m tiefer als 
der zweite. Wenn man die Zeit vomBeginn eines physikalischen Vorganges 
in miBt und dann zu davor liegenden Zeiten zurfickgreifen muB, rech- 
net man sie bekanntlich negativ. In der Weltgeschichtebrauchtman statt 
^ Pluszeichens und Minuszeichens bei Zeitangaben in Jahren die 
Bezdchnungen vor und nach Christi Geburt. Man spiicht auch von 
n^ativen Temperaturen. Man bezeiehnet mit 0“ Warme cine ziemlich 
wmkfirlich gewahlte Temperatur, so nach Celsius und KfiAUMUR die des 
Mtoelzenden Schnees, nach Fahrenheit dagegen die einer gewissen 
Mischungaus Eis und Salmiak. Temperaturen unterhalb des Nullpunktes 
werden n^abv m E^hnung gesetzt. Auch hier ist es stets richtig, daB 
der Gn^hied zweier Temperaturen gleich der Differenz ihrer Grad- 
gleic^tig, Ob die Gradzahlen positiv Oder negativ 
smd. Die WiUkfir bei der Wahl des NuUpunktes zeigt aber, daB es 
zn sagen, d^ SO® C. eine doppelt so hohe Temperatur 
to 4U»c. sei, denn m Fahrenheit sind dies 176» und 104“ Man darf 
h^^ sagen: Der Temperaturunterschied von 80» C. und von 
^etondem ^ ist doppelt so groB wie der von 40“ C. und vZ 

Ett 4h. man mnS den wiUkari.“”h Te- 

wahlten Nullpunkt Bezug nehmen. ° 

^ wir auf S. 4 sagten, daB die MaBzahlen einer GrfiBenart 

me b mi- ^dagegen mcht zu den Fahrenheitangaben. 

§ 3- Konstatiten, Verflnderliche, Funktionen 
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zu vermuten. Diese Oberzeugung findet ihren Ausdruek darin, ,dafi man 
sagt, jede bestimmte Ursache rufe bestimmte Wirkungen hervor. Wir 
haben die feste VOrstellung, dafi die anorganische (leblose) Natur an sich 
keine Willkiir duldet, da6 vielmehr mit Not^en^gkeit aus jedem be- 
stimmten Gesehehnisse nach Gesetzen bestimmte neue Geschehnisse 
herrorgehen. Auch auf einen groBen Teil der Erscheinnngen im Gebiete 
der organischen (lebenden) Natur erstreckt sich diese Vorstellung, so weit 
nicht die ■willkurlichen LebensauBerungeu mit ins Spiel kommen. 

Jene verborgenen Gesetze zu erkennen und auszunutzen, ist die Auf- 
gabe der Naturforschung und der Technik. 

Bei den Naturerscheinungen treten meistens vielerlei GroBen auf, 
so daB es schwer fallen wurde, die unbekannten Zusammenhange zu ei:- 
griinden, wenn man nicht imstande ware, die "Wirkungen einzelner 
Naturgesetze gewissennaBen auszusondern. Dies geschieht durch den 
Versuch Oder das Experiment, wobei man daffir sorgt, die meisten 
GroBen durch geeignete Vorkehrungen bei bestimmten 
Werten zu erhalten, so daB sich dann nur noch "wenige zu 
anderu vermogen. Will man z. B, erkennen, wie Tcmperaturanderungen 
auf das "Volumen eines Gases einwirken, so sorgt man dafhr, daB die Span- 
nung des Gases immer dieselbe bleibt, da ja auch die Spannung we- 
sentlich auf das Volumen des Gases einwirkt. Will man das Gesetz der 
Schwero untersuchen, indem man den freien Fall heobachtet, so rriuB man 
daran dcrtken, dafl dies Gesetz an verschiedenen Stellen der Erde verschie- 
den sein ,wird. Man muB daher die Untersuchung zunUchst an einem 
bestimmten Ort, d. h. fiir eine bestimmte geographische Lange und Breite 
anstellen. Man sorgt also dafUr, daB eine Reihe ron rorkommenden 
GrbBcn wahrend des Versuches unverandert bleiben. Sie heifien Kon- 
stanten. Nathrlich kann man nachher, indem man weitere Versuchc 
anstellt, diese GrdBen sich doch meder Sndern laasen. Eine Grdfie 
heiBt eben konstant nur insoforn, als sie sich wahrend 
der gerade im Gang befindlichen Untersuchung Oder Uher- 
legung nicht andert. 

Sorgen wir dafUr, daB sich mjr einige GrOBcn andem kOnnen, so 
Bind sio die einzigen Veranderlichen der Aufgabe. Bei einer Ver- 
suchsreihe, die dazu dienen soil, ein verborgenes Naturgesetz herauszu- 
bringen, spielen nun diese Veranderliehen zwei wcsentlich verschiedene 
RoUen. Man kann namlich einigen Grbfien wahrend der Versuche 
nach und nach verschiedene bestimmt gewahlte Werte erteilen und 
dann durch die Versuche feststellen, welche Werte der flhrigen ver- 
auderliehen GrSBen daraus folgen. Wenn man z. B. die Weehselwirkung 
zwischen Volumen, Temperatur und Spannung einer Gasmenge fest- 
stellen will, kann man zunhehst etwa die Temperatur durch ein Wasser- 
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bad konstant erhalten, so daB nur zwei Veranderliche, das Volumen und 
die Spaimung, verbleiben. Gibt man nun dem Volumen nach und nach 
verschiedfene bestimmte Werte, so ziehen sie verschiedene bestimmte 
Werte der Spannung nach sich. Da man das Volumen ganz nach eigenem 
Ermessen verschiedenartig wahlen kann, heiBt es hier die unabhangige 
V eranderliche. Die zugehorige Spannung dagegen^ die man beobachtet, 
heiBt die abh^ngige Veranderliche. Man kann aber auch den Ver- 
such insofern verwickelter gestalten, als man nicht nur dem Volumen, 
sondern auch der Temperatur nach und nach verschiedene bestimmte 
Werte gibt. Dann zeigt sich, daB zu jedem bestimmten Volumen und 
zu jeder bestimmten Temperatur eine bestimmte Spannung des Gases 
gehbrt. Hier also sind das Volumen und die Temperatur zwei unab- 
hangige Veranderliche, wahrend die Spannung die einzige abhUngige 
Vertoderliche ist. 

Wie in diesen Beispielen zerfallen bei alien Versuchen die Ver- 
toderlichen in zwei verschiedene Elassen. Die GroBen der einen Klasse 
kann man durch geeignete Vortehrungen nach und nach auf verschiedene 
irgendwie gewahlte bestimmte Werte bringen, wahrend die GroBen der 
anderen Klasse durch die Wahl jener vollkommen bedingt werden, da 
siich ihre Werte durch den Versuch ergeben, ohne daB man selbst noch 
irgendwelchen bestimmenden EinfluB darauf hat. Die GroBen der ersten 
Klasse heiBen die unabhangigen Veranderlichen, die der zweiten 
die abhangigen Veranderlichen. 

Zunaehst wollen wir — und zwar fur ziemlich lange Zeit — gesetz- 
mS-Bige Beziehungen zwischen nur zwei veranderlichen GroBen betrach- 
ten. Erst viel spater nehmen wir ihrer mehrere an. 

Unsere Ausdrucksweise: gesetzmaBige Beziehung zwischen 
•zwei veranderlichen GroBen ist allerdings vorerst noch nicht scharf 
mathematisch erklart. Ehe wir dazu iibergehen, empfiehlt sich die Be- 
traehtung einiger Beispiele. 

1. Beispiel: y^ixd 1 cdm Wasser von 4® C. erwarmt Oder abgekUldt, so wild 
sein Vokimen groBer. Doch ist der tlberschufi iiber 1 cdm so gering, daB wir ihii in 
Kiibikzentimetem ausdriicken. Er betragt nanilich bei 



ccm 


ccm 


ccm 

0® 

0,13 

8® 

0,11 

16» 

0,99 

2® 

0,03 

10® 

0,26 

18» 

1,36 

4® 

0,00 

12® 

0,46 

20» 

1,74 

6® 

0,03 

44® 

0,70 




Blese Tafel wird tberslcbtheher, wenn wir sie durch eine Figur veranschaulicben. 
AnI kariertem Papier zieben wir (debe Fig. 6) eine der wagerecbten Linien starker 
ans nnd biingen anf ibr eine Skala an, indem wir von einem Punkt, dem NuUpunkt 0, 
aii^ebend in iinmer gleidien, Ubiigens bdiebig wahlbaren Abstknden die Bezeicb- 
mingen 1®, s2®, 3®. .. eintragen Oder Wenigstens, wenn das volktandige Einscbreiben. 
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die Skala uadeutlich raacht, angemessen andeuten. Die Strecke von 0 bis zum Punkt 
einer dieser Zahlen soil die Temperatur darstellen, z. B. OA die Temperatur von 8®. 
Von den Marken 0®, 2®, 4® . . . 20® ans tragen wir auf den lotrechten Linien Strecken 
auf, die uns die oben angegebenen Kubikzentimeter versinnlichen. Dabei kann die 
Strccke, die 1 com bedeutet, beliebig lang gewahlt werden. Am bequemsten ist es, 
die lofcrcchte Gerade durch 0 von diesem Punkt aus in gleichen Abstanden mit den 
Bezeichnungen 0,1 ecm, 0,2 com usw. zu versehen, also die Skala der Kubikzentimeter 
anziigeben oder wenigstens anzudeuten. Nun gekt das Eintragen rasch vonstatten. 
Die Strecke AB z.B. bedeutet 0,11 ccm. Unsere Tafel liefert uns so elf Punkte; man 
ist von vornherein nicht uberrascht durch die Regclmafiigkeit, in der sie aufeinander 
folgen. Ja man erwartet, daB, 


wenn noch mehr Angaben vor- 
liegen, also jener Volumenuber- 
schuB auch filr andere zwischen 
0® und 20° gelegene Temperaturen 
durch Versuche bestimmt ist, sich 
die zugehSrigen Bildp\mkte so in die 
Reihe der elf Punkte einordnon, daB 
die Regelmilfiigkeit noch starker her- 
vortritt. Man vermutot also, daB 
alle zwischen 0® und 20® gelegenen 
Temperaturen solche Volumeniiber- 
schilsse ergeben, flir die die Bild- 
punkte in derFigur eine gewisse 
stetig fortschreitende krumme 
Linie oder Kurve liefern. Diese 
Kurve ist das georaetrische 
Abbild der gesetzmafiigen Be- 
ziehung zwischen der Temperatur 



Fig. 6. 


und der VolumenvergrdBerung, die ein cdm Wasser von 4® C. erfahrt, sobald seine 
Temperatur geindert wird. 


Entsprechendes wie in diesem Beispiele wird man immer erwarten, 
sobald man die 0berzeugung gewonnen hat, daB eine GrdUe gesetasmftfiig 
von einer anderen abhangt. 

Ganz andere VerhUltnisse liegen im folgenden Beispiele vor: 

2* Beispiel; Auf Gnind zahlreicher Messungen hat ein Forscher die, ndttlere 
IvbrperEnge von mEnnlichen Porsonen in Mitteldeutschland fiir die Lebensalter von 
0 bis zu 20 Jalmen wie folgt festgcstellt: 


Jahre 

cm 

Jahre 

cm 

Jahre 

cm 

0 

50 

7 

lioi 

14 

147 

1 

71 

8 

116 

15 

162 

2 


9 

122 

10 

156 

3 

87 

10 

128 

17 

162 

4 

9S 

11 

183t 

18 

166 

6 

90 

12 

1874 

19 

167 

6 1 

m 

18 

142 

1 20 

168 
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Ersies Kapiiel: GroPen und Funktionen. 


Ein anderer Forscher hat da^egen in Belgien folgende mittlere ZaMenwerte 
gefunden: 


cm Jahre 

cm Jahre 

cm 

60,0 7 ■ 

110,4 14 

146,9 

69,8 8 

116,2 16 

151,3 

79,1 9 

121,8 16 

155,4 

86,4 10 

127,3 17 

159,4 

92,7 11 

132,6 18 

163,0 

98,7 12 

137,6 19 

166,5 

104,6 ! 13 

142,3 |i 20 

167,0 


Forscher aul halbe, der zweite auf, zclmtel Zentimet«r 
at^nmdet hat. Beide Tafeln fuhren wir uns graphisch vor Augen, indem wir auf 




lEZl 




recht ^ Zentinieter sank- 

a« spawn, die cm-Skala mit sTSuen a^danLn «<« Plata 

®saffl bdieWg annehmon. TJnsere Fi? B anth-ify Emheiten der Skalen kann 
gesteBt d»i Heine leere , tafeln, dar- 

a^h^ Man sieht, daB beide Tafeln nur Zentimeter fiber 60 

d»se Abw«(*angen isird man nicht ih ^ ''““ewander abweichen. 0ber 

dafi aadere F^er aS Gr^d to„ ™tej 

Ab®’ man ist daranf eefafit wieder andere Ergebnisse finden 

^ tel imfcgetdlten abweichen werden Win ^|el>“isse doch nicht allzusohr 

J^fiendinnficheiPeiSnenri^ 

«> TOd man, da man Schwankungen bd d^Art dJt “f®“ T®" ^ 20 machen, 

“ngen Dei, der Art dieses Be.spiels voraussieht, nicht 
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§ 3. KonMfUen^ Veranderliche, FmUioTten. 


me im vorigen Beispiel eine feme Kurve ziehen, sondem vielmehi eine Liiiie von 
soldier StSxke, daB ihre Breite einen Spielxaum EBt, der den Schw^imgen ver- 
mutlicli gerecht werden wkd. So gelangt man zu Fig. 7. Hier also wird die gesetz- 
miiBige Bezielnmg nicht durcli eine Kurve, sondern durch einen Kurvenstreifen 
bildlich zum Ausdrucke gebracht. 

Kurvenstreifen statt scharfer, feingezogener Kurven wird man uberall da er- 
waarten, wo die gesetzmaBige Beziehung zwischen den beiden betrachteten GrdBen 
von organiscben Ursachen abhangt, ferner da, wo man nur 'Mittelwerte aus Beo- 
bacbtimgen benutzt, was beides Mer der Fall ist. 

Wieder etwas anderes bietet das folgende 

3. Beispiel: Ein SchneUzug von Luzern liber die Gottbardbahn nach OMasso 
bait unterwegs an fiinf Stationen. In der folgenden Tafel sind statt der Namen der 
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Fig, 8. 


Stationen ibre Entlernungen von Luzern in Kilometern angegeben sowie die Zeiten, 
zu denen der Zug an den betreffenden SteUen ist: 


km 

0 

28 

m 

89 

170 

199 

226 

Zeit 

9b a 

9h 37“— 42 

10h20 

Hh 6—13 

12h 34_40 

lh24 

1“ 64 


Atich Mer klimien wir die graphische Darstellung benutzcn, indem wir eine wage- 
recbte Zeitskala und eine lotrecbte Kilomcterskala zeicbnen und nun diejenigen Punkte 
eintragen, die den ’Zeiten und Kilometern entsprechen. So gelit Fig. 8 bervor. 
Wir baben die Kilometerskala lotrecbt nacb unten angebracht, weil der Zug 
von Nord nach Slid — im groBen ganzen — fahrt und wir gewobnt sind, diese Bichtung 
nach unten zu zeicbnen. Dio kleinen wagerechten Stricbe entsprechen den kurzen 
Aufentbalten auf den Stationen, denn z. B. zu alien Zeiten zwischen 11*^6 und 
S oh® Mer®, bdJhrhuoh a. MikUtemfttik. % 
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Ersies Kafitel: Grofien und Fmiciionm. 


hat der Zug, da er xastet, die Eatfernimg 89 Jon von der AusgangsstatioiL Das Kurs- 
biich giht uns keinen AufecMnB daxilber, wie schnell der Zug zwischen den Stationen 
tori Wir kSnaen also 2 . B, nur sagen, dafi von 9^42 bis 10^20 die KilometerzaM 
bostandig zu n i min t nnd zwai von 28 bis 60. Dies kOmten wir graphisch duich irgend* 
von der Stelle A bis zur Stelle B bestSndig nach rechts unten lauiende Kuive 
wie z. B. dig pnnktierte zum Ansdiuck bringeru In Ermangelnng genatier Angaben 
ziehen wix die einfacbste Linie zwischen je zwei bestimintcn Pimkten, nEmlieb die 
Gerade^. So kammen wir bier dazu, eine gesetzma,fiig€ Bezieknng dnreh 
eine gebiochene Linie darzustellen. Das Gesetz ist nicht in der Natur gegeben, 
sondem dnreh Vofschriften der Eisenbabnverwaltung. tlbrigens sei nebenbei beinerkt, 
dafi sich ans der Art der gebrochenen Linie deutlich erkennen lafit. zwischen wdeben 
Stationen der Zng besonders langsain fSbrt, niinilicb zwischen den zu B nnd C ge- 
bSiigen Stationen (wahrend des Aufstieges znr Hbhe des Gebirges). 

Dlese drei Beispiele, za denen der Leser selbst noch viele hinzufiigeii 
kann, zeigen drei Artea der grapMsehen Daxstellung des gesetzmS^igen 
Zusammenlianges zwischen zwei verSaderlichen GrSJBen, nfimlieh dutch 
eine Kurve, einen Kuryenstreifen and eine gebrocheae Linie. 
Aber aueh ini zweiten.and dritten Fall, wo das Gesetz der Sachlage nach 
nicht schajf sein kana, liefie sich der Verlauf der Erseheinung mit 
groBer AnnSherung dutch eime,einzige Kunre wiedergeben, da wir so- 
wohl m Fig. 6 als auch in Fig. 8 leicht eine Kurre eiazeichaen konnen, 
die dutch die angegebeaen Punkte geht oder ihaen sehx aahe konuat. 

Umgekehrt: Zeichneawir 
in kariertes Papier zwei 
WerteskalenOZ und OF ein, 
die eine wagerecht, dieaadere 
Ibtreckt, wohei wir fflr jede 
die Eiahat irgendwie wahlen 
— siehe Fig. 9 — , und ziehen 
wir aufs Geratewohl irgend- 
einevon links nac]|i rechts 
fortschreitende krumme 
Linie, so gibt ans diese 
Kurve eine gesetzmS- 
Sige Beziehung zwischen 
zwei verinderliehen 
Gr SBen. DieseGrSBen woUen 
wu x und y nennen. Zu jedem Funkt der Kiirve gehort ahmlich ein be- 
stunmterZiahlenwert der einen Skala nnd ein bestinunter ZaMenwert der 
anderen, und diese "Werte sind zueinander gehbrige Verte von x nnd y. In 
Uttserer Figur gA6rt z. B. ar = 6 derWrat ^ == 1,8 (siehe Punkt A), zu 


' Kes ist, vie TO im awatwi Sapitel s^eit werden, ffie riehtige Dmtdlaiii; 
weim dw Zug zwiwJTO Mdm Stalfo aberal die gleiche Sssch^ndlgMt krt. 


■rap 



Kg. 9. 



§ 3. Kmstantm, VerUnderliche, FunMionen. 
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a: ==10 der Wert y = 10 (siehe Punkt B), zu x= 14 der Wort y 30 (sieho 
Punkt C) usw. Merdings sind die Werte nur so genau abzulesen, als es 
die Zeichaung erlaabt. Auch zu negativenWerten von x konnen Werte 
von y gehoren. Die negativen Werte von x lesen wir auf der linken 
Seite der von dem Punkt 0 ausgehenden a-Skala ab. So gehdrt 
zu a: = —14 der Wert y — 2,3 (siehe Punkt D). Femer ist fttr x 2 
der zugehorige Kurvenpunfct unterhalb der a:-Skala gelegen, d. h. zu diesom 
Wert von x gehbrt ein negativer Wert von y, ndmlich y == - . 2,4 (siehe 
Punkt E). Es fcann auch vorkonunen, dafi zu negativen Werten von 
X negative Werte von y gehoren; z. B. zum Punkt F gehbrt x - - 6 
und 1 / = — 1,2. 

ZusammengefaUt: Auf beiden Skalen setzen wir einc positive 
und eine negative Eichtung fest. Dann wird durch irgendeine von 
links naeh reohts gezogene Kurve eine gesetzmftBige Beziohung 
zwischen zyrei verftnderliehen GrOBen x und y festgelegt. Zusanunon- 
gehfirige Wertepaare ergeben sioh, wenn man durch einen beliobigen 
Punkt P der Kurve die Parallelen zu den Skalen zieht und die 
Zahlenwerte abliest, die sie auf den Skalen absohneiden. Dabei gilt 
das Vorzeiohen + Oder — , je naohdem der Schnittpunkt mit der 
Skala auf der positiven Oder n^ativen HJdfte der Skala Die 

Kurve bestimmt also ein Gesetz zwischen oj und y und 
zwar mit der Genauigkeit, mit der wir die Zahlenwerte 
der Skalen ablesen kdnnea. 

So haben wir zun&chst auf graphischem Weg eine Mbglichkeit, 
gesetzmiSige Beaehungen zwischen zwei vertoderlichen GrOBen festzu- 
steUen. Hr ha^t der Mangel an, daB diese FeststeUung nur angen&hert 
ist, da jede Figur nur angenfthert einer Figur entspiicht, in der die 
geraden Linien und Kurven wirkUch ohne Dicke sind. Dagegen hat 
dies Verfahren den Vorzug, ein Gesetz anschaulich zu rnaohen. 

Nun kbnnen wir schheBlioh auch auf reohnerisohem W<^e ge- 
86t2sm&fiig6 B6ri©huiig6E i<wisoh6E jsw6i T6ttodi6rli0h6ii (IrUSoii und m 
herstallen, die den erwEhnten Mangel nioht haben, aber auoh nicht die 
grofie Ansohauliohkeit. Dies geschieht daduroh* daB wir eine Glei- 
Chung ansetzen, auf deren linker Seite nur y steht, auf deren reohter 
Seite dagegen eine Formel steht, in der y nicht vorkommt, wohl aber 


4 Beispl^l: Wtr nelMin die QM^diiuag iwb; 

f ** 4i« 4- . 

TO ^ese (Hoiohu)^ dMU elnwi Wert von y. Setwn wb: *. B. a ■» 6, so Uetort die 

^ tJbewioht haben wh fflr as wwh- 

gewttlt und mittete der engenommeuM 
uleichnng die sngeheiigen Werte von y bereohnet; 


r 
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Erstes Kapiiel: GrSpen und FmJcHmm '. 


3,4 2,3 1,4 0,7 0,2 


-0.1 —0.2 —0,1 0,2 0,7 



Pig- 10. 


Skalon die zu- 

viele Weitemnrc ^ ’ i kSnnen wir beliebig; 

miteln “Senommonen Gleichung er- 

B. Man kam J®r*epaar gibt den Punkt 

mehr WeiXe *an‘» ' machen: Je 

sich die zuihorigen T 

ug ongen Bddpunkte regelmaUig aneinander. 

1 j’ 


. — Fuuikie regeimauig aneinandei 

hert zu jedemT'^ Ton HL wSToq « angenommen, so ge- 
nur angenShert, bereehnet wden kann genau, also nicht 

der Beobachtnng entnorml win S Beispielen, dio 

Die Betraclitung der Kg. lo i§£+ „L - “^g^nds der Fall gewesen. 
als das geometrische Bild des deutlich einen Kurrenzug 

Der Leser sollte derartice TiSo Gesetzes erkennen. 

Wir geben noch einige: ^ erfinden und betrachten. 

6. Beispiel: Wir woUen die Gleichung annehmen: 

^ ' — 4 ^3 _9 

^ ‘ a — I -I rt 


-4| 




- 2 \ 


W 8 h]t man a nahe bei M, z. B. a: = j 4 i . / 

• ^ «cht gicB wild. VTix haben hier dfeWertepaarTA*’ ^ ^ 


3i 


i 


1 

T 


2i 


H 


44 


Si — 2i 


■ i 


It f aufierordenttich groB, 

Za^l^"^v; “b«*SSe Z Nrs^^lf/ ^uil heran,’se 

ZaMen-weit haben, der aber mit dem y auch einen sehr gro. 6 en 

kommt y - -- lOOO.OQi. H z. B. fOr ^ 

Menu Je groBer a TOd, am so vemVer uStb wird 1 : a: re!ht 

™« . »h, roH -,» « d.„ M£»,eirsi?te s 
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X 10 100 

lOOO 

— 10 

— 100 

— 1000 

y 10,1 100,01 

1000,001 

— 10,1 

— 100,01 

— 1000,001 



Fig. 11. Fig. 12. 


Stollen wir uns eine Zeiclmung her, indem wir in der Fig. 11 eine wagerechte 
^r-Skala Q)C und eino lofcrechte j^-Skala 07 benutasen, ao werden manche Wertepaare, 
wcil zu grofi, gar nicht in die Figiir hineinpassen. Immerhin aber erkennt man, dafi 
den Wortepaaren Punkte entsprechon, die eine regelmilfiige Folge aufweisen, 'wobei 
zwel Ersebeinangen besonders auffallen, Krstens: die Pankte, deren x sehr nahe bei 
Null liegt and positiiv isfc, liogen selir hoch, dagegen die Punkte, deren x sehr nahe bei 
Null liegt und negativ ist, sehr tief. Z'weifcens ; die Punkte, deren x sehr grofi ist, ob 
mit 4- Oder — versehen, liegenso, dab dcr Zahlenwert ihres y ungef&hrsogxoB vrieder 
ihxes X ist. Wenn wir wie in Fig. 11 die Einheiten bolder Skalen einander gleich w&hlen, 
■was wir ja tun diirfen, so bedeatet diese weite Beobachtimg aiigenscheinlicb: die 
Punkte, die zu grofien Werten von x gehiJren, liegen beinahe auf derjenigen Oeraden, 
die den reehten Winkel der positiven aj-Skala und der positiven y-Skala in gleiche 
Teile zerlegt uad fortgesetet ebonso den rechten Winkel der negativen a:-Skala und der 
negativen y-Skala teilt. Man kann sich leicht einen Kuxvenziig vorstellen, der durch 
die gezoiohneten Punkte geht. Er schmiegt sich rechfcs and links mehr und mehr an 
diese Gerade an, In der NSlhe der y-Skala jedoch entfernt or sich weiter yon dioser 
Geraden und macht Biegangon, am sich mehr and mehr der y-Skala anzusolimiegon. 
Der ganze Karyenzng besteht aos zwei getrennten Toilen, von denen dor eine die 
i/'Skala in unendlicher Feme nnten und der andere die y-Skala in unendlicher Feme 
oben 55U orrelchen strebt 

6. Beispiel: Man s telle zm Gleichnng 

1 

y * a; — — 
a;* 

die Zeichnung her. Siehe Fig. 12, wo der Winkelteilenden eine ihnliohe KoUe wie im 
yorigen Belapielo zukommt. Wir haben die Punkte dutch einen Kiirvenzug ver- 
bunden. 
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Erstes Kwpitel: GrSPen und Funktionen. 


In diesen Beispielen bezeichneten wir die unabbSiHgige VerSaderliche 
mit z und die abhSngige mit y. In den Beispielen 1, 2, 3 waren dagegen 
andere Benennungen gebrauebt worden, entsprechend ihrer wirklichen 
Bedeutung. Die unabhangige Vertoderliche bezeiehnetc damak Tempe 
ratoen Oder Jahre Oder Stunden, die abhSngige Kubikzentimeter odor 
Zentimeter Oder Kilometer. Sehen wir von der wirklichen Bedeutung 
der GroBen ab, d. h. betrachten wir die Vertoderlichen rein mathe- 
matisch, so werden wir sie kfinftig mit x und y bezeichnen. 

Natftrlich kbimten wir viel verwickeltere Beispiele bilden. Wir 
geben hier eines an, ohne aber damit zu meinen daB der Leser or durch- 
rechne: 

y == log + /r+'kg (i +ic): 

1 — ya 

Hier konunen dieZeichen tg und log vor, an die sich der Lesex noch vom 
Sehulunterricht erinnert, auf die wir aber spater so ausfiihrlieh zurUck- 
kommen werden, daB wir eigentlich ihr Bekanntsein gar nioht vorauB- 
zusetzen brauchten. Wir erwahnen dies Beispiel nur, um oinen Begriff 
davon zu geben, wie verwiekelt ein vorgelegtes mathematisohes (Icaetz 
zwischen zwei Veranderlichen z und y sein kann. 

VeraJlgemeinem wir die Betraehtung, so konnen wir sagen: 

Auf rechnerischem Weg laBt sich ein Gesetz, naoh dem 
zu veranderlichen Werten von z veranderliche Werte von 
y gehdren, dadurch herstellen, daB man eine Gleiohung an- 
setzt, in der links nur y, dagegen rechts eine mathematisoh® 
Formel steht, die y nicht enthalt, wohl aber a:. 

Dies meinen wir. wenn wir in der Folge schreiben : 

gelesen: „y gleich f von ®“. 

Man mag die abkiirzende Bezeichnung f{x), wenn man will, mit 
den Worten lesen: „Formel, die x enthalt" oder„Au8druck, der® enthUt". 
So Sind in den Beispielen 4, 5, 6 unter f(x) nacheinander die AusdrQck® 

lb — 4® + 2), x + j, x~~ 

v^tanden. Wir verwenden die Bezeichnung f{x) damn, worm wir nicht 
ein ganz bestimmtes Beispiel betrachten woUen, sondem es noch dahin 
gestellt sein lassen, welche besondere Bedeutung der Ausdruok f(x) haboa 
soli. Die Bezeichnung /(a:) verhalt sich also gtgentther alien einzelnen 
denkbaren mathcmatischen Ausdriicken in x wie ein Gattunpname. 
So wie wir unter „Ma^chme“ eine Dampfmasehine, eine elektrische Ma- 
Bchine, eine Turbine nsw. verstehen konnen, aber doch nur von 
„Masehme reden, sobald wir etwas fiber Maschinen fiberhaupt aus- 


§ 3. Komtanten, Ver&nderliehe, Fwiktionm 
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sagen, soli auch unter f{x) irgendeine x enthaltende mathematisehe 
Formel verstanden werden. 

Wenn wir imn mitteilen, wie der Mathematiker das Zeichen /(«) 
zu lesen pfl^t, moge man doch ja bedenken, da6 bloB durch eine 
neue Bezeichnung keine wesentlichen neuen Schwierig- 
keiten eintreten; man m6ge sich also nicht abschrecken lassen. Das 
Zeichen f{x) liest der Mathematiker so; „Funktion von a;“. Die Glei- 
chung 

y = /(«) 

liest er demnach so: Die Veranderliche y soil eine Fnnktion 
der Verftnderlichen x sein. Das bedeutet: Zwisehen x und y soil 
ein gesetzmaJJer Zusammenhang bestehen derart, daB es zu beUebig ge- 
wUhlten Werten von x zugehSrige Werte von y gibt. 

Diese Ausdrucksweise abertrUgt man auch auf die Wirklichkeit 
So sagt man: Das Volumen des Wassers ist eine Funktion seiner Tem- 
peratur. In unserem Beispiel 2 ist die GrBfie des Menschen eine Funktion 
seiner Lebensjahre und in unserem Beispiel 3 die vom Eisenbahnzuge 
zurttckgel^te •Kilometerzahl eine Funktion der Zeit. 

Ob -wir also sagen; hangt gesetzmaBig von x ab“ oder: 
„y ist eine von x abhangige Veranderliche“ Oder: „y ist eine 
Funktion von a:“, ist alles dasselbe. 

Noch ein Umstand muB erwahnt vrerden: Durch den Schulunterricht 
wird der Leser gewhhnt sein, sich unter x nicht eine veranderliche 
Gr5Be vorzustellen, sondem eine bestimmte, aber noch unbe- 
kannte GrCBe. Man hat da z. B. die Auigabe, die Ldsungen x der qua- 
dratischen Gleiehung 

z® — ;3x+ 2 = 0 

zu bestimmen. Hier weiB man, daB es nur gewisse Werte von x gibt, fflr 
die diese Gleiehung richtig ist. Die Aufgabe ist dann, diese Unbekannte 
X zu berechnen (hier a: = 1 und x — 2). Etwas ganz anderes ist die 
Gr6Be, die vur betrachten: zsoU einebeliebig veranderliche GrfiBe 
sein. Es steht also in unserer WiUkttr, x irgendwelche Werte beizulegen. 
Wir erinnem an die Redeweise von einer „z-beliebigen Gr6Be“. Tins 
kommt es m'cht auf die Einzelwerte von x an, es handelt sich vielmehr 
um die Prage, me die Werte der Veranderlichen y von diesen beliebigen 
Werten von x abhangen. 

Nun kSnnen 'OT unsere nachste Aufgabe schon bestimmter fassen: 
Urn die gesetzmaBigen Beziehungen zwischen zwei veranderlichen Grdflen 
mathematibeh zu ergrttnden, werden wir uns zunachst damit beschaftigen, 
eine mSglichst groBe Anzahl von Funktionen y = / (z) zu 
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Erstes Kapitel: Ordpen und Furiktionen- 


untersuchen. Dabei gehen wir von einfacheren Annahmen zu ver- 
■ffickelteren fiber, indem wir tunlichst die Beispiele den Anwendungen 
entnebmen. 


§ 4. Koordinaten. 

Ehe wir das soeben Angedeutete beginnen, sind wir leider genfitigt, 
noch einige viel gebrauchte Bezeichnungen einzufiihren. Wir sagen 
leider, weil einerseits darin, daB man fur Dinge Oder Begriffe, die maa 
schon versteht, neue Namen einffihrt, keinerlei geistiger Gewinn 
und weil andererseits die Erfahrung lehrt, daB neue Bezeichnungen leicnt 
abschreckend wirken. Aber besondere Bezeichnungen sind angebr^ht: 
Erstens dienen sie dazu, die Aussagen erheblich abzuktirzen, zweitens 
sind sie notig, wenn wir uns mit anderen verstandigen wollen. 

Wehn wir eine gesetzmaBige Beziehung 
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M. 

- 1 ? 






y = f{x) 

zwischen einer imabhfii^igen und einer abhSngigen Verftnderliehen 
betrachten wollen, benutzen wir, wie erlautert wurde, zur Veranschau- 
hehung eine Figur, deren Herstellung auf zwei zuemander senkrechten 
Skalen beruht. Wir ziehen also von einem Punkt O aus, vom Null- 
punkt Oder Anfangspunkt, zwei zueinander senkrechte StrahlMi, 
die wir von jetzt an die positive z-Achse und positive y-Achse 
nennen* werden (siehe Fig. 13) und die wir. 

T beide mit PfeUen versehen. Auf jeder Achae 

wahlen wir in der durch den Pfeil ang^f®" 
benen Strahhichtung einen Einheits punkt 
1 beliebig, d. h. auf jeder Achse tragen wir 
von 0 aus eine Strecke von irgendwelcher 
Lange als Einhcitsstrecke auf. Sie kann auf 
beiden Achsen verschieden lang ge- 
wahlt .werden. Haben wir sie einmal ge- 
wfihlt, so messen wir kfinftig die Verila" 
derliche a: mit derEinheit der x-Aohse 
und die Veranderliche y mit der Einheit der y-Achse. Positive 
Werte x tragen wir auf dem Strahl der positiven x- Achse von O ana 
ab, z.B. den Wert a: =3, indem wir um drei Einheiten. der x-Achae von 
0 aus in der Pfeilrichtung auf der z-Achse hingehen. Negative Werte a? 
tragen wir von 0 aus auf der ruckwartigen Verlfingerung der positiven 
®-Achse fiber 0 hinaus ab, d. h. auf der sogenannten neg ati ven x-Achs e, 
Entsprechendes gilt von den Werten y. Negative Werte y werden also 
von 0 aus auf der- rfickwfirtigen Verlangerung der-. positiven y-Atdhse 
ub* 0 hinaus abgetragen, d. h. auf der negativen y-Achse, und 




Fig. 13. 


§ 4. KoorAinaim. 


zwax gemessen mit der gewSlilteii ^/-Einheit. Die Ebene wild durch 
die Achsen ia vier Felder, Quadranten, emgeteOt. Das zwischen den 
beiden positiven Acbsen gelegene Feld heiBt der erste Quadrant. Die 
anderen Quadranten werden in demselben Sinn gezahlt, in dem man 
iiTTi 0 drehen muB, wenn man die positive a:-Achse in die positive i/-Achse 
uberfiihren will, also in Fig. 13 entgegen dem Sinn des Dbrzeigers. Je 
naohdem nun ein Punkt in einem der vier Quadranten liegt, gehoren 
zu ihm Werte x und y von gewissen bestimmten Vorzeichen. Sie ergeben 
sich namlieh als Strecken auf den Achsen, wenn man von dem Punkte 
die Lote auf die Achsen fallt. Offenbarsind die Vorzeichen von a; und y 
fur die Punkte P^, P^, Pg, P* in Fig. 13 folgende: 


Quadrant 

Punkt 

Vorzeichen von 

X y 

1. 


+ 

+ 

2, 

Pi 

— 

+ 

3. 

Pi 

— 

— 

4. 

P4. 


— 


Da jedem bestimmten Punkte bestinunte Werte von x und y zu- 
gehSren Oder koordihiert sind, heifien diese Werte die Koordinaten 
des Punktes. Umgekehrt: Wahlt man far x und y zwei bestimmte 
positive Oder negative Zahlen, so gehdrt dazu ein bestimmter Pimkt 
der Ebene. Man braucht nur das x mit gehdriger Beachtung des Vor- 
zeiehens dieser Zahl auf der av'Skala und entsprechend das y auf der 
3 /-Skala festzustellen und alsdann durch beide Stellen die Lote zu den 
Achsen zu ziehen. Der Schnittpunkt der Lote ist derjenige Punkt, dessen 
Koordinaten die angenommenenr Zahlen x und y sind. So finden wir z. B. 
far x = — 2, 1 / = 3 den Punkt Pg der Fig. 13. 

Man braucht nicht 


beide Lote zu ziehen, F 

denn man kann ja auch | 

in dem Punkte der x- 

Skala das Lot errichten ^ 

und auf ihm die Strecke, 

die durch den gegebenen 

Wert j/— mit RUcksicht 

auf die j/-Einheit — be- 

stimmt wird, auftragen. Fig. 14 


F 



Fig. 16, 


wodurch man ebenfaUs 

ZU dem gesuchten Punkte kommt. Siehe Fig, 14 ftir den Punkt P, dessen 
a: = 2 und y = Sist. Dabei hat man das Vorzeichen von y zu beachten. 
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Erstes Kapitel: Cfropm nnd Funktimen 


1st es positiv, so ist die Strecke auf dera Lot im Sinn der positiven 
y-Aehse aufzutragen, siehe Fig. 14, ist es aber negativ, -wie in Fig. 15 
far den Punkt P, dessen x — 2 nnd y — — 3 ist, so hat man die 
Strecke auf dem Lot im Sinn der negativen y-Achse aufzutragen. 

Die Figuren 14 und 15 geben zugleich den Grand far zwei andere 
Bezeichnungen: Die aj-Koordinate heifit die Abszisse (Abschnitt auf 
der ii-Achse), die «/-Koordinate die Ordinate .(Lot zur a:-Achse). 

Je nachdem wir also rechnen oder zeichnen, brauchen wir die in 
folgender Tafel angegebenen Benennungen: 

Bechnung: Zeichnong: 

bedeuten: VerSnderliche oder Koordinaten. 

X bedeutet: imabUagige VerSuderliche „ Abszisse. 
y „ abhangige Teranderlicbe „ Ordinate. 

Zur Abkarzung bezeiehnen wir den Punkt, dessen a; = 2, y = 3 
ist (siehe Fig. 14), kurz als Punkt (2; 3), ebenso den Punkt P in 
Fig. 15 kurz als Punkt (2; — 3): 


Beispiele: a) Wo liegt in Fig. 14 der Punkt ( — 3; — 4)? b) Was kann man 
aber die Lage ernes Ponktes aussagen, wenn sein x positiv, sein y negativ ist? c) Wo 
liegen alle Punkte (0; a), d. h. die Punkte, deren 2=0 ist, wahrend ihr y keinen be- 
stimmten Wert hat? d) Wo liegen die Punkte (a; 0) ? e) Wo liegen alle Punkte, deren 
x= 4: ist? i) Wo liegen alle Punkte, deren y = — 2 ist? g) Welche Koordinaten 
hat der Punkt 0, wdche der Einheitspunkt der s-Achse, welche der Einheitspunkt 
der ^-Achse? h) Was kann .man fiber die Koordinaten derjenigen Punkte aussagen, 
die auC der x-Achse liegen? 

In den Figuren 13, 14, 15 haben wir die positive .Achse wagerecht 
nach rechts und die positive t^-Achse senkrecht nach oben gezeichnet. 
Das ist nicht notig. hn aUgemeinen werden wir jedoch diese Anordnung 
beibehalten. Wenn wir aber z. B. die Fallgesetze betrachten, bei denen 
die Richtung nach unten so wichtig ist, werden wir die t/-Achse nach unten 



9 

Fig. 16 . 


hiu positiv wShlen. Wir konnten die Achsen 
auch schrag zeichnen, wenn sie nur aufeinander 
senkrecht stehen. Handelt es sich z. B- in 
einem Punkte Mtteldeutschlands (61® ndrd- 
licher Breite) um die Betrachtung des Gesetzes 
eines Pendels, das von Norden nach SMen 
schwingt, so werden wir den Langenkreis dieses 
Ortes als Kreis mit dem Nordpoi N und Sttdpol 
8 zeichnen und das Achsenkreuz wie in Fig. 16 
wShlen. Soljmge jedoch kein triftiger Grand 


fiir eine schiefe Lage des Achsenkreuzes vorhanden ist, bleiben wir 


bei der gewohnten Lage. 




Zweites Kapitel. 

BegrifF des DifFerentialquotieiiten. 


§ 1. Lineare Funktionen. 

Wir stellen uns eine bestimmte Aufgabe : 

Fine veranderliche GroBe y hinge von einer veranderlichen GroBe 
% ab; das Gesetz dieser Abhingigkeit soil nun aus den folgenden An- 
nahmen ermittelt werden: Zu Beginn der Betrachtung habe ic einen 
gegebenon Wert d und y einen gegebenen Wert so daB a und b als die 
Anfangswerte von x und y bezeichnet werden konnen. Wenn sich 
X von a an um irgendeinen Betrag Indert, soli sich y von h an urn 
ein gegebenes Vielfaches dieses Betrages, etwa um das c-fache, Indern. 
Nimmt also x von a an um 1, 2, 3 usw. zu, so soil y von I an um c*, 2 c, 3 c 
usw. zunehmen, d. h.: Die Anderung der GroBo y von b an soil zur 
zugehdrigen Anderung der GroBe x von a an proportional 
sein, indem c der Proportionalitits-Faktor ist. Unter a, 6, c 
sind gegebene Konst an ten zu verstehen. Die Frage ist nun, wie 
sich y auf Grand der soeben ausgesprochenen Vorschrift als Funktion 
von X darstellt. 

Zunichst ein einfaches Beispiel zur Erlluterung: 

1, Beispiel: Zu jedcr Temperatur, gemessen mit dem Oelsiusthermometer, 
gehdrt eine gewisse GradzaM des Fahrenheitthermometers* O O. entsprecben be- 
kanntlich 32® F. AuBerdem ist bekannt, dafi, wenn die Celsiusgrade ura je 5 zunehmen, 
die Falnenheitgrade um je 9 wachsen. Hier ist die Fahienheit^adzaH y eine Funkt|on 
der CelsiusgradzaM x. Die Anfangswerte fiir x und y sind die ZaMen 0 und 32, Aufier- 
dem ist die Anderung von y das | fache der von x* Im vorliegenden Fall ist also ^ « 0, 
I a 32, c =: f . Wir scMieBen nun so: Wlchst die Temperatur nach Celsius von O 
bis a;®, so kndert sich ihre MaBzahl um x, Zugleich wlcbst die Temperatur nach Fahren- 
heit von 32® bis Hire Zahl hndert sich daher um ^ — 32, Diese Anderung ist das 
I fache der vorigen, also: 

1/ — ■ 32 = I re 

Oder 

2 / = fa; + 32. 

Diese Formel liefert das Gesetz, nach dem y von x abhkngt. Boispielsweise fflr 
X » 10 gibt sie y =» 60, d. h. 10® 0. sind dasselbe wie 60® F. 
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Zweites Kapitel: Begriff des Differ eniialquoii&riien. 


Der SchluB, den wir in diesem Beispiele gemacht liaben, fiihrt auch 
allgemein zum Ziel: Wenn die unabhangige Veranderliche von a bis x 
wachst, ninmit sie mxxx — a zu. Zugleich w^chst die abbangige Ver- 
anderlicbe von h bis y, d. h. sie nimmt umy — b zu. Also soil y — h 
das c-faehe von x — a sein, d. h.: 


Oder: 


Oder auch: 
( 1 ) 


y — b = e{x — a) 
y z=zc(x — a) 
y^eX’\-l — c a. 


Da 6, c Konstanten sind, ist auch b — ea eine Konstante. 
wollen die fc nennen. Dann sieht das Gesetz so aus: 

(2) i/ = crr+fc. 

Wir haben hiermit den wichtigen Satz gef unden: 


Wir 


Satzl: Wenn eine GroBe y von einer GrdBe x derart ab- 
hangt, daB die Anderung der GroBe y von ihrem Anfangs- 
wert an bestandig gleich dem (?-fachen der Anderung der 
GroBe x von ihrem Anfangswert an ist, besteht ein Gesetz: 


y=cx + }c, 

worin k ebenso wie c eine Konstante bedeutet. 


Da in dieser Formel x nur in der ersten Potenz oder, vrie man 
auch sagt, nur linear vorkommt, nennt man eine derartige Funktion 

y = konst, x + konst. 

eine Funktion ersten Grades oder kurzer eine lineare Funktion^ 
von a?. Demnach laBt sich der Satz 1 auch so ausspreehen : 

Satz 2: Wenn eine GroBe y von einer GroBe x derart ab- 
hangt, daB die Anderung der GroBe y von ihrem Anfangs- 
wert an bestandig das c-fache der Anderung der GrQBe x 
von ihrem Anfangswert an betragt, ist y eine lineare Funk- 
tion von X, in der x den konstanten Koeffizienten e hat, 
namlich: 

ca: + konst. 

Anstatt zu sagen, daB die Anderung der abhangigen GrdBe das 
c-fache der Anderung der unabhangigen GrdBe sein soli, kdnnen wir 
auch sagen: Jeder Zunahme der unabhangigen GrdBe urn eine 

^ Genauer eine „ganze“ Funktion ersten Grades oder eine „ganze“ lineare Funk- 
tion, was aber erst spHter begrundet werden kann. 



§ L Lineare Funkiionen. 
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Einheit entspric’ht eine Zunahme der abhangigen GroBe 
um c Einheiten. 

2. Beispiel: Ein Eisenstab, der bei 16° C. 1 m lang ist, wird bei C. eine andere 
Lange, etwa y m haben. Der Anfangswert vonac ist 16, der von ist 1, Die Pbysik 
lehrt, dafi die Ausdehnung des Stabes dureli die Warme proportional zur Temperatur- 
zunahme ist. Dabei entspricht jedem Grad eine Aiisdehnuug um 0,000012 m. Also 
ist Mer 0,000012. Folglich wird 

2/ — 1 = 0,000012 (« — 16) 

Oder: 

y = 0,000012 a; — 0,000 18+1 

Oder: 

y^ 0,99982 + 0,000 012 a:. 

Wir haben hier rechts den konstanten Summanden vorangesetzt, weil er der groBere 
ist, falls fiir die Temperatur x verniinftige Werte gewaWt werden. Die Formel gibt die 
Lange des Stabes bei beliebigen Temper atiiren an, auch bei Temperaturen unter- 
halb des Anfangswertes 16”. Denn wenn die Temperatur unter 16” abniramt, sagen 
wir: ihre Zunahme ist negativ. Sinkt die Temperatur bis auf x” (< 15”), so ist x — 16 
nach wie vor ihre Zunahme, namlich eine negative Zahl. Zugleich zieht sich der Stab 
zusammen, d. h. seine Ausdehnung y — 1 ist ebenfalls negativ, aber immer noch das 
0,000 012 fache der Zunahme der Temperatur. Fur a: = 0 z. B. gibt die Gleichung 
y= 0,99982, d. h. bei 0”C. hat der Stab 0,99982 m LSnge. 

Was soeben iiber negative Zunahmen gesagt wurde, gilt allgemein: 
Wenn die nnabhangige Ver^nderliche vom Anfangswert a bis a; ab- 
nimmt, also x < a ist, sagen wir doch, da6 x um zunimmt 

Diese GroJBe ist dann eben negativ. Auch die Zahl e kann sehr 
wohl negativ sein. Das bedeutet dann, daB^/ wachsendem x 
abnehmen soil. Schreiben wir z. B. vor, daB, wenn die nnabhangige Ver- 
anderliche vom Weft a an bis x wachst, die abhangige Vertoder- 
liche etwa um das Doppelte der Anderung von x nicht zu-, sondern ab- 
nehmen soil, so ist c = — 2. Wir sagen dann : Die abhangige Vertoderliche 
soli um das — 2 fache der Zunahme von x zunehmen. Eine Abnahme 
ist also immer als eine negative Zunahme zu betrachten. 
Tut man dies, so bleiben die Schldsse die alten. Dies erltotert zum tTber- 
flusse das folgende 

3. Beispiel: Welche Zeit hat einOrt, der a:” westlich von Ferro Megt, wenn 
die Uhr in Greenwich Mifctag zeigt? Die Zeit sei yStmAm nach Mitternacht. Da 
Greenwich 17f ” bstlich von Ferro ist, liegt der Ort (x + 17f )® w'estlich von Greenwich. 
Weil sich die Brde in 24 Stunden einmal von West nach Ost um ihre Achse dreht, hat 
ein Ort, der 1” weiter westlich als ein anderer liegt, seine Mittagszeit oder Stunde 
spater als der andere, d. h. seine Zeit ist tV Stunde vor dem Mittag. Dies bedeutet: 
y ist eine lineare Funktion von x. Der Zunahme von x um X” entspricht eine Abnahme 
von y um ^ Stunde; demnach ist hier c - — tV Die Anfangswerte von x und y sind 

>17f und 12 (warum — 17|?). Also kommt: 
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Zweites Kapitel: Begriff des Differentialquotienten. 


Oder: 


!/ = 10 


37 

46 


X 

W 


New York z. B. liegt 67^® westUch von Ferro. FQr x = 67^ aber koramt y = 7, d. h. 
iet in Greenwich Wttag, so ist es in New York 7 TJhr morgens. Natiirlich rechnet 
num bequemer, wenn man alle Orte von vomherein in ihrer geographischen^ Lange 
auf Greenwich bezieht; das haben wir hier absichtlieh nicht getan. 

Die Aufgabe, deren Lbsung die SStze 1 und 
2 darstellen, laBt sich anschaulich erlauterii, 
siehe Pig. 17. Zu jedem Wert von x soli ein 
Wert von y gehoren. Zn beiden zusammen 
gehbrt jedesmal ein Punkt der Ebene, namlich 
derPunkt (»;2/) mil Oen Koordinaten x und y. 
X Die Frage ist nun, wie alle diese Punkte in un- 
serein besonderen Falle liegen. Wir batten an- 
genommen, die Anfangswerte von x und y seien 
flundb. Zu ihnen gehort ein Punkt (a ; h) Oder 
Pq. Nun soli die z-Koordinate um ein be- 
liebiges Stuck wachsen, und dabei soil die y-Koordinate um das c-fache 
dieses Stiickes zunehmem Wenn also die x-Koordinate um die Einheit 
■wachst, soil die y-Koordinate um c Einheiten zunehmen. Die erste 
Strecke ist mit der a:-Einheit, die zweite mit der y-Einheit zu 
messen. Wir konunen so zum Punkt (a + 1; i + e), der mit Pj be- 
zeiehnet ist, wenn Q^P^ die KoMtante c, gemessen mit der y-Ein- 
heit, vorstellt. Wachst die Abszisse des Punktes P^ um 2, 3, 4 . . . 
Einheiten, so soil die Ordmate um 2 c, 3 c, 4c... Einbeiten zu- 
nehmeu. Dies befert die Punkte Pj, Pg, P^ . . . Man sieht ein, dafi 
alle Punkte auf einer Geraden liegen. Dies gilt auch, wenn die Ab- 
szisse nicht um eine ganze Zahl von Einheiten zunimmt, sondem 
z. B. um 2*/4 Einheiten, wobei die Ordinate um 2 ®/ 4 C Einheiten whchst, 
usw. Stets nSmlich sind die rechtwinMigen Dreiecke Fq Pi Qi, Po F* Qz 
usw. einander ihnlich und ahnlieh gelegen. Auch wenn die Ab- 
szisse abnimmt, konunen wir zu Punkten derselben Geraden. Nimmt 
sie z. B. uin 2 Einheiten ab, so heifit dies, daB sie um — 2 Einheiten 
zunimmt. Die Ordinate soil dann nach Vorsehrift um — 2 c Einheiten 
zunehmen, also um 2 c Einheiten abnehmen. So gelangen wir zu dem 
Punkt (a — 2 ; b — 2 c) Oder P_ 2 . Also folgt : 



Satz S: Hfingt eine GrbBe y von einer Grbfie x derart ab, 
dafi die Anderung der GrSfie y von ihrem Anfangswerte b 
an best&ndigdas c-fache der Anderung derGrbfie x von ihrem 
Anfangswert a an betr&gt, so ist der Ort aller zugehbrigen 



§ 1. Lmeare Sttnkiimm. 
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Bildputtkte (a: ;j/) die gerade Liaie dtireh. die beiden Punkte 
(a; b) und (a + 1 ; 6 + c). 

Kfirzer aasgesprochen nach Satz 2: 

Satz 4; Das Bild einer linearen Fanbtion 
y = ex-\-k 

ist eine gerade Linie. Umgekehrt: Jede gerade Liuie mit 
Ausnahme der Parallelen zur y-Achse ist das Bild einer li- 
nearen Punktion. 

Der Leser mufi sick selbst daruber Mar werden, vrarum das Bild 
einer linearen Ftinktion niemals eine Parallele zur jz-Aehse sein kann. 

In Fig. 17 batten 'wir c positiv angenommen. Ist c negativ, 
so liegt der FaU der Figur 18 vor. Je nacbdem also der Pro- 
portionalitiitsfaktor c positiv oder negativ ist, geht die BUdgerade 




von links nnten nach rechts oben oder von links oben nacb recbts unten. 
Der Faktor c ist in den Figuren 17 und 18 als eine Strecke dargestellt, 
die mit der j/-Einheit zu messen ist und dann als eine Zahl c erseheint. 
Elr bestimmt die Richtung der Geraden. Ware namlieh das Anlangs- 
wertepaar a, h ein anderes als in Fig. 17 gewesen, etwa vriie in Fig. 19* 
so w4re der Punkt an anderer Stelle gelegen, so daU sicb eine andere 
Gerade ergeben hatte. Hat aber Mer c denselben Wert wie in Fig. 17, so 
ist die neue Gerade offenbar zur alten parallel. Selbstredend ist dabei 
dieselbe a-Einbeit und y-Einheit vyie in Fig. 17 zu -wShlen. 

Da somit die Zabl c die Eicbtung der Bildgeraden bestimmt und die 
Gerade — von links nach rechts durcblaufen gedacht — steigt 
(Fig. 17) Oder fallt (Fig. 18), je nachdem e positiv oder negativ ist, nennen 
wir c die Steigung der Geraden. Wir sagen von der Geraden in 
Fig. 18, dafi sie eine negative Steigung babe, d. h. falle. Wenn man 
diese Gerade ira enigegengesetzten Sinn durcbliefe, wtlrde sie steigen 
und nicht fallen. Der Begriff der Steigung bezieht sieh also wohlbemerkt 
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auf einen ganz bestinunten Sinn des Durchlaufens der Geraden, namlich 
auf den Sinn des Fortschreitens von litiTrs nach. rechts. Besser 
gesagt, da ja die Lage des Achsenkreuzes nach S. 26 auch schief sein 
kann: Wir durchlaufen die Gerade so, da6 die Abszissen 
ihrer Punkte bestandig zunehmen. Oder; So, daU derFuBpunkt 
der Ordinate des laufenden Punktes die a;-Achse im positiven Sinn durch- 
eilt. Dieselbe Festsetzung werden wir auch spater machen, wenn wir 
stattgeraderkxuinmeLinienbetraehteu. Der Leser tut daher gnt, 
sich diese Verabredung zu merken. 

Da die linearen Funktionen 


y = cx-j-k 

durch gerade Linien veranschaulieht werden und gerade Linien leicht 
zu zeichnen Sind, kann man Aufgaben, bei denen lineare Punk- 
tionen vorkommen, bequem durch die Zeichnung lOsen. 

Zu diesem Zweck.ist noch zu erortem, wie man die Gerade, 
die eine vorgelegte lineare Fnnktion veranschaulieht, am 
bequemsten ermittelt. Liegt z. B. die lineare Ftinktion 


y = 2x — 5 

vor, so brauchenwir von der Geraden nur zwei Punkte zu kennen, mu 
sie mittels des Lineals ziehen zu kdnnen. Solehe Punkte finden wir, 
wenn wir irgend zwei Paare zusammengehoriger Werte von z und y 
bere^nen und die zugehorigen Punkte aufsuchen. Ftir a: = 0 gibt 
die Formel y = 5, also ist (0; — 5) ein Punkt A der Geraden. 

Er Megt auf der y-Achse, siehe Fig. 20. Setzen 
wir femer a; = 4, so kommt y = 3. Also liegt 
auch der Punkt (4; 3) oder B auf der Geraden. 
BeidePunkte A und B werden nun mittels des 
Lineals durch die gerade Linie verbunden. Will 
nian aber eine genaue Zeichnung haben, so tut 
mkngut, die Hilfspunkte mOglichst weit 
voneinander enfernt zu wahlen, also fttr 
X zwei recht verschiedene Werte zu nohmen. 
Setzt man x = — 5, so ist y = — 16, setzt 
man a; = 5, so ist t/ = 5. D'e Punkte 
mi- . ( ^ — 15) und (5 ; 5) oder C und D der 

i^en welter voneinander entfemt als die vorhin benutzten. 
geben also auch eine genauere Zeichnung. 

«.ii oft gegen die Begel, eine Gerade dureJi zwei 

moghchst weit vo^emander entfemte Punkte zu bestimmen. Wer bei 
dieser schlechten Gewohnheit bleibt, ist ein unpraktischer Mensch 
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Wenu die Anfangswerte a und h von x und y sowie der Proportio- 
nalitatsfaktor c gegeben sind, zeichnet man die Gerade, die d^ Bid 
der linearen Fuiiktioii y von x ist, am bequemsten, indem man zimacist 
den Pnnkt [a ; h) aufsuclit, dann die Abszisse a um irgendeine gauze 
Zahl yon a;-Einheiten vergrofiert und entsprechend dieOrdinate h um dae 
6*4 ache dieser Zahl — aber in y-Einlieiten — vergrofiert. 1st e negativ, 
so wird die Ordinate verringert. Auf diese Art kommt man zu einem 
zweiten Punkte der zu zeichnenden Geraden. Wie viele Einheiten man 
nimmt, um die a vermehrt wird; ist gleichgtiltig; zweckmaBig wird man 
cine moglichst groBe und runde Zahl wie 10, 20, 100 waMen. 

Insbesondere bemerken wir hierbei npch: Wenn die Konstante h in 
y cx-\-h gleich Null ist, geht die Bildgerade offenbar durch den 
Anfangspunkt 0. 

4. Bei spiel: Bei a® C. zeige das Bahrenlieitthermometer t/° an. Dann ist nacli 
dcm Brsten Boispicl: 

^==fjc4-32. 


Biese lineaie Funktion ist in Fig. 21, wo wir die x- imd 2/-Eiiih.eit gleiehgroB gewiMt 
haben, durch die Gerade F dargestellt. Sie wnrde durch Verbindung des Pnnktes 
(0; 82) der ^/-Achse mit deni Pimkt 
A gefunden, der sich ergibt, wenn 
man 40, setzt Da dann 

y aa -- 40 folgt, ist A (let Punkt 
. 40). Die Gerade F ge- 
stattet zu jeder Celsius-Temperatur- 
angabe die Falironhcitaiigabe abzu- 
leseu, z. B . zu 13“ C, sucheh wir den 
Punkt auf F mit x = .13, indem wir 
von der zugehorigen S telle U der 
Sf-Aclise senkrecht zur cc-Achse bis 
mr Geraden F gehen, wodurch wir 
2Uin Punkt W kommen, dessen Ab- 
szisse 13 and desscu Ordinate t/ = 66 
ist. Mho entsprechen 13® C. unge- 
fihr 56® F. Unsore Figur isf 
nEmlich so klein, da6 man hier die 
Genaaigkeit nicht iibei 1® bringen 
kann. Genaa kommt. 65,4® F. Die 
in Fig. 21 gezeiclmete Gerade R dient 
lum Ablesen der Edauimirgrade. 

Sind nEmlich x® C, dasselbe wie f R., 



so ist bekanntlich 
y=^ix. 


Diese lineare Funktion von x wird durch eine Gerade R darges^llt, die dmch den 
goht. Der auf der Geraden « gelegene 

Utos von E hat die Ordinate 11 , d. h. 13 " C. entsf rechen ungefahr 11 * B. (genau iu,4 > 
Wo S si gostattet dberhaupt, zu einer beliehigen TemperatoizaM emes der ^ 
Thermometer die entsprechende Angabe fiir die beiden andereu Thermometer abra- 

8cheff©x», Wubuch d. Mathematik. 
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lesen. Bei 60® F. z. B. suchea wir die Stelle der Geraden F, derea Ordinate 50 ist, und 
lotoa von ihr herunter. Das Lot trifft die Gerade J? im Punkte mit der Ordiaate 8 
gibt also 8® R., and es trifft die (K-Achse im Piinkte mit der Abszisse 10, gibt also 10® C. 
Urn die Frage zu beantworten, bei wieviel Grad Celsius das Fabrenheit- and das 
Reaumur thermometer iibereinstimmea, haben wir den Scbnittpankt B von R and F 
zu beaatzen. Er hat die Abszisse — 32. Also laatet die Antwort: Bei — 32® C. Wie 
groB ist daan die Fahrenheit- oder R^aumurtemperatar ? Die ia Fig. 21 strich-panktierte 
Gerade enth^t alle Pimkte, derea Ahszissen gleich den Ordinatea sind. Sie trifft F 
in A. Dies zeigt: — 40®C. sind dassclbe wie — 40®F. 

6. Beispiel: Kleiden w einmal einen Sclierz in mathematisches Gewandl 
Man hdrt zuweUen die folgende Regel dafur, wie alt das junge Madchen sein soli, das 
eia Mana heiraten will: Maii soli zuia Alter des Mannes 10 Jahre addieren and die 
Halfte der Summe bilden. Die hervorgeheade Zahl gibt das Alter der Erkorenen an, 
wie es sein soUte. ■ Ist z. B. der Mana BO Jahre alt, so soil er eine 20 jahrige zur Frau 
nehmen. Sei x das Alter des Mannes (in Jahren), y das der Zukiinftigen. Dann soil 
sein y = -J- (a: ■+ 10) = 5. Man stelle diese lineare Funktion durch eine Gerade dar. 


Wenn sich ein Punkt auf einer Geraden oder krummen Bahn so be- 


wegt, daB er in gleichen Zeiten immer gleich lange Wege, 
also in doppelter Zeit den doppelten Weg usw. zuriicklegt, ist die 
Zunahme des Weges bestandig zur Zunahme der Zeit proportional, 
d. h. der zuriickgel^e Weg ist eine lineare Funktion der Zeit. Wenn 
wir also die Zeiten als Abszissen, die Wege als Ordinaten benutzen, 
wird diese Funktion durch eine gerade Linie veranschaulicht, 
obgleich die Bahn des Punktes krumm sein kann. Man muB 
sich eben davor hiiten, die Bildgerade mit dem Weg zu verwechseln. 
Die Bildgerade gibt nur die Beziehung zwisehen Zeit und 
Weglange anschaulich wieder. Bewegungsaufgaben, bei denen 
es von vomherein Mar ist oder stillschweigend vorausgesetzt wird, 
daS der Weg zur Zeit proportional ist, lassen sich daher graphisch 
losen. BSerzu einige Beispiele: 

6. Beispiel: Ein Bote ging am 6 Uhr morgens ^om Orte A nach dem 8 km ent- 
fernten Orte B (siehe Fig. 22), den er in zwei Stunden erreichte. Als cr 0 km zuriick- 

gelegt hatte, war er einem von B nach A gehen- 
den Boten begegnet. Als der erste Bote von B 
mittels der Bahn nach A zuruckgelangte, wo er 
am 8J Uhr eintraf, sab er gerade den zweiten in 
A ankommen. Wann ist der zweite Bote von B 
aufgebrochen? Aaf der x-Achse tragen wir (siehe 



Fig. 22, 



Fig. 23) die von 6 Uhr an gemessenen Stunden, 
auf der t/-Achse die von A an gemessenen Kilo- 
meter des Weges als Strecken ah. Die Beziehung 
zwisehen der Entfernung von A und der Zeit wird 
fur jeden der beiden Boten durch eine Gerade 
dargesteUt. Da der erste Bote zur Zeit ot = 0, 
d. h. um 6 Uhr, noch in A war, also den Weg 0 
zuTiickgelegt hatte, und da er zur Zeit as =2, 
d. h. um 8 Uhr in B war, also seinen Weg von 


S km erledigt hatte, ziehen wir die Gerade vom 


Fig. 23. 
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Ajofangspimkte (0; 0) nach dem Punkte (2; 6). Vom Wege des zweiten Boten 
wissen wir zweierlei: Zuerst, dafi er dem ersten Boten 6 km von A entfemt begegnet 
ist. Wir sucken also auf der schon gezeichneten Geraden den Pimkt, dessen Ordinate 
gleich 6 ist. Dies ist der Pimkt U, (Seine Abszisse gibt an, wann siek die Boten be- 
gegneten.) ZweitenS tr'af der zweite Bote um 8|- Ubr in A ein, d. b. Mer ist «/ = 0 ftr 
X = 2f. Dadnrch erhaiten wir den Punkt (2|; 0) Oder V. Die Gerade UV gibt die 
Beziehung zwischen Zeit und Weg beim zweiten Boten an. Die gestelite Frage ist nun 
matbematiscb aufgefafit diese: Wann war fur den zweiten Boten die Entfernung von 
A gleich 8 km? Wir snchen also auf der Geraden UV den Punkt W, dessen Ordinate 
gleich 8 ist. Seine Abszisse ist, wie die Figui lehrt, gleich etwa Da wir die Abszissen 

von 6 Uhr an messen, heiBt dies: Der zweite Bote ist um 7tV Uhr oder 7^5^ von B 
aufgebrochen 

7. Beispiel: Ein Bote geht von einem Orte A fiber einen Ort B nach ejnem dritten 
Orte C, ein zweiter bricht zur selben Zeit von B nach C auf. Der erste Bote kommt 
nach Stunden durch B, 
wahrend in derselben Zeit 
der zweite Bote nur einen J 
so langen Weg zuriickgelegt 
hat. Wann holt der erste 
Bote den zweiten ein? Bei 
beiden Boten ist wieder die 
jeweilige Entfernung von A 
eine lineare Funktion der 
seit dem Aufbruche ver- 
flossenen Zeit. Der Propor- 
tionalitatsfaktor ist jedoch 
verschieden. In Fig. 24 be- 
deute die beliebig angenom- 
mene Strecke von (A) bis (B) 
auf der ^/-Achse die Entfer- 
nung von A bis B. Die bei- 
den Geraden geben ffir beide 
Boten die Beziehung zwischen Zeit und Entfernung von A an Dabei ist ¥W = |t/F. 
Holt der zweite Bote den ersten ein, so heifit dies: Beide Boten haben zu einer ge- 
wissen Zeit dieselbe Entfernung von /L In der Figur bedeutet Wir miissen den 
gemeinsamen Punkt B beider Geraden bestimmen. Seine Abwl.s«e gibt an, daB 
der erste Bote den zweiten 6 Stunden nach dem Aufbruch einholt. 

Wie in diesem Beispiele geben iiberhaupt bei einer Aufgabe, in der 
cs sich um z-wei verscliiedene Bewegungen handelt und bei der beide 
Bew^ungen durch Geraden abgebildet werden, die Abszisse und die 
Ordinate des Schnittpunktes beider Geraden an, wann und 
wo der Treflpunkt vorkonunt. 

8. Beispiel: Wann decken sich die beiden Dhrzeiger? Fttr jeden Zeiger ist der 
von dor 12>>-Stellung an zuriickgelegte Winkel — etwa" gemessen in Graden — pro- 
portional zur Zeit von an, etwa gemessen in Stunden. Stellen also die Abszissen x 
die Stunden, die Ordinaten y die Winkelgrade dar (siehe Fig. 26), so werden die Be- 
wegungen duieh gerade Linion veranschaulioht, Beim kleinen Zeiger gehSrt zur Zeit 
a: = 0 die Stelle y = 0, zur Zeit i = 12 die Stelle y = 360; wir ziehen also die Gerade. 
vomNuUpunkt nach demP,unkt(12;360). Da der groBe Zeiger wilhrend der 12 Stunden 

3 * 
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zwolfmal eine ganze Umdrehuxig 
inaeht, haben wij fur ibn 12 
Geraden zu ziehen, die voe 
NuUpunkte riach der Stelle 
( 1 ; 360), dann die vom Piinkte 
( 1 ; 0) nach der Stelle (2 ; 360) 
usw. Die Schnittpunkte der 
zuerst gezeichneten scbragen 
Geraden. mit diesen 12 steilea 
^ Geraden ‘ geben durch die A.b- 
szissenan, wannsich diebeiden 
Zeiger decken, durch ihre Ordi- 
naten, wo sie sich decken. 
Z. B. ungefahr urn 2^10«^ (genau 
^iT^) decken sie sichund bilden mit der 12^-Stelluiig einen ^inkel von ungefahr 65*^ 
(genau 663 -\®). 

9. Beispiel: Zwischen zwei Orten A und B verkehren StraBenbahnwagen bin 
und zuriick im Pimf-Minuten-Betriebe. Sie brauchen ftir den ganzen Weg von A nach 

B je I Stunde und kehxen immer ohnenennens- 
werten Aufenthalt um. Einem FuBganger, 
der eitt Stiick des Weges von A nach B geht> 
begegnen 16 Wagen, w^brend ibn 7 iiberbolen. 
Wie lange und ein wie groBes Stiick des Weges 
geht er ungefahr ? In der Fig. 2.6 stellen die 
Geraden des Netzes die Beziebung zwiscben 
Zeit und Weg fur die Wagen dar. Fiir den 
FuBganger haben wix eine Strecke so zu zeicb- 
nen, daB sie von links unten nach rechts oben 
geht und 16 Geraden der einen Art sowie 
7 Geraden der anderen Art trifft. Dabei bleibt 
natiirlicli ein gewisser Spielraum. Der FuB- 
ganger geht ungefahr eine Stunde, wobei er 
etwa I des ganzen Weges zuriicMegi 

Das folgende fast zu harmlose Beispiel bringen wir nur deshalb, 
weil es auf einen neuen Gedanken fiihrt: 

10. Beispiel: Der Geselle fangt erst 10^ morgens zu arbeiten an, der Lehrling 
ist dagegen schon von an tatig gewesen. Der Geselle schafft in der Stunde 3 kg 
Ware, der Lehrling nur 2. Wieviel Ware haben beide zusammen zu irgendeiner Tages- 
zeit hergestellt ? Wird die Zeit von Mitternacht an in Stunden wie auf der XJhr ge- 
rechnet,' so hat zur Zeit x der Geselle 3 (z — 10) kg, der Lehrling 2 (a; — 7) kg 
Ware fertig. Beide Mengen sindlineare Funktionen von x. Zur Unterscheidung be* 
zeichnen wir sie mit und y^: 

30, 2 / 2=2 05 — 14. 

Da nach der Gesamtmenge zur Zeit x gefragt wird, ist nun die Summe y = +• 

zu bilden, und diese Summe ist ebenfalls eine lineare Funktion, namlicb 




y = 5 25 — 44 . 
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Allgemein: Wenn z-wei lineare Funktionen vow x vorliegen, 
die zum Uaterschiede mit und bezeiclmet seien und deren Kon- 
stanten wir ebenfalls zum Unterschiede und e^, \ nennen: 

2 /^ = Cj a; +- Jfci, 2 / 2 = CaSJ + fca, 
ist ihre Summe y — yx + y^ ebenfalls eine lineare Funktion: 

2/ = (Ci + Ca) X + {kx -f 

Dies erscheint zu einfaeh und langweilig, aber die Sacbe wird sofort 
anziehender bei ihrer geometrischen Deutung: Die beiden beliebig 
angenommenen liaearen Funktionen und werden durch zwei belieb^ 
gezogene Geraden und dargestellt, siehe Fig. 27. Irgendeine Abszisse 
X ist z. B. OQ,. Die zugehbrigen Ordi- 
naten und j/a sind QPj und 
ihre Summe y ist die Strecke QP 
= Q Pi + Qp 2 - Wirgelangen also von 
den beiden zu Q gehorigen Punkten 
und Pa von und zu einem neuen 
Punkt P mit derselben Abszisse. Nun 
wissen wir, dafi die Summe y =yi + y 2 
auch eine lineare Funktion ist, und 
dies besagt daher: Wenn man die zu 
Jeder Abszisse OQ gehdrigen beiden 
Ordinaten (3 Pi und (3^*2 vong^j und g'a addiert und als neue Ordinate 
QP benutzt, ist der Ort aller so hervorgehenden Punkte P ebenfalls 
eine Gerade g. Diese Gerade kann man die Summengerade nennen. 
Sie Punkt fttr Punkt zu bestimmen, ist ganz unterhaltend, nur mufi 
man aufpassen, welche Vorzcichen j/i undz/ahaben. Mmmt man z. B. 
OQ' als Abszisse an, so sind die zugehbiigen Ordinaten Q'P'i und <3'P2, 
und dabei ist Q'P’^ negativ, also die Summe Q'P'i -1- Q'P'^ in Wahr- 
heit eine Diilerenz, namlich gleich der posiriven neuen Ordinate Q'P'. 
■Man sieht auch leicht, da6 die Summengerade durch die besonderen 
Punkte IJ und V gehen mufi. 

Offenbar ist auch die Summe von drei oder noch melir line- 
aren Funktionen stets -wieder eine lineare Funktion. Man kann also ^.uch 
die Summengerade von beliebig vielen Geraden ermitteln. Ja, noch 
mehr: Sind z. B. drei lineare Funktionen vorgelegt: 

yi^CxX-pki, 2/2 = Ca a: + Jc a, yvi = c^x 

so woUen wir sie, bevor wir sie addieren, zunSchst noch mit irgenddrei 
Konstanten Oi, Oj, Ug multiplizieren. Bildenwir erst dann die Summe, 
also 2 / = % j/i -f Ug 2/2 + Oa y^, so kommt: 
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y = (aj^ Cl 4" (I2 4" % ^ 4" (% 4" ^2 ^2 ”)*■ ^3 

und da die Klammerii Konstanten entlialten, ist dies wiederum eine 
lineare Funktion. Entsprechendes gilt, -wenn man keliebig viele lineare 
Funktionen vorlegt. Also haben wir den 

Satz 5: Ist im Achsenkreuz eine Anzahl von Geraden 
9v 9^3 " - gezeiclmet und konstruiert man fnr jede Abszisse 
X die Summe der zugehorigen mit Konstanten % % . . . 

mnltiplizierten Ordinaten der einzelnen Geraden als neue 
Ordinate, so ist der Ort der neuen Bildpunkte wieder 
eine Gerade. 

Ein einziges Beispiel Merzu mag geniigen: 

11 . Beispiel: Ein Belialter hat zwei ZufluB- nnd eine AbfluBoffnung; sie seien 
mit 'A, B, C bezeiehnet. Durch A fliefien in dei Minute 20 Liter, duich B 26 Liter und 
diirch C 80 Liter, Zunachst ist nur A geofnet, nach 6 Minuten wird auch B ge6ffnet, 

nach weiteren 10 Minuten auch C. Man stelle den 
Inhalt des zuerst leeren Behalters graphisch als 
Funktion der Zeit dax. Wann ist der Behalter 
wieder leer?. Die Wirkung yon- A allein wird in 
Fig. 28 durch die G-erade (M) dargestellt, von B 
allein durch die Gerade (B). Wahrend der ersten 
B Minuten kommt nur die Gerade {A) in Betracht, 
wahrend der nachsten 10 Minuten wirken heide 
ZufluB5ffnungen; die durch sie einstromenden 
Wassermengen summieren sieh. Mithin ist won 
X = 5 his a; = 15 nach dem Yorhergehenden die 
Summengeiade der heiden Geraden (A) und (B) 
herzustellen. . Dies gibt die Gerade (A + B)* 
Die 'Wirkung des AbfluBrohies C allein, das erst 
zur Zeit £c = 15 geoffnet wird, veranschaulicht die 
nichfc steigende, sondern faUende Gerade (C). Von der Zeit x = 16 ait wirken alle 
drei OSnungen, die dritte negatiw, d, h. Ton x - 16 an ist die Gerade (A ■+■ B — C) 
einzuzeichnen, deren Ordinaten die Suminen der Ordinaten der Geraden (A) un4 
(JB), T^mindert um die Ordinaten der Geraden (C), sind. Die stark gezeichnete ge- 
brochene Linie gibt zu jeder Zeit x (in Minuten) durch ihre Ordinate die im Behalter 
befindliche Wassermenge (in Litem) an, Man sieht, dafi der Behalter in ungefahr 
B1 Minuten wieder geleert ist. 

In diesem Beispiele habea wir den Behalterinhalt (==t/ Liter) als 
Ettiiktion der Zeit (= a? Minuten) xnittels einer gebrochenen Linie 
dargestellt. Im ersten Kapitel batten wir im 3. Beispiele auf S. 17 einen 
aJmlieben Fall. Bort durften wir in der Tat geradlinige Strecken ziehen, 
da anznnehmen war, da8 der Eisenbalinzug zwischen zwei Station en 
in gleichen Zeiten gleiebe If^e zuriicklegt, so dafi der YS^eg eine lineare 
Funktion der Zeit ist. 
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Die Worte „Zuwaelis von x“ bezeichnen wir von 
jetzt an kurz mit Ax. Das Delta A Oder griechische D soil 
dabei an das Wort Differenz erinnern; der Zuwaehs von a: ist namlich 
die DiHerenz des neuen und des alten Wertes von x. Bedeutet z. B. 
t die Zeit in Sekunden, so soil also A t einen Zuwaehs dieser Zeit, 
gemessen in Sekunden, vorstellen. Bedeutet p ein Gevicht in Kilo- 
grammen, so soli A p eine Zunahme dieses Gewichts, gemessen in Kilo- 
grammen, sein. Stellt v ein Volumen in Litern dar, so bedeutet A v einen 
Zuwaehs dieses Volumens, gemessen in Litem. Es ist also t + 4 t die 
neue Zeit, p Ap das neue Gewieht und v Av das neue Volumen. 
Die Zusammensetzung des Zeichens A mit einer Veran- 
derlichen, soli also einen beliebigen Zuwaehs der Verander- 
lichen ausdriicken. Dieser Zuwaehs kann auch negativ sein, so 
dafi er dann eine Abnahme bedeutet. Man hat sieh davor zu htiten, 
dasZ in d ic als einen Faktor von x aufzufassen. A x ist durchaus kein 
Produkt von zwei GrdBen, sondern eine GroBe, der Zuwaehs von x. 
DasZeichen.d allein geschrieben hat gar keine Bedeutung. 
Eine einfaehe Bemerkung nebenbei: Ist e eine Konstante, so ist Zl c = 0. 
Wir betrachten nun wieder eine lineare Funktion 

(2) y — cx + h 

Wir denken ijns, dafi der Veranderlichen x irgendein Zuwaehs A x erteilt 
werde, so daB a: -|- zl a; an die Stelle von x tritt. Dami wird sich auch y 
infolge der Yorschrift (2) um einen gewissen Zuwaehs A y andern, so daS 
y + A y dSiX zugehorige Wert der abhangigen Ver8,nderliehen ist. Uach 

(2) ist auch der neue Wert von y gleich dem c-faehen des neuen Wertes 
von X vennehrt um fc, also 

11 -p Zuwaehs von y = $ {x Zuwaehs von «) + fc 

Oder; 

(3) y~\-Ay~e(^x+Ax)-\-k. 

Um nun links nur die Zunahme A y von y zu haben, ziehen wir die 
Formel (2) von der Formel (3) ab. Dann bleibt ttbrig: 

Ay = c Ax, 

in Worten: der Zuwaehs von i/ ist ste ts gleich dem c-fachen des Zuwachses 
von X. Man wird einwenden, daB das ja schon naoh S. 28 bekannt sei. 
Aber das ist irrig, dort nftmlich warden nur solehe Zunahmen von x und y 
ins Auge gefaUt, bei denen die ursprftnglichen Werte die Anfangswerte 
a und h waxen. Jetzt dagegen ist bewiesen worden, daB die Proportionali- 
tat zwischen den Zunahmen auch dann besteht, wenn man von irgend- 
einem Werte x und dem zugehSrigen Werte y ausgeht. 
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Dividieren -wir die letzte Formel mit Ax, so kommt: 

Satz 6: Bei einer linearen Funktion 
y = ca: + A 

i^st das Verhaltnis aus einem Zuwachs von y und dem zu^e- 
hongen Znwachs von stets gleich der Konstante c: 

Ay 

Ax~' 

Wir konnen auch sagen: 

Satz 7: Eine lineare Funktion 

y -=cx + Jc 

Gerade dargestellt, deren Steigung c gleich 
behebiger zusammengehoriger Znnahmen 
/I y und /lx v'on y und x isti 

A If 
Zl a: 

Dies leuchtet auch geometrisch ein: 

Geraden (siehe Fig. 29) irgend zwei Punkte 
wanien und dann den ersten in den zweiten ubergehen lassen, wachst sein 

X um eine GroBe d x, sein y um eine GroBe 
dy. Das Verhaltnis Ay •. dx bleibt nun 
immer dasselbe, wo wir auch die beiden 
Punkte auf der Geraden 'wSJhlen mogen. 
Diese Eigenschaft kommt nur den Geraden 
zu. Sie ist der Ausdruck der „GeradIinig- 
keit“. Rechneriseh ist sie kennzeichnend 
dafiir, daB y eine „lineare" Frmktion von x 
arp PnnH-;r.„ 1 ..liuear" im Ausdruck „line- 

mal dara ® also immer an zweierlei denken: Ein- 

Potenz linear, d. h. in der ersten 

fr ) a,pftntt, und dann daran, dafi diese Funktion mit Hilfe des 
Lineals bildlich dargestellt werden kann. 

Wir konnen uns wohl denken, daB man findet, die Satze 6 und 7 
lohnesieh nicht recht, sie besonders abzuleiten 

=HS“^--=a=.‘S.t 



Fig. 29. 


S ^maraiuche FunkUmen, 
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Kugel herumpafit, werde noch eine 

Daduich wird der Ring ein wenig locker Um eingeschaltet. 

Kugel abstehen? Stellt man sich die Rie^nlanffe diT*^ aUseitig von der 

zuschaltenden Schiene von 1 ra Lange vor so gegenuber der ein- 

Lockerang hochstens ein Paar MiUimeter beteaet A^f vermuten. dafi die 

Frage erst dann genau beantwortet Werden k£e 

angegeben sei. Beides ist irrig. Befcragt iamlVli dTr^ Kugelradius 

Aquator den Umfang y = 2 ira: m, d h ^ UinfL/ • 

Radius a:. Daraus folgt: Wachst der Radiu^ um frirH ““ Funktion des 

Umfang um das 2it-fache dieses Betra<fes Nun soil ^ieser^iT t 
also wird der lUdius um 1 m, dividiert 2? wtbtn n k® 

Donmach wird der neuc, nur’ um 1 m Cm Cg T 

wemger als^lCem abstehen. Dies gilt, wie groB auch immer der RadiCwlhlt'sei! 

wahrscheinlich daruber wundem, daJ3 wir so 
auBfuhrhcdi von den linearen Funktionen und ihrer DarsteUung durch 
gerade Linicn gesprochen haben. Aber wir glauben dadurch etwas 
erreicht zu haben, was ihm nur angenehm sein kann ^ir hoffen 
namhch, dafi dem Leser das, was wir in unseren Satzen 1 bis 7 aus- 
gesprochen haben, nunmehr im Gedachtnis haftet, ohne dafi er die 
MOhe hat, es auswendig zu lernen. Das Auswendiglemen ist in der 
Mathematik vonUbel. Man soil sich die Satze dadurch merken, 
daB plan sie nach alien Richtungen durchdenkt und wieder- 
holt anwendet. 


§ 2 . Quadratische Funktionen. 

Jetzt gehen wir zu Funktionen uber, die x auch in der zweiten Po- 
tenz enthalten, zuFunktionen zweiten Grades oder quadratischen 
Funktionen: 

( 1 ) = ax^ -I- bx -j- c, 

wo a, h, c Konstanten bedeuten. Schon in § 3 des ersten Kapitels, im 
4, Beispiele kam eine derartige Funktion vor, namlich: 

y — 0,1 x^ — 0,4 X + 0,2, 

sieho Fig. 10 auf S. 20. Wahrend bei den linearen Funktionen y = cx+fc 
nur zwei Konstanten, c und fc, auftraten, kommen bei den quadratischen 
Funktionen (1) drei Konstanten a, b, c vor. Je nachdem man sie wahit, 
erhalt man versehiedenartige quadratische Funktionen. 

Zunftchst betrachten wir die einfachste quadratische Funk- 
tion, namlich: 

(2) y = xK 

Ihre griiphisclui Darstellung verlangt die Auffindung aller Punkte, deren 
Ordinal en gleich dtm Quadraten der Abszissen sind. Setzen wir x = 1, 
2, 3, 4 ... , so kommt y = 1, 4, 9, 16 . . . , wodurch sich Punkte 
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der Fig. 30 ergeben, in der wir die a:-Eiaheit gleich 
der ^-Einheit gewahlt haben. POr a: == — 1, — 2, 
3, 4 . . . gehen dieselben Werte von y wie 

soeben hemr: 1, 4, 9, 16 ... Fur a: = 0 ist ?/ = o. 
Man sieht, daB sich die Punkte mit einer gewissen 
RegebnaS^keit aneinanderreiben. Dazwischen 
kann man andere Werte einschalten, z. B. fQr a: 
= 2,3 konamt y = 5,29. Derselhe Wert von y er- 
gibt sich fttr z = — 2.3. Bberhaupt: Werden ftir 
a; zwei Werte a und — a gewahlt, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden, so ergibt sich 
beide Male fur y derselbe Wert y == a\ Dies hat 
Fig. 30. eine einfache geometiische Bedeutung: Punkte 
mit entgegengesetzt gleichen Abszissen 
gleicher Ordinate liegen so, daB iljre Verbindende 

?lii I Sf “ •ier Mitte geteilt wird 

S'!! cine bekannte Eigenschaft des 
..r bpi^els erinnert, druckt man dies so aus: Einer der 

, p durch Spiegelung an der y- 

Achse in den anderen uber. Dies bedeutet: FaUt 

— la V ^ ™ das Lot auf die a/- Achse und 

verdoppelt man es iiber den FuBpunkt hinaus, so 

Fi„ oi andern Punkt. Fiir das Bild der 

g- 31. quadratisijen Funktion y = x^ ergibt sich mithin die 
. Eigenschaft: Jeder Bildpunkt ^eht durch 

sogenaonte Symnetri.gerad. des Bildes dcr Fmiktion 

» «en fLST” 

wdueiT^n. a fc' ™“ * * '“SAinisen Terte von y be- 

z = 0 0,5 1 15 g oe P QC 

& Werte: • ^ ^,5 3 3,5 usw. 

» = 0 0,28 1 2,26 4 6,25 9 .12.86 usw 

"«i d«. die ««d.6rijea Bildprte emriclm™, b„b»*ten wir tome^ 


§ 2. Qmdratische Funklimen. 
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wederr^^ diese Punkte in einer «§elma6igeii Folge anein^der- 
reihen. Je mehi Stellen man einreiht, urn so melir tntt die Regelmkfiig 
keit hervor. Wir woUen dies ftir das Stuck von a: = 0 bis a: — 2 genauei 
erlautern. Es kommt: 


a ; 

y 

X 

y 

X 

y 

X 

y 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,01 
0,04 
0,09 
0,16 ' 
0,25 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

0,36 
0,49 
0,64 
0,81 1 
1,00 

1,1 

1,2 

1.3 

1.4 

1 1,6 

1,21 

1,44 

1,69 

1,96 

2,25 

1,6 

1.7 

1.8 

1,9 

2,0 

2,56 

2,89 

3,24 

3,61 

4,00 


Die zugehdrigen Bildpunkte konnen wir in Fig. 30 nnmogUch deutbch 
einzeicLn. Wir tun daher das, was dem 

obaebtungen entspricht: Wir vergrfiBern die Figur Das m Fig. 30 
geschrafife Rechteck ist in Fig. 32 in zehnfacber VergrdBerung dargesteUt. 
Hier konnen wir alle durch die Tafel gegebenen Punkte deutiich emzeieb- 
nen. WoUen wir in der NSbe des Punktes Pi Oder (1 ; 1) noch mehr 
Punkte einschalten, etwa von a: = 0,9 an bis a: = 1,1, so ^®yden lyir as 
in Fig. 32 gesebrafite Recbteck abermals in zehnfacber 
und dann die dutch die folgende Tafel gegebenen Punfee emitteln. 
In der jetzt entstebenden Fig. 33 liegen dm “ ?3 

rader Linie; zur Vergleichung ist eine gerade Lime durcb Pi n Fi^. 


X 

y 

"^7 ] 

y 

X 


X 

y 

0,90 

0,91 

0,92 

0,93 

0,94 

0,96 

0,8100 

0,8281 

0,8464 

0,8649 

1 0,8836 
i 0,9026 

0,96 

0,97 

0,98 

0,99 

1,00 

0,9216 

0,9409 

0,9604 

0,9801 

1,0000 

1,01 

1,02 

1 1,03 

1 1.04 

1»06 

1,0201 

1,0404 

1,0609 

1,0816 

1,1026 

1,06 

1.07 

1.08 
1,09 

I 1,10 

1,1236 

- 1,1449 

1,1664 

1,1881 

1,2100 

1 


eingezeichnet. WUl man die Umgebung von Pi noch genauer 
fasLn, so berechnet man die Ordinaten y Mr Werte von .t zwiscben 
0 99 und 1,01 und zeicbnet wieder ein klemes ^Mek der 33 m 
zAnfaeher Vergrbfierung. Man wild dann finden, d^ die ^ 

kaum erkennbar von einer geraden Lime abweicben. Dies Verfahren kaim 

beli^^bk weit fortgesetzt werden- •, a » 

Wir gelangen dadurch zu dem Erfahrungssatze, dafi m der al 
nachsten Wahe des Punktes Pi Oder (1 ; 1) dm B^^dpiirikte der 
tiseheii Funktion i/ =a:® auBerordentlich wemg von emer geraden Luue 

abweicben. 
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Fig, 32. Fig. 33. 


Dasselbe Yerfalireii konEten wir an ein^r anderen Stelle anwenden. 
Wir warden auch dort eine anfierordentlich stark’e Annaiening der Bild- 
punkte an eine gerade Linie feststellen kdnnen. Aber solche einzelne 
Untersuchungen geniigen doch nicht. Denn G-ewifiheit iiber die aufge- 
stellte Bebauptung lieBe sich auf diesem Wege nnr dadurch. sehaffen, 
dafi wir die Untersuchung fiir jeden Wert von x wixklich ausfuhrten, 
was unmdglich ist, weil es unendlich viele Werte von ^ gibt. Die Macht 
des iiiatliemati§eh.en Beweises, zu dem wir jetzt libergehea, liegt darin, 
daB er die Anfgabej unendlich viele Eitizelergebnisse festzustellen, Ibsbar 
macht, indem er eine Unzahl von einzelnen SchluBfolgerun- 
gen in nnr eine zusammenfaBt. 

Wir schlieBen namlicb so: Angenonunen, irgendein bestimmter Wert 
der unabhtogigen Veranderlichen sei ins Ange gefafit. Zu ihm gelibrt nach 


§ 2. Quadratisehe Fmklionen. 
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Wert der abhangigett Veranderlichen y, namlich ?/ - 
Jetriassen wir den Wert cc nm irgendeinen Betrag zunehmen Da die ab- 
stete glekl dem Quadrat der unabhangrgen sem 

8011,° ’wird sich y mit x andern. Ebenso wie 
(2)’ 

ist, haben wir auch; 

y + Zunahme von y — {x + Zunahme von xy. 

Wenn wir nun die Zunahme, die dem x erteilt ^ ^ 

und die zugehorige Zunahme von y mit A y bezeic n , 

(3) y.^^y = {x+Axy. 

Dm die Zunahme d » eelbsl aueeudrueken, subttahieren ™ hiervon 
den Wert (2) und erhalten: 

/\y=(x + Axy—x^ 

Oder, wenn daa Quadrat von ^ + -d a: ausgerechnet wird: 

/iy = x^ + 2,X. Ax+ Ax^ — x\ 

Hier soli A a;^ daa Quadrat der Zunahme J a; von ^ bedeuten.^ Die 
beiden Glieder a® heben einander fort, und es bleibt. 

/i y = 2x . A X + Ax^. 

Diese Formel Idr die Znuahme 

r n Wort v iind flir ieden beliebig gewahlten Zuwaehs A x von 
|'ra?Sr==tS dt' Vert 

y = desseii Abszisse ^ Abszisse 

wieder «a eiuom ", !j“ZS Ziegebeu iat). Man 

kann die Formel (4) auch fftr J is ^*==-3 

wenden. So priife man z. B., jaa ^e Annahmen . , 

"**Xweh afzt‘wart.irrmO(4)«r*Werte™hd .gilt,roIlen 

dem Quadrat die 2iunalime von x ist. 
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TO sie in derFoIge nur far g e ringe Zunahmen J a; benutzen. Schreiben 
TO die Formel m der Gestalt: 

y = (2 ^ + A x). A X, 

von^iH^nT geringer die Zunahme Ax ist, d. h. je -weniger Ax 

weniger weicht 2x + Ax von 2a:ab, um so 
^ 2 a: . J a:. Da aber 2 a: . d a: den Faktor ^ a: hat, 

Wert um so weniger von Null abweichen, je weniger A x 
selbst yon Null verschieden ist. > J & 

hinreichende Be- 

dafi diA Zunahmezda; von x zu erreiehen, 

wenio-Ar Zunahmevli/, die ^ erfahrt, von Null iim 

GrfiRe ^ ^ gewahlte 

hp<!+ATi an dies in jedem Falle zahlenmaBig erreicht, wird am 

L ®twa a: = 15 gewahlt, und 

zwilSen I n aLeiche. also 

WAnn und —0,01 hege. Nach (4) ist hier^ y = ^0 Ax + Ax\ 

uaw Ta ? ^ ^ 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001 

usw. setzt, findet man fur dy die Werte 

3,01 , 0,3001 , 0,030001 , 0,00300001 usw. 

Hieraus erkennt man: Wird A x zwischen 

— 0,0001 und -f- 0,0001 r 

angenoinmen, so Uegt Ay gewiB zwischen 

— 0,01 und -t-0,01, 

ydQ verlangt Avurde. 

Kes hat folgende geometrische Bedeutung: Wenn wir die Bild- 
tC S, , 1 .? '*?*■ ™ ™ ”” tamer wtasohen. 

ItT ^ mehr neue Bilduunkte ein- 

wS\“ef ""*“«ri°lgende AVert^ geben, 

Meke, sie ™d di* st.tig 

Aber Bocb mehr: Aib (6) geh* deieb Division mi, J j herror- 

(€) 4 » ^ 9., . S 

^ - 2a!-f- zla:. 


§ 2. Qmdraiische Funktionen. 
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Von jedem Wertepaare (x; y) an ist also das Verhaltnis aus dem 
Zuwachs von y und dem Zuwachs von x gleich dem doppelten des ge- 
wahlten Wertes x, vermehrt um den angenommenen Zuwaehs von x. 
Dieser Bruch (6) ist andererseits nach S, 31 nicht anderes als die 
Steigung derjenigen Geraden, die den Bildpunkt (x].y) mit 
dem Bildpunkte {x + Ax, y Ay) verbindet (siehe Fig, 34). 
Lassen wir den zweiten Punkt immer naher an den ersten rdcken, 
d. h. whhlen wir den Zuwaehs A x von x immer geringer, so daB der 
zugehSrige Zuwachs A y von y, wie beschrieben, 
ebenfalls immer geringer wird, so weicht der 
zweite Summand auf der rechten Seite der 
Formel (6) immer weniger von Null ab. Die 
rechte Seite nahert sich also mehr und 
mehr dem Werte 2 x, so daB der Bruch 
Ay \ Ax ^0 wenig von 2a; abweicht, wie wirnur 
immer wollen. Soli er z. B. weniger als ein 
Milliontel von 2 a; abweichen, so brauchen wir 
nur Ax kleiner als ein Milliontel anzunehmen. 

Also folgt: Diejenigen Bildpunkte der 
quadratischen Funktion, die einem bestimmt 
gewahlten Bildpunkte P benachbart sind, liegen 
zugleich nhhe bei derjenigen Geraden durch P, 
deren Steigung gleich 2 x ist, wobei x die 
Abszisse von P bedeutet, und zwar liegen sie um so naher bei 
dieser Geraden, je naher jene Bildpunkte beim gewahlten Bild- 
punkte P gelegen sind. 

Die Iflckenlose oder stetige Kette aller Bildpunkte der quadratischen 
Funktion nahert sich also in jedem kieinen Stiickchen, sobald man cs nur 
hinreichend vergrbBert zeichnet, um so mehr einer Geraden, je 
khrzer das betraehtete Stiickchen ist. Denken wir uns, die 
Kette aller Bildpunkte liege gezeichnet vor, und nehmen wir an, wir 
betrachten eine Stelle der Kette mit einem auBerordentlich scharfen 
Mikroskop, so wird das Stiick, das man im Mikroskop sieht, nahezu 
geradlinig erscheinea und zwai um so mehr, je starker das Mikroskop ist. 

Mathematisch drtickt man dies. so aus: 

Die Gesamtheit aller Bildpunkte {x',y) der quadratischen 
Funktion y = x^ erfiillt eine stetige krumme Linie oderKurve 
(vom lateinischen curvus, krumm). An einer Stelle, deren 
Abszisse gleich x ist, schmiegt sich die Linie an diejenige 
Gcrade durch diese Stelle an, der die Steigung 2a; zukommt. 
Man sagt: Die Kurvo' heruhrt dort die bczeichnete Gerade, 
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Oder auch: Die Kurve hat dort die bezeichnete Gerade 
als Tangente (vom lateinisehen tangere , beruhren). 

Fiir a: = 1 z. B. ist die Steigung dieser Tangente gleich 2. Er- 
innern wir uns daran, dafi Fig. 33-ein hnndertmal vergroBertes Stftck 
der Fig. 30 in der TJiagebung der Stelle Pj mit der Abszisse a: = 1 ist, 
so sehen wir, daU die in Fig. 33 gezeichnete schrage Gerade die Tan- 
gente &er Knrve an der Stelle P^ ist. In Fig. 35 ist Fig. 30 noch einmal 
wiedeiholt, aber mit der eingezeichneten Tangente der Stelle P j. Die 

Punktreihe ist hier 
durch die stetige Kurve 
ersetzt worden. Das 
Einzeichnen der Tan- 
gente geschieht ja sehr 
einfach: Ihre Steigung 
soh 2 sein; da wir die 
Einheiten beider Achsen 
hier gleich groB gewhhlt 
haben, tragen, wir also 
Ton Pj aus irgendeine 
Strecke (in Fig. 35 ist 
l1 die Strecke 3^ gewShlt 
worden) wagereeht an 
Fig. 36. Fig. 36. und errichten im End- 



Fig. 36. 


punkt eine doppelt so 
4ange Strecke. Ihr Endpunkt ist ein Punkt der Tangente. — 
Wir- kdnhen auch an jeder anderen Stelle der Kurve die Tangente 
ermitteln; wir werden sogar, ehe wir die Kurve zeichnen, zu- 
nachst nur fiir einzelne Punkte von ihr die Tangenten ziehen. So 
haben wir in Fig. 36 die Punkte gewahlt: 


a:=— 4 _3 _2 I — 1 0 1 2 3 4 

2/ = 16 1 9 4 1 10 I 4 9 16 , 

bei denen die Steigung 2a; der Tangente die Werte hat: 

— 8| — 6j — 4| — 2| 0 I 2 I 4 I 6 I 8. 

Im Punkte (2; 4) z. B. ist die Steigung der Tangente gleich 4. Wir gehen 
daher vom Punkte (2; 4) um etwa zwei Einheiten naeh rechts und vom 
Ende um das Vierfache, d. h. um acht Einheiten, nach oben, um einen 
Punkt der Tangente dieser SteUe zu erhalten. Indem wir ihn geradlinig 
mit Jem Punkte (2; 4)verbinden, bekommenwir die Tangente des Punkte s 
(2; 4). An der Stelle (0; 0), dem Anfangspunkt 0, ist die Steigung 
gleich KuU, d.h. die z-Achse selbst die Tangente. Man sieht, dafi 


§ 2. Quadratische Fmiktionen. 
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die neun in Fig. 36 gezeieh- 
neten Tangenten scion reeit 
dentich denFerlauf der Kurve 
angeben. 

Sie steigt sehr steil an; 
wir konnen aber dieselbe qua- 
dratisele Funktion y — 
durchi eine weniger steile Kurve 
veranschaulichen, indem wir 
die 2 /-Einieit kleiner als die 
a;-Emheit annehmen. In Fig. 37 
ist sie nur ein Zehntel so grofi. 

Hier kSnnen wir desialb auch die Punkte 



Fig. 37. 


II 

± 6 

± 7 

1 ± 8 

± 9 

y= 26 1 

36 

49 

1 64 

81 

zeichnen. Die zugehorigen Steigungen sind: 

±10 

±12 

±14 

±16 

±18 


Die Pluszeichen bezieien sick auf die Stellen rechts, die Minuszeichen auf 
die Stellen links. Fiir den Punkt ( — 5 ; 26) z. B. ist die Steigung gleich 
— 10. Gehen wir also vom Pimkle (—5; 25) etwa um 6 aj-Einheiten 
naeh rechts und Jarauf am — 10.6 Oder — 60 j/-Einiteiten nach oben, 
anderes gesagt: um 60 y-Einheiten nach unten, sogelangenwir zu einem 
Punkte der Tangente der Stelle ( — 5; 25). 

Wir legen grofies Gewicht darauf, daJJ der Leser das Beispiel y — o^ 
in alien Einzelheiten vollkommen verstehe.. Wer so weit ist, wird mit 
Leichtigkeit ahnliche SchluBfolgerungen bei anderen quadratiachen 
Fanktionen ziehen. Wir dfirfen uns daher bei ihnen kflrzer fassen. 
Vorgelegt sei z. B. die quadratische Funktion: 

(7) y = — 

Wfichst X um Ax, so moge y um Ay zunehmen, d. h. zu dem Wert 
a: + /I a; der unabhangigen Vertoderliehen soli der Went y + Ay der ab- 
hangigen Veranderlichen gehSren. Zwiachen y+- Ay und a: + ® soli 

also (heselbe Beziehung bestehen, die vermdge (7) zmschen y und x be- 
steht. Daher soil sem: 


yi-Ay= + Axf 
Oder ausgerechnet: 

y + Ay -^o-x^ + \x Aoi-ir Ax^- 


■ {x + Ax) + 5 


■ Ax-i-5. 


Ziehen wir hiervon die Gleiehung (7) ab, so bleibt als Wert von Ay: 

Schof tert., Micbuoh S. Huthcmatilc. 4 
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Dife BUdpunkte einer jeden quadratisehea Funktion (10) erf&Uen 
eine stetige kramme Liaie, die im Punkt init der Abszisse x von der- . 
jenigen Geraden durch diesenPunkt, deren Steigung gleieh 2(ix+i ist, 
berahrt wird. 

Dies Ergebnis, bei dem 'wir vorlaufig stehen bleiben, konnten wix 
als einenLehrsatz aussprechen, damit sichs der Leser merke. Aber gluek- 
licherweise ist es nur vorlaufig nbtig, daB man dies Ergebnis im Kopfe 
babe. Im vierten Paragraphen werden "wir namlicli erkennen, daB 
es nur ein besondefer Pall einiger leicht zu merkender allgemeinerer 
Satze ist; vnr diirfen schon jetzt versprechen, daB der Leser spSter 
dies Ergebnis als etwas ganz Selbstverstandliches aufzufassen lernen wird. 
Daher ist es nicbt erfordeiiieh, das Gedaehtnis unnotig zu belasten. 

1. Beispiel: Die quadratische Fnnktion. 

y = — 2a:® + 6 x — 8 

soil graphisch dargestelt ■werden. Das Rechenschema ist hier dies: 

y+ J y — — 2(® + ^a:)®+5(a:+-/da:) — 8 

= — 2a:* — ix/lx — 2Ax‘+Ba+6A!i; — 8, 

Ay = — 4a:/la:— 2/di* + 6.da: 

= ( — 4a:+6 — 2Ax)Ax, 

^=:~4x+5 — 2Jx. 
nx 

Die Tangente der Bildkurve an der Stelle mit der 
Abszisse a; hat die Steigung — 4 ic -+- 6. Siebe Fig. 40, 
woiin wir die y-Einheit Meiner als die £c-Einbeit 
gew^t haben, damit die krumme Linie nicht gar 
zu steil ausfallt. 

2. Beispiel: Der Querschnitt eines 1 m laugen 
und zuerst bis an den Band mit Wasser gefiillten 
Troges hat die Form eines gleicbscbenkligen Trapezes 
ABCD (siehe Fig. 41) von 40 cm Hohe, 20 cm unterer 
und 60 cm oberer Breite. Durcbi eine OfEnung unten 
fliebe das Wasser aus und zwar in jeder Sekonde gerade 
ein Liter. Ist der Wasserspiegel nur noch x cm boch, 
so ist eine gewisse Zeit verflossen. Sie soil als Funk- 
tion y von x bestimmt werden. y sei also die Zahl der 
Sekunden, in denen der’Wasserspiegel von 40 cm bis 
auf X cm gefallen ist. Da in jeder Sekunde ein Liter 
abfiieSt, ist y zugleicb die ZaM der bisber ausgeflosse- 
nen liter, d. h. gleicb dem in Litern gemessenen Yo- 
Inmen des Prismas, dessen Lange 1 m und dessen 
Querscimitt das Trapez ABXJV in Fig. 41 ist. Der 
Prismeninhalt ist gleicb dem Produkt aus Lange und 
Querschnittflacbe. Das Trapez BUT ist (40 — x) cm 
boch, seine obere Kante ist 60 cm lang. Die Lange I 
. seiner unteren Kante in Zentimetern ist leicht aus der 
Fig. 41- Proportion 
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§ 2. Quadratische FunUionen. 
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zir finden, da sie gibt: 


20 

£c ~ “ 40 ’ 


— 10 = J 5C Oder l== 20 + x , 

Die Mittellinie m des Trapezes ABU V ist das Mittel von 60 und I, also 
wi = 30 -{• I — 30 + 10 + -I- £c = 40 “f* X . 

Die Fiache des Trapezes A BU V ist gleich dem Produkt aiis Hobe mid Mittellinie, 
a’ so gleicli 

(40 — x) (40 + J 2c) qcm , 
daber der Baum des leeren Prismas gleich 

100 (40 — x) (40 + ^ aj) com. 


Ein Liter aber enthalt 1000 ccm. Somit sind 

(40 — a;) (40 + J a) Liter 

abgeflosseii, so daB die dazu nbtige Sekundenzahl obenfalls 

2/= (40 + ia;) 

ist. Dies gibt ausmoltipliziert und nach Potejizen von x geordnet: 

— it a® — 2 a; + 160. 


Die Zeit y ist also cine quadratische 
Funktion der Hohe x des Wasser- 
spiegels. Da die grBBte Hohe des 
Wasserspiegols 40 cm betragt, kom- 
mcn fiir x nur die Werte zwischen 
0 und 40 in Betracht Fiir x — 40 
ist 7 / - 0, wie es sein muB. Fiir 
X - ‘O ist y ® 160, d. h. der Trog ist 
in 160 Sekundcn gelecrt. Da x von 
0 bis 40 und y von 160 bis 0 geht, 
wird man in der Fig. 42 die y-Ein- 
beit etwa J BO groB wie die :i>-Ein- 
heit. wahlcn. Die Tangente der 
Kurve an <kr Stellc mit der Ab- 
szisse hat die Steigimg — -^-a;—- 2 
Dvunim?), also filr « 0 die Stei- 
uung 2 und filr x 40 die Stei- 
«iuug ••■(). 



H. Hoispicl: An ciner StraUo liegt eiu rkeiockiges Grundstuck 
Soite AB aiehe Fig, 48. Der PnnktO liegt 2o m lunter der beite AB. 
iuilu, vonO aus treffa A B in D so, daU A D 20 m und DB 30 “ ^ 
stiicko soil langs der StraBe AB ein Geblinde von rocMeckigem 
vverden. Will n.an das Grundstiiok mogliehst ausnutzen, so wr.d man die 
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Zweites Kafiiel: Begriff des Differeniialquoitmien. 


des Rechtecks so waMen, dafi zwei seiner Ecken (U iind V) auf AC uiid 
also etwa wie in Fig.. 43, 44 oder 46. Je nach der gowahiten wird 

das Rechteck verschieden groJ3 ausfalien. Um uns einen Oberblick iiber alle MdgJich- 
keifen zu verschaffeii,'berechnen wir die Blache des Rechtecks fur eiiio beliebige Tiefe 
UP. Die unabhangige Veranderliche ist die Lange rr von UP in Metern, die abfdingige 
der Inhalt^ der Blache P§Z7FinQu'adratmetern. Dieser Inhalt ist gleich deiii Frociukt 



Fig. 43. 


Fig. 44. 


Fig. 45. 


von Fronfla^e P<3 und Tiefe a: des Gnindrisses. PQ ist leicht zu berechnon, tla wir 
AP und QB sofort flnden konnen; es ist ja: 

AP AD , QB DB 

TTu = jrc “"'1 = w 

Oder: 

, X 26 X 26' 


dennack: 
Also kommt: 


AP = i X und QB = 4 x, 
Pq^ AB — AP — qB= 60- 
y= PQ.x = (60 — 2 a;) a 


V=— 2a:*+60a. 


Die ^dflSche y des Gebaudes ist also 
mabhSi^ VerSndffl-Iidie a kammert 


eine quadratische Funktion dor Tiefe 
uns niir zwischen den Grenzen a; 



a;. Die 
0 mi 


Fig. 46. 


§ 2. Qmdratische FunJcfionen, 
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X = 25. Fill £c = 0 und ffir a: = 25 ergibt sich y =^0y was aueh geometriscli erbellt, 
da das Recliteck in diesen Fallen eine Scite von der Lange Null hat. Die quadratische 
Funktion wird durch eine Kurve dargestellt. An der Stelle mit der Abszisse x hat die 
Tangente der Kurve die Steigung — 4 a; + 50, was man nach den fruheren Auseinander- 
seteungen berechnen moge. Fiir a; = 0 ist die Steigung gleich 50, fur x = 25 ist sie 
glekili— 50, Siehe Fig. 46. In Fig. 43, 44 und 45 ist a; = 10, 6 und 
I’S gewaMt, also y = 300, 228 und 262. Dies gibt die Stellen I, II, III der 
Fig. 46. Die beste Ausnutzung des vorhandenen Grundstiicks findet statt, wenn die 
FEchet^am groBten ist. Offenbar ist y da am groBten, wo die Tangente 
der Kurve zur aj-Achse parallel ist, d. h. die Steigung Null hat. Da all- 
gemcin “—4a; + 60 die Steigung ist, wird sie gleich Null, uenn 


d. Ik: 


— 4a; + 50 = 0 
4 a: = 50 oder x = 12| 


ist. Alsdann wird y = 312|. Also ist die groBtmogliche Grundflache des geplanten 
Gebaudes 312| qm. Sie wird erhalten, wenn die Tiefe des Grundrisses gleich 12|- m, 
also halb so grofi wie CD, gewahlt wird. Dann ist AP = = 10 und QB- fa; = 16. 

Siehe Fig. 47. 



Fig. 47. 



4. Beispiel: Das Ufer eines Sees sei die gerade Linie g in Fig. 48. Auf dem See 
liege eine kreisfdrmige Insel k mit der Mitte M. Angenommen, jemand erleidet auf 
dem See ScMffbruch und will moglichst schnell festen Boden erreichen. Er wird ans 
Ufer Oder zur Insel schwimmen, je nachdem ihm das Ufer oder die Insel naher ist In 
Zweifel kann er nur da sein, wo beide Entfemungen gleich sind. Wir woUen daher 
den Ort derjenigen Funkte P bestimmen, die vom Ufer g und von der Insel k dieselbe 
Entfemung haben* Fiir diese Funkte P ist PQ, das Lot auf g, gleich PR, der Strecke 
auf PM. bis zum Kreis k. Wenn wir zur Linie g die FaraUele m landeinwarts im Ab- 
stande gleich dem Kreisradius ziehen und PQ bis zu ihr, bis L, verlangem, muB also 
PM « PD sein. Wir suchen mithin den Ort aller Funkte P, die von dem 
Funkte M dieselbe Entfemung wie von der Geraden m haben. Zu di^em 
Zwecke zeichnen wir in die Pigur ein Achsenkreuz ein und ^ar moglichst 
bequem: Als a:-Achse wUhlen wir die Gerade w, als y-Acbse das Lot hierzu durch M, 
so dafi der Anfangspunkt 0 der FuBpunkt des Lotes auf m ist Auf beiden Achsen 
wihlen wir als Lingeneinheit das Meter. Die Entfemung OM betrage a m. Hat nun 
der Funkt P die Koordinaten x und y, ist also OL- xm und LP - yrii, so ist PM 
die Hypotenuse eines rechtwinkligen Drdecks, dessen eine Kathete gleich a;m und 
dessen andere Kathete gleich {a--y) m ist Also kommt nach dem Satze des Pythagoras 
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Zwnies Ka-pitel: Begriff des DifferenlialquoHenten. 


x<‘+ (a—y)i= P2P, 

allefdings nichtTo — yTm!TondemV— ^athete 
ffir PM^ nichts aus, toU Va — «ia macht in der Formel 

gleich yK Da PM = PL Lin /oil, fordem 1 * titlS”'"' 


Oder: 
d. h. : 


Oder: 


+ (a — yY = 
as^-j- a^^2ay=: 0, 
2 ay = a;2 -f- ^2 


•*• « Cl 


•n* . ctUf z 

geonaetri'scle M -A-bszisse x und der gesuchte 

von Af nnd m glSe ISn'de haf ® 

Die Steigong dL tLIX / l F«r diesen Ponkt ist ir= 0 und j, = A a. 

namlich gleich x : a, Weiin mi alqn l^r^lieren zu berechnen. 

und im Endpunkte nach oben die Absal^/y i Strecke a antragen 

von P. Man eriennt Ha « h«o ® > ®^'g'bt sich em Punkt T der Tangente 

Hypotenuse PT dem reehtwinkligeTDSec/io 1/ t Dreieck mit der 

dieses gedreht. Daher ist PT I ^Mr DOl/ kongruent ist, aber um 90« gegen 
gleichscbenMiges Drdei^^LSf iS Jp 

Also folgt: Die Targente vc„ P ^ ‘®‘' 

gleichen Strecken PA/- und PL einander 

una pp. miteinander bilden, in gleiche Teile. 


cr 


J 


er y 


-'0 


Fig. .49. 


Fig. 60. 


Q 


Fig. 61. 


rechtecWger Hate wLdm**^ + 5“®* ^®*®^® ^’8-49) soU cin 

fiigunff, Man tanTi /l<am t? !»+ i Dazu. stehen 20 ixi Zaunlange zui Ver- 

Wand gleioh 20rsi W^n^*f n 

ffir PQ noch 20-6 = 14 m <27 = 3 m, so daU 

= 20 - 2 . 4 = 12, in Fte. 61 S PiT^ 7 fn “* 

Inbalt der abgegrenzteii ilache fMlt in "" ^ ® gewahlt. Der 

Um einen UberbUek ttber aUe MS^chkeiten*^ ^fii^ SroB aus. 

hang zwischen dem FlMeninhalt^und dL ee/aWtl*®/’ T Znsammen- 
dai. Zwei Fragen hat man dabei rn ^rlegung der 20 m graphisch 

hier die unabhawige Verin^erDoS wt”' '^®^®*'® ^r^e ist 

hersteUen, so gehen^ von Z ®“® ^'Sureu 49 bis 61 

und <2T und einen dritten t/h PO *'*’®* 

etwa die l&ige von PV (= QT) Dannhat W^**/*^® ^abhangige VeranderliAhe a 
.. .__I ^ V i'l- llannhatPQ die lange 20 - 2 x Zweitens: Welche 

■ M.n l«.ch«, M die E**, Wd.„ 



§ 2. QuadraiiseJie Funktionen, 
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GrdBe ist die abhangige Ver- 
anderliclie? la den verschiedenen 
Figuren fallt die Flacbe verschieden 
groB aiis; sie ist also die abhangige 
Veranderliche y, Wird sie in Qua- 
dratmetern gemessen, so kommt 
^ a: (20 — 2a:) = — 2a;2 + 20a:, 

also eine quadratische Funktion 
von x. Fig. 52 gibt ihre Darstellung. 
Wie groB ist die Steigung der 
Tangentc des Punktes init der Ab- 
szisse X ? Innerhalb welchex Grenzen 



darf sicli a: bewegen? Fiir welche Abszisse x ist die Ordinate am groBten? Wie zerlegt 
man also die 20 m Zaunlange am giinstigsten? Welche Form hat dann der Platz? 


6. Beispiel: Ein unterirdischer Kanal soil gebaut werden, dessen Querschnitt 
die Form einos Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreise hat, siehe Fig. 63. Die Kosten 



Fig. 63. Fig- 54. 


iler Umniauerung richten sich nach dem Umfange des Querschnittes. Ist ein bestimmtei 
Knstonbetrag ausgeworfen, so heiBt dies daher, daB der Umfang des Queischmttes 
vorgeschriebenist. Kr betrage 11 m. Wm man einen Quersehiutt von diesem Umfange 
seichnen, so kann man zunachst don Radius des Halbkreises innerhalb g^er Gren^n 
bdiebig wahlen. Ex- betrage ic m'. Wie lang ist der Halbkreis fiber 177. wie la^ die 
Sohlenlreite PQ? Wie viele Meter bleiben also fto P17 und Q7 ^i^n flb^. 
Wie lang ist dcmnach P 17 ? Wie groB ist also die Hache des 
groB ist die FWohe des ganzen Kansidurchschmttes ? Sie wird ach als 
Funktion von » ergeben. Wir bezeichnen sie nut j/ (m Quadratmetem). ^ entw^e 
LTbs t Srin Figr64 gegebene Bild der Funktion. x ist mindestens gleich N^. Wm 
groB dtaf * hiichstens fe^? Wie groB ist die Steigung der Bildknive an der 
der Abszisse x? An welcher SteUe ist die Tangente der Kurve zur z-Achse parallel. 
Welche Bedeutung hat diese SteUe ffir unsere Aufgabe? 

Hat der Leser alle Fragen dor beiden letzten BeispMe beanWe^ 
so hat er eiae gate Selbstpriifung abgelegt. Wir fugen hier 
eiiifache Beispiele zu eigener Bearbeitung hmzu, bei denen wir wemg 

Hilfe leisten: 

Strecke x kann beliebig gewahlt werden? Welc 
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Zueites Kafitel: Begrifi des Differmtialguotienim. 


des Eechtecks? Wie muB das Rechteck gezeichnet werden, damit es den. grdBten 
Inhalt habe? 

8. Beispiel: Ber mittlere Ausdehnimgskoeifizient « des QuecksUbers, d. h. die- 
jenige ZaM mit der man das Volumen des Quecksiibers bei ^ C. mnltiplizieren mnB, 
um den Volemenzuwachs bei der Erwamung auf (i -f 1 )® C. zu erhalten, hat den Wert: 

« = 0,000181163 + 0,00000001164^ + 0,000000000 021187^2, 

ist also eine quadiatische Fimktion von t Man versuche, sie graphisch darznstellen, 
indem man i als Abszisse, « als Ordinate benutze. Woran scheitert dieser Versnch? 

9. Beispiel : cc Peisonen tareffen einander. Sie reichen sich gegenseitig die Hand 
znm GruB. Wie viele HSLndedriicke ereignen sich? Man stelle ihre Zahl y ^aphisch 
dar. Hier tritt ein besonderer Fall ein, indem der Natur der Sache nacb die unab- 
hkngige Veranderliche x nnr eine ganz positive ZaM sein darf. Aber auch fiir alie 
anderen Wexte von x ^bt die Formcl fur die Zahl y einen Wert, so dafi man 
trotzdem eine Kurve iindet, wenn auch fiir das vorliegende Beispiel nur gewisse 
SteUen der Kurve in Betracht kommen. 

Elnige Beispiele lassen einen erwatnenswerten Umstand erkennen: 
Die uiiabhangige Ver&nderlichie x wird dureh die Art der 
Aufgabe hanfig insofern beschrankt, als sie nnr innerhalb 
gewisser Grenzen verilnderlicb ist. So ist sie im 2. Beispiel auf 
die Werte zwiseben 0 imd 40 und im 9. auf ganzzahlige positive AVerte 
beschr&nkt. Dennocb eigeben sich fiir all e Werte von x zugehSrige Werte 
von y. Die Bildturven erstrecken sich ins Unendliche, aber in den Bei- 
spielen koinznt es nur auf Stflcke von Omen an. 

§ 3. Qrenzwerte, Unetidlichkleinas, Differentiate und 
Differentialquotienten. - 

Oberlegungen, wie wir sie namentlicb auf S. 51, 52 machten, kehren 
an sehr vielen SteUen unseres Buches wieder; zur Vermeidung er- 
mhdender Wiederholoi^n ist es desbalb niltzlicb, nur noch einmal das, 
worauf es wesentlieh. ankonunt, auseinanderzusetzen und diejenigett 
Redeweisen zu erklaren, die man dabei gebraucht. tJberall wo spSter 
die nachber zn erMarenden Schlagworte Grenzwert Oder Grenze, 
Unendlicbkleinwerden, Differentiale und Differentialquo- 
tienten gebraucht werden, muB man sich an das eritmem, was wir 
uns jetzt zu erSrtem anscMcken. Hiernach sind die Auseinander- 
setzungen des gegenw3,rtigen Paragrapben von grund- 
legender Bedentung nnd von der grdSten Wicbtigkeit fbr 
das ganze BncL 

Zar Yorbereitung einige Worte ttberGrbBen oder Zahlen bberbanpt. 
Mne Zabl kann positiv, gleicb Null Oder negativ sein Ist sie negativ, 

1 Von ii rng in i r en Zahlen soli Met nbediaupt noch gat nicht geiedet werden. 


§ 3. Gremwerie^ Unendlichkleines, Differ eniiale usw. 
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so versteht man unter ihrem absoluten Betrag eben dieselbe Zahl, 
aber mit dem Pluszeichen^ So hat — 3 den absoluten Betrag 3. 
A¥eil man von vornherein von einer GroBe oft nicht weiB, ob sie negativ 
ist, braucht man die Bezeichnung: absoluter Betrag auch bei positiven 
Zahlen und bei der Null, indem man darunter eben diese Zahlen selbst 
versteht. Danach hat 3 den absoluten Betrag 3 und die Null den 
absoluten Betrag 0. Der absolute Betrag einer Zahl ist also 
stets positiv oder — und zwar nur der von Null — gleich Null. Man 
kennzeichnet ihn durch EinschluB der Zahl zvischen zwei senkrechteii 
Stricken. Danach ist [ u | der absolute Betrag von also z. B. | — 0,5 | 
~ 0,5, aber auch | 0,5 | == 0,5. Den absoluten Betrag einer Zahl nennt 
man auch die absolut genommene Zahl. 

Der absolute Betrag einer Summe wird gewiB nicht kleiner, wenn 
man jeden negativen Summanden durch seinen absoluten Betrag er- 
setzt. So hat die Summe — 5 + 2 den Wert — 3, also den absoluten 
Betrag 3, und dieser wird vergroBert, falls man — 5 in der Summe 
durch 5 ersetzt, denn dann kommt 7 heraus. Offenbar gilt also der 

Satz 8: Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner 
als die Summe der absoluten Betrage der Summanden oder 
hochstens gerade so groB, in Pormel: 

j a + 5 6’ + . . . I |u| + |5| + jcj + .., 

Wenn man bedenkt, wie sich das Vorzeichen eines. Produktes oder 
Qiiotienten aus den Vorzeichen der einzelnen Glieder ergibt, leuchtet 
ferner sofort ein der 

Satz 9: Der absolute Betrag eines Produktes oder Quo- 
tienten ist gleich dem Produkt oder Quotienten der abso- 
luten Betrige aller Glieder, in Formel: 

I . Irl • • •* 

So ist I — 3 . 4 1 == 1 — • 12 I — 12 und auch | — 3 [ . | 4 | — 3 , 4 12. 

Die Zahlen stehen in einer Rangordnung, indem jede Zahl grbfler 
Oder kleiner als eine von ihr verschiedene Zahl ist. So ist 3 kleiner als 4, 
aber grSBer als — 4. Zwisehen einer sehr kleinen positiven Zahl und einer 
sehr kleinen Zahl hberbaupt besteht aber ein Unterschied: Zwar ist z. B. 
0,000001 eine sehr kleine positive Zahl, aber die negativen Zahlen 

^ Sehr gebr^iichlich, aber dennoch falsch ist es, vom positiven und negativen 
Vorzeichen statt vom Plus- und Minuszeichen zu reden. Nicht das Vorzeichen ist positiv 
Oder negativ, sondern die Zahl Dieser sprachliche Felder steht in einer Eeihe mit 
der beliebten Redeweise: billige Preise statt, wie es richtig heiBt, billige Waren. 




Zweiies KwpUel: Begriff des Differentialgwiienten. 


-10,-20 usw. sind doch noch kleiner. Soil eine Zahl nahe bei Full 
li^en, so ist das nicht dasselbe, als wenn wir sagen: sie soil sehr 
klein sein. Dies vSre Dur dann der Fall, wenn wir uns auf positive Zahlen 
besehxankten. Wohl aber liegt eine positive oder negative Zahl a nahe 
bei M, sobald ihr absoluter Betrag | a | sehr blein ist. Der Meinste 
Wert, den ein absoluter Betrag fiberhaupt haben kann, ist ja die 
Null. Femer liegt a um so naher bei h, je kleiner der absolute Betrag 
I a — i 1 der Differenz ist, und dabei kann ct grbSer oder kleiner als b sein. 

Nach diesen Forbemerkunngen sprechen wir daruber, daB eine 
Feranderliche M nach einem bestimmten Wert strebt, und be- 
ginnen mit einigen einfaeken Beispielen: 

Lassen wir die Veranderliehe u nach einander die Werte 

(1) 1,9, 1,99, 1,999, 1,999 9 USW. 

mehmen ^er wie man auch sagt, diese endlose Reihe von 
Werten d^hlaufen, so nShert sie sick immer mehr der Zahl 2, ohne sie 
je zn erreichen. Die Ann^ierung kann man beliebig weit treiben Um 
rZ'liS em JMiontel weickt « von 2 ab, falls « den seehsten Wert 

cenSn n 1 gfll es ^oii da an fur alle fol- 

g nden Werte (1). Dabei nahert-sick u bestSndig w achs end dem Wert 2. 

Wert°2^S ?? Veranderlicke « be^tandig abn ehmen d dem 
Wert 2, falls sie die endlose Wertereihe 

2,01, 2,001, 2,0001 usw. 

durch^ M ubiigen gilt kier dasselbe wie vofher 
Wram tt dnttens die endlose Zahlenfolge 

u 2 + .| usw. 

S^falk**S£s^Srian“”'* Differenzen durehlauft, nShert sick u 
is laitodmgs viel langsamer) mnner mekr der Zakl 2, okne 




Fig. 65. 


2. die Werte pendeln also um den VYlt' ^ 

<»te» Z^Len der Folge 131 durel,^-^ die elf 

veranschauhcktwerderslh*rl^l^“^^ 02, 03, 04 usw. 
den ersten der nnzah%’ vielen SekriH * erlSutern, natfirhch nur in 
so stark tifS M. 


4 - 


Fig. 56. 
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£ 3. Gremwerte, tJneridlicJikleines, Differeniiale vsw. 

Noei anders verhalt es sieh, ■wenn u die emdlose Wertereihe 

(4) 2 + 1, 2 + f, 2_f, 2 + i, 2%+t, 2-1 usw. 

durchlauft, worin Each je zwei Summen eineDiffereEz kommt. Denn 
auch hier E^faert sich u zwar immer mehr dem Wert 2, aber so, daB ab- 
■wechselEd je zwei Werte grbfier als 2 smd uEd dann ein Wert Meiner als 
2 ist. Siehe Fig. 56. 

Man kaEE beliebig viele andere endlose Zahlenfolgen ersinnen, von 
denen dasselbe gilt. Nur um einen bestimmteE Fall vor Augen zu haben, 
fiihrten wir solche Folgen vor, die gerade nach der Zahl 2 streben. Selbst- 
verstandlich lassen sich beliebig viele eadlose Folgen aufstellen, die nach 
einer andern bestimmten Zahl streben. Man betrachte z. B. diese IFolge: 

(5) 0,36, 0,3636, 0,363 636 usw. 

Beim Durchlaufen dieser Wertereihe strebt die Yerandeiiiche u nach dem 
Wert des periodischen Dezimalbrnches 

a = 0,363 636..., 

denmanleicht als gemeinen Bruch ermiftebi kann. Denn Multiplikation 
mit 100 gibt 

100 a = 36,363636 , . . = 36 + a, 

so da6 99 a = 36, also n => ™ ist. 

Irgendeine endlose Zahlenfolge woUen wir so bezeichnen: 

(6) Ml, Mg, M3, M4 usw. 

Die zur Unterscheidung angehliEgten Ziffern 1, 2^ 3, 4 usw. geben an, 
die wievielte Zahl der Folge gemeint ist: u^, soil die M-te Zahl sein. Man 
nennt n den Index (Anzeiger). Soil die Folge (6) etwa die Folge (5) 
sein, so ist z. B. = Q;363 636. 

Wir haben nun genau festzustellen, was es heifit, dafi die Ver~ 
anderliche uh beim Durchlaufen einer endlosen Zahlen- 
folge (5) Each einem bestimmten Wert a strebt. Wir ver- 
langen, daJ3 die Zahlen der Folge (6) von einem gewissen Index n an 
stoitlich von a um weniger aWeichen, als jemand nur immer vor- 
schreiben mag. Wahlen wir also nach “Gutdiinken eine beliebig 
wenig von Null abweichend'e positive Zahl /?, so soil es 
stets einen Index n derart geben, da6 alle Werte der Zahlenfolge 
von Un an, da6 also lisw. samtlich um weniger 

als h von a abweichen, d. h. dafi die Differenzen — a, — a, 
— Cl usw. stotlich abgesehen vom Vorzeichen kleiner als h aus- 
fallen, anders ausgedriickt, da6 alle absoluten BetrUge 

|m„ — a|, — a|, 1 m „+2 — usw. 
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Zweites Kapiiel: Begriff des Differentialquotienien, 


Meiner als h werden. Dies soil i^^ohlbemerkt gelten, wie klein wir auch 
die positive ZaW h angenommen haben. Wesentlick ist, daB zaerst 
diese beliebig kleine positive Zahl h gewahlt wird und dafi 
es dann eine StellenzaM n d.erart geben soil, daB die absoluten BetrEge 
von — fl, UnJ^i — ff, « U8W. stotlich Meiner als h werden, 

Es sofl also in niiserer Macht liegen, ininier von einer Stellenzahl an 
die Abweichungen von a so klein zu machen, wie wir wollen, 

Statt dann zu sagen, die Veranderliche u strebe beim DurcMaufen 
der Zahlenfolge (6) nach a, sagt man auch, u habe den Grenzwert 
< 1 , in Fonnel: 

lim u=: a 

gelesen „limes u gleich indem man das lateinische Wort limes fiir 
Grenze braucht. 

Kaum brauchte gesagt zu werden, daB es selbstverstandlich endlose 
Zahlenfolgen gibt, bei deren DurcMaufen die Veranderliche w nicht nach 
eioem bestimmten Grenzwert a strebt. 

Im folgenden handelt es sich nun urn Betrachtungen, bei denen 
zwar eine Veranderliche riach einem Grenzwerte streben soil. Aber diese 
Betrachtungen sollen so beschaffen sein, daB sie gelten, auf w'elche Art 
auch immer das Streben nach dem Grenzwerte stattfindet 
Deshalb lassen wir uns nicht auf eine bestimmte endlose Zahlenfolge 
unter den unzahlig vielen vorhandenen ein, sondern denken uns eine ganz 
beliebige. Das einzig als wesentlich Gbrigbleibende ist also dies: Strebt 
die Veranderliche %(, nach einem Grenzwert a, so soli dies heiBen: Nach 
geniigend vielen Schritten soil u von a um weniger als eine 
beliebig klein angenommene positive Zahl A abweichen, d. h. 

\u — a \ <h 

sein. Dies also ist die Bedeutung der Formel lim z* = a. Fiir den Gebrauch 
bedient man sich auch einer anderen Redeweise. Man sagt: die Diffe- 
renz soil unendlichkiein werden. Das XJnendlichkleine 
ist hiernach in der Mathematik nur eine zur Vereinfachung eines sonst 
iimstandlichen Ausdruckes eingeftihrte Abkurzung und bedeutet keine 
philosophische Spitzfindigkeit. 

Wir wollen jetzt annehmen, daB zwei veranderliche GroBen u und 
nach bestinimten Grenzen a und h streben: 

lim u = a, lim v = 6. 

DaB dann ihre Summe nach der Summe a -{-I streben wird und 
ihre Differenz w — t; nach der Difierenz a — 6, diirfte dem Leser 
augenscheinlich sein. Denn es leuchtet ein, daB man u und v so nahe 
bei a und h annehmen kann, daB u -f- voder u — v so wenig, wie man 
nur immer will, von a + b oder a — b abweicht. 
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Entsprechendes 'gilt fiir das Produkt mu iind fiir den Quotienten 
M : V. Sie streben, falls u naeh a und « nach i strebt, augenscieinlich 
naeh ab und a : b. Dies woUen w aber noch geometriseh veran- 
schaulichen: 

bn Fall eines Produktes verfabren mr so: Die veranderlichen 
GrSBen u und v veranschauliehen wir uns durch die Breite und Hohe 
eines Eechtecks, siehe Fig. 57, das dann den 
Flacheninkalt u v hat. Wenn nun u naeh a und 
V nach 6 strebt, also so'wohl tt— a als auch v — b 
absolut genonunen Meiner \vird als eine beliebig 
klein angenommene positive ZaU h, erheUt, daB 
der Unterschied der Flaeheninhalte uv und ab 
der beiden Rechtecke in Fig. 57 so klein ge- 
macht werden kann, wie man nur will, -wenn 
man eben nur h hinreiehend klein wShlt. Dies 
aber bedeutet : Wenn lim m = a und lim u = 6 
ist, -wird auch lim (uv) = a b. 

WoEen wir uns auch den Fall des Quo- 
tienten M ; u geometriseh veranschaubchen, so werden "wir uns m als 
den Flkcheninhalt eines verSnderliehen Quadrates ABCD undu als eine 
Strecke von veranderbcher LSnge BA vorsteEen, die wir auf der Geraden 
AD uber Jihinaus antragen, siehe Fig. 58. Wenn wir dannS mit B 
verbinden und auf EB in B das Lot 
errichten, wird dies Lot dieGerade AD 
in einem Punkte F treffen. Nun ist 
im rechtwmkligen Dreieck EBF das 
Quadrat der H6he AB, also der 
FlScheninhalt m, gleioh dem Eechteek 
aus den Abschnitten EA und AF der *-v-^ 

Hypoteiuse, also aus v und AF, mithin Fig. 68. 

u—v. AF Oder AF = u :v. Somit 

wird der Quotient u : v durch die Strecke AF dargestebt. Jetzt soli 
u nach a und v nach b streben. Wir geben uns a als den Inhalt eines 
Quadrates, des in Fig. 58 gestriehelten rait der Seite AB', •wShrend 
wir uns b durch die Strecke E'A versinnlichen. Das in B auf E'B' 
crriehtete Lot trifft die Gerade AD in einem Punkt P' so, da6 
AF' = a :h ist. Nun erhellt: Wenn man B hinreiehend nahe bei 
B' und E hinreiehend nahe bei E' armimmt, ruckt F so nahe an F', wie 
man nur immer will. Dies besagt: Wenn m nach a undo; nach b strebt, 
wird auch u : v nach a : b streben. Anders ausgedriickt: Aus lim u — a, 
und lim v = b folgt lim'(M :v) = a :b. 

Beide SchluBfolgerungen, sowohl die fiir das Produkt mu als auch die 





2 
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Fig. 67. 
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fto den Quotienten u : v, kann man auch rein rechneriseh durchfUliren, 
jedoch ist das lange nicht so anschaulich wie die geometrische Behand- 
Inng, nnd deshalb woUen wir gar nicht darauf eingehen. Dagegen ist zu 
bemerken, daii unsere Schlufifolgerung fiir den Quotienten tt : « in einem 
Fall versagt. Denn es handelt sich hier darum, daB FF' beliebig klein 
gemacht werden kann, wenn- B hinreichend nahe an B' sowie B hia- 
reichend nahe an B' heranrttckt, und dies trifit nicht zu, -wenn das in B' 
auf E'B' enichtete Lot die Gerade AD gar nicht in einem Punkte F' 
schnddet, sondem zu ihr parallel ist, d. h. -wenn E'B' zu AD senkrecht 
ist, mithin-weimP' in^ liegt, also S'^oder 6 = 0 ist. Der SchluB, daB 
lim (« :u) = 0 : 6 ist, falls lim u = a und lim = 6 ist, gilt also 
nicht, wenn 6 = 0 ist. Die Annahme 6 = 0 ist jedoch Oberhaupt 
auszus^eBen, weil die Division a:6 nicht erlaubt ist, wenn 
6 = 0 ist. Dies wird ja schon auf der Schule gelehrt und beruht einfach 
d^uf, dafi die Division aJs ^e Umkehnmg der Multiplikation erklart 
wi Denn unter a ; 6 wird diejenige Zahl c verstanden, die mit 6 multi- 
pMert a gibt. Wenn aber 6 =0 ist, gibt j e d e Zahl c multipliziert mit 6 
NuE. Ist also dann a mcht gleich Null, so ist die Division unmoglich. 
Am der unerlaubten Division mit Null beruht ja auch der bekannte 

Tm^hluB: Da 3 . 0 = 4 . 0 ist, ergibt sich durch die nicht gestattete 
Division nut Null 3 = 4. 

Nm g^ nebenbei sei erwahnt; Ist nicht nur a = 0, sondern 
smh 6 = 0, so ist die Division a : 6 nicht deshalb unerlaubt, weil sie 
e^aumnogheh ware, sondem deshalb, weil sich jede beliebige 

T • i «. wenn a und 6 

gleich Null smd. 


WahiMheinlich hat der Leser gar nicht gemerkt, daB wir bei den 
in der Anlmtipfung an Fig. 57 und 58 auBer acht gelassen 

A V = a6 und lim (« : e) = a : 6 alch hin- 

der ^rzeichen stimmen. In den Figuren haben wir ja nur 
&^eamd naehen amsich, also absolut genommen, ins Auge gefaBt. 
?Xflnteh? ayszufaUen: Nehmen wir zunhchst an, daB 

doch klar, daB « bei hinreichender 

Annaherung an 6 dasselbe wie 6. Also stimmen die Vor- 
^ ^ = ° es auf das Vorzeichen von 

am oas von tt : V, da dann a : 6 = 0 ist. 

radf^At r ^ wurde, konnen wir a 

Bgebnisse in F^ln so ausf unsere 
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f lim \u + v) = lim u + lim v , 

/ON J lim {u — v) = lim i€ — lim v , 

^ . j lim (u . v) = lim u . lim v , 

^ lim {u : v) == lim u : lim v fiir lim 4= 0 . 

Zum letzten Fall sei noch bemerkt: Wenn u nach einer von Null 
verschiedenen Zahl a,^ dagegen v nach dem bisher ausgeschlossenen 
Wert Null strebt, wird der absolute Betrag von u : v immer groBer, je 
weiter die Annaherung von u an a und von v an Null fortschreitet, d. h. 

I u : V I strebt iiber jede noch so grofie positive Zahl binaus. Man sagt 
dann, dafi \ u :v \ nach + ^5 dem Positiv-UnendlichgroBen strebt. 
Doch dies nur nebenbei. 

Wenn Summen, Differenzen, Produkte oder Quotienten von mehr als 
zwei Gliedern vorkommen, gelten ganz entsprechende Grenzwertformeln. 
Dies kann man auf Grand von (7) leicht beweisen. Wir begniigen uns 
mit dem Beispiel eines Produktes u v w von drei Faktoren. W egen 
nvw~(uv).wgiht die dritte Formal (7), indem man sie auf das 
Produkt von zwei Faktoren uv und w anwendet: 

lim {uvw) = lim v) , ^(;] = lim (u v ) . lim w . 

Nun aber gibt dieselbe Formel auch : 

lim (u v) = lim u . lim v . 

Wird dies in die vorhergehende Gleichung eingefiihrt, so kommt: 
lim (uvw)==: lim u . lim v . lim w, 

Ebenso einfach sind die ubrigen;Beweise. Somit ergibt sich iiberhaupt der 

Satz 10: Der Grenzwert eines aus mehreren Verander- 
lichen durch Addition, Subtraktion, Multiplikation oder 
Division gebildeten Ausdruckes ist gteieh demselben Aus- 
druck, gebildet fur die Grenzwerte der einzelnen Glieder* 
Abzusehen ist dabei von solchen Fallen, wo ein Nenner, 
nach Null strebt. 

Insbesondere ist, falls fceine Konstante bedeutet und ein^ Ver- 
anderliche u nach einem Grenzwerte strebt: 

lim (u + k) = .lim u+ k, 

lim (u — k) = lim u - k, 

lim (k u) = k lim u, 

lim (fc : u) = k : lim u fur lim +. Q . 

Wir betraehten jetzt wieder die allgemeine quadratische 
Funktion: 


Sf’hcfft'rs. Lchrbuch der Mathematik. 
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(8) y = ax^ + bx + e 

wie auf S. 61. Hier sollen a, b, c gegebene Konstanten bedeuten. 

Der Veranderliehen x denken ■wir ims irgendeinen Wert er- 
teilt; zu ihm gehort nach der Vorschrift (8) ein gewisser Wert y. Nun 
mOge jener Wert xxtsa. Ax wachsen, d. h. at + ^ a: sei ein zweiter Wert 
der nnabh^gigen Veranderlichen. Zu ihm gehfirt ein neuer Wert 
der abhangigen Veranderlichen, nSmlich der Wert y -{■ Ay , wenn A y 
den erfolgten Zuwachs darstellt. Gerade so wie (8) haben wir anzusetzen: 

y Ay — (i{x Ax)^ -{-b (x Ax) c. 

Hieraus und aus (8) folgt durch Subtraktion wie schon auf S. 51: 


( 9 ) 


Ay — (2ux -j- b 0 , Ax) Ax. 



Die Fig. 59 diene zur Veranschaulichung. 
Darin soli P den Bildpuiikt mit den Koor- 
dinaten x und y und Q, den Bildpunkt mit den 
Koordinaten x-{- Ax und y Ay vorstellen. 

Wir lassen jetzt Ax unendlich klein 
werden, i.h. A x soil nach dem Grenzwerte 
Null streben, in Formel: lim Ax = 0. Nach 
welehem Grenzwerte strebt dann Ay? Aus 
(9) ergibt sich nach Satz 10; 


lim Ay = {2ax-)-b-\-a lim A x) Um A x. 

Wegen lim 4 a: = 0 ist der Inhalt der Klammer gleich 2<ia: 4 b und 
der zweite Faktor rechts gleich Null, also: 


Um Ay — 0. 

Jede quadratische Funktion y von x ist mithin so be- 
schaffen, da£, falls der Zuwachs Ax der unabhS,ngigen Ver- 
anderlichen X nach Null strebt, dasselbe von dem zuge- 
hSrigen Zuwachs Ay der Funktion gilt. Deshalb folgen die BUd- 
punkte der quadratischen Funktion so aufeinander, da6 sie iiberall eine 
voUkommen dichte Kette bilden. Aus diesem Grande nennt man die 
quadratischen Funktionen stetige Funktionen. 

Aus (9) folgt weiter durch Division mit Ax: 

(19) ^ = 2aa: -f & 4- a ^ a:. 

Geometrisch stellt der Quotient die Steigung der Geraden vom Bild- 
punkte P nach dem Bildpunkte Q in Fig. 69 dar. Wir fragen nach dem 
Grenzwerte dieses Quotienten fur limA 2 : = 0. Nach Satz 10 ergibt 
sich aus (10): 
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lim4-^ = 2a'i: + J + a lim^/ jc, 

/la: 

also, da lim /I a; = 0 ist : 

(11) lim^== 2aa: + J. 

Wenn A z und also auch, wie wir sahen, Ay unendlieh klein wird, sagt 
man, da6 der Bildpunkt Q unendlieh nahe an den Bildpunkt 
P rucke oder naeh P strebe. Dabei bleibt <3 bestandig ein Bikl- 
punkt, d. h. Q bewegt sich langs der Bildkurve der quadrati- 
schen Funktion auf P zu. Die Formel (11) besagt daher: Wenn 
Ax unendlieh klein wird, strebt die Sekante^ PQ durch den festen 
Bildpunkt P mit der Abszisse x und durch einen veranderlichen Bild- 
punkt Q nach einer Grenzlage, deren Steigung den Wert 2ax-{-b 
hat. Diese Grenzlage ist als die Gerade von P nach einem unendlieh 
benachbarten Punkte der Bildkurve der quadratischen Funktion zu 
bezeichnen und heiBt die Tangente der Bildkurve in P. 

Ax und Ay sind Differenzen, namlich die der Abszissen von Q 
und P und der Ordinaten von Q und P. Will man ausdriicken, daS 
Ax nach Null strebt, wobei, wie wir sahen, dasselbe von Ay gilt, so 
pflegt man A x und Ay m\t dx und dy zu bezeichnen und nicht mehi 
Differenzen, sondem Differentiate zu nennen. Das Differential 
einer Veranderlichen bedeutet also einen nach Null stre- 
qenden Zuwachs der Veranderlichen. Da nun schon in diesen 
neuen Bezeichnungen dx und dy Hegt, dafi Ax und Ay nach dem 
Grenzwerte Null streben, kann man statt (11) schreiben: 

(12) ^-| = 2ox-(-6. 

Unter deni Quotienten dy : dx wird also der Grenzwert ver- 
standen, nach dem der Quotient J?/ : zla; zusammengehoriger 
Zunahmen von y und x streht, falls Ax unendlieh klein wird. 
Er ist als der Quotient der Differentiale oder kiirzer als der Differential- 
quotient der quadratischen Funktion (8) zu bezeichnen. Geo- 
metrisch bedeutet er die Steigung der Tangente ihrer Bildkurve in 
demjenigen Punkte P, der zu der gewahlten Abszisse x gehbrt. 

Wir haben hier zwar nur Betrachtungen aus dem vorigen Para- 
graphen wiederholt. Aber wir haben dabei eine Anzahl von Fach- 
ausdriicken eingefiihrt, die uns kiinftig erlauben werden, statt danger 
Auseinandersetzungen kurze Schliisse zu machen, wobei man sich dann 
immer an die in dem gegenwMgen Paragraphen gegebenen Erkltoingen 

^ Die Sekante P Q ist die Gerade, die P mit Q verbindet, in ikrer ganzen Aus- 
dehnung iiber P und Q hinaus. Die Streeke PQ dagegen heifit eine Sehne. 
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erinnem und den wichtigen Satz 10 im Auge behalten mufi. Wir 
haben nun noch einiges zu sagen, was sich nicht bloB auf quadratisChe, 
sondem auch auf andere Funktionen bezieht. Da aber dieser Para- 
graph schon lang genug geworden ist, tun wir es im nilchsten. 

§4. Differentialquotienten von Summon, Produkten und Briichen. 

Irgendeine Funktion 

( 1 ) 

lipge vor. Dann kann man versuchen, auch hier diejcnigen Betrach- 
tungen durchzufuhren, die wir bei einer quadratischen Funktion 
anstellten. GewiB dflrfen wir uns kflrzer fassen; wer doch noch 
Schwierigkeiten bat, blicke auf die entsprechendeii Auscinander- 
setzungeu' fiber die quadi'atischen Funktionen im vorhergehendon 
Paragraphen zuruck. 

Ein Wert x werde irgendwie bestimmt gcwahlt; zu ihm gehort 
ein Wert y der Funktion (1). Statt x benutzen wir nun einen be- 
liebigen anderen Wert x-\-Ax, indem wir den Zuwachs oder die 
Differenz A x beliebig lassen. Zu x-\- Ax gehort der Funktionswert 
j{x-\-Ax), den wir y-\-Ay nennen kSnnen: 

y+ Ay ^i{x^ Ax). 

Wird hiervon der Wert (1) abgezogen, so kommt: 

(2) Ay = i{x-{-Ax) — i{x). 

Nun erhebt sich die Erage, wohin Ay strebt, falls Ax nach Null 
strebt Oder also, wie man ja daffir auch sagt, falls Ax unendlich 
klein wird. Diese Frage konnten wir bei einer quadratischen Funktion 
beantworten. Allgeniem ist das nicht moglich, weil wir keine be- 
Etimmt gegebene Funktion betrachten. Vielmehr kbnnen wir nur 
sagen, was kfinftig unsere erste Aufgabe bei jeder neu vorkommen- 
den Funktion f{x) sein wird: Wir haben zu untersuchen, o\> Ay nach 
Null strebt, wenn Ja: es tut. Ist dies der Fall — und das wird 
meistens eintreten — , so sagt man, daB sich die betrachtete Funktion 
f{x) stetig verhalte. Geometrisch bedeutet es, daB die Bildpunkte 
eine vollkommen dichte Kette ausmachen, oder auch: Wenn Ax 
nach Null strebt, strebt der Bildpunkt mit den Koordinaten x-\- AXy 
y-\- Ay nach dem Bildpunkte (x ;y). 

Der aus (2) dureh Division mit Ax hervorgehende Quotient 

— lix + Ax)~ Kx'i 
Ax Ax 


( 3 ) 
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von zusammengehorigen Zunahmen von y nnd x bedeutet geometrisch 
die Steigung der von dem Bildpunkte {x’,y) nach dem Bildpunkte 
{x-Y Ax-,y -{■ Ay) gehenden Geraden. Unsere zweite Aufgabe ist cs 
null, bei jeder neu vorkommenden Funktion f(x) festzustellen, ob auch 
dieser Quotient fur lim Ax~0 einen Grenzwert hat. Ist es der Fall, 
so heifit der Grenzwert der Differentialquotient der Funktion fix), 
indem man A x und A y beim Grenzilbergange lim Ax=0 und lim Ay=0 
als Differentiale dx und dy zu bezeichnen pflegt, so da6 allgemein 
dy : dx einen Differentialquotienten bedeutet. 

Der Differentialquotient einer stetigen Funktion t/ = /(a;^ 
ist hiernach der Grenzwert des Quotienten aus zusammen- 
gehorigen Zunahmen Ay und Ax von y und x fiir den 
Fall, wo Ax nach Null strebt. Geometrisch stellt er die 
Steigung der Tangente der Bildkurve der Funktion in dem- 
jenigen Bildpunkte dar, der zu dem angenommenen Werte x 
gehbrt. Die Tangente darf man als die Gerade durch den 
Bildpunkt (x\y) und durch einen unendlich benachbarten 
Bildpunkt der Funktion bezeichnen. Sie ist die Grenzlage 
der Sekante vom Bildpunkte (a:; y) nach einem anderen Bild- 
punkte fiir den Fall, wo dieser zweite Bildpunkt langs der 
Kurve nach dem ersten strebt. Vgl. Fig. 59 auf S. 66. 

Wir haben im vorhergehenden die beiden Aufgaben angegeben, die 
unserer bei jeder neu vorkommenden Funktion barren. Das sind die 
ersten Aufgaben der sogenannten Differentialrechnung. Die Bei- 
spiele in § 2 werden es schon klar gemacht haben, wie wichtig der Begriff 
des Differentialquotienten ist. Mankannsagen,dafi der Differential- 
quotient uberhaupt der wichtigste Begriff in der hoheren 
Mathematik ist. Den Differentialquotienten einer Funktion ermitteln 
heifit: die Funktion differentiieren. Man wird sehen, dafi sich im 
Lauf unserer Betrachtungen ein sehr einfaches, geradezu handwerks- 
niafiiges Verfahren der Differentiation ergeben wird. Man lernt es bald 
mechanisch so gut, dafi man oft dardber ganz vergifit, was der eigent- 
liche Begriff des Differentialquotienten ist. Wem das geschieht, der gleicht 
jemandem, der eine schone Reise nach einem bestimmten Ziel antritt, 
aber uber den Annehmlichkeiten der Reise vergifit, wohin er eigentlich 
wollte. 

Dafi man fiir das Differentiieren gewisse wie gesagt geradezu hand- 
werksmafiige Regeln aufstellen kann, verdankt man in nicht geringem 
Mafie dem Umstande, dafi Leibniz (1646—1716), der gleichzeitig mit 
Newton (1643 — 1727) in den letzten Jahrzehnten des 17. Jahrhunderts 
die Differentialrechnung erfand, sofort mit kundigem Blick. die Be- 
zeichnungen pragte, dercn Anwendung das Verfahren so bequem 
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uiacht. Selbst die Englander brauehen statt der von Newton 
benutzten Z'eichen heutzntage meistens die unseres Landsmanns 
Leibniz. In der Philosophie spielt Leibniz bekanntlich auch eine 
RoUe, aber das Beste hat er mit der Differentialrechnung fur den 
Aufschwung der Mathematik, der Naturwissenschaften und der 
Technik geleistet. 

Damit der Leser fur den Differentialquotienten eine Hochachtung 
empfinde, wie aie ihm vielleicht die vorhergehende rein mathematische 
Erklarung nicht einzufloBen vermocht hat, sei nur einer der vielen Falle 
kurz erwahnt, in denen der Differentialquotient von grdUter Bedeutung 
ist: Angenommen, x sei das MaB der Zeit in Sekunden, y dagegen in 
Metem der Weg, den ein beweglicher Punkt, ein Mobil, nach irgend 
einem Gesetz in der Zeit x zuriicHegt. Der Weg ist dann eine Funktion 
der Zeit x. Zur Zeit x hat das Mobil y Meter durchlaufen. Nitnmt die 
Zeit um A x Sekunden zu, so legt das Mobil, weiterhin A y Meter zuriick. 
Der Quotient Ay : Ax \s,t die Geschwindigkeit des Mobile in diesem 
Zeitraume Ax; aber iftx aUgemeinen wird sie fiir verschieden groBe Zeit- 
raume ^ a; verschieden groB ausfallen. Man tut daher besser, den Quotien- 
ten die durehschnittliche Geschwindigkeit in dem Zeitraume 
von X bis a: + 4® Sekunden zunennen. Femer geht ffir lim Ax=0 
aus dem Quotienten Ay: Ax der Differentialquotient dy : dx hervor, der 
also diejenige Geschmndigkeit ist, die zu einem unendlich kleinen Zeit- 
raum dx gehort, die sogenannte momentane Geschwindigkeit, 
n&mlich die im Augenblicka:. Sie ist nicht nur fiir den Mathe- 
matiker, sondem fiir jedermann ein SuBerst wichtiger Begriff. Dies 
ist aber nur eine der vielen Erscheinungsformen, in denen der 
Differentialquotient in den Natunrissenschaften vorkommt. — 

Wir trefien jetzt die Vorbereitungen fiir die Art der Berechnung von 
Differentialquotienten. 

Oft wird es sich zeigen, daB eine Funktion f(x), die differentiiert 
werden soli, dieSumme oderDifferenz von zweieinfacherenFunktionen ist, 
wie z. B. a:® + 5 a: — 3 die Summe von a;® und 5 a:-- 3. Ebenso kommt 
es vor* daB eine Funktion als Produkt zweier Funktionen gegeben 
ist, wie z. B. (a: — 5) (a:® -j- 3) als Produkt von x — 5 und x® -f- 3. 
Ji^inktionen konnen auch als Briiche aus zwei Funktionen gegeben 
sein. Deshalb erhebt sich die Frage, ob man den Differentialquo- 
tienten der Summe, der Differenz, des Produkts oder des 
Bruebes berechnen kann, sobald man die Diferentialquo- 
tienten der einzelnen Bestandteile kennt WSiv diese Frage 
zu bejahen, so batten wir ein Mattel, die Aufgabe, verwickelte Funk- 
tiqnen zu differentiieren, auf die Differentiation einfacherer Funktionen 
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zuriickzufiihren. Dies ist gliicklicherweise der Fall. Die aufzustellendeii 
Regeln sind noch dazu ziemlich einfach. 

Zwei Funktionen von x, also zwei von x abhangige Vertoderliche, 
mogen u nnd v heiUen, und wir wollen annehmen, daB wir ihre Diffcren- 
tialquotienten 

du dv 

■j- und 
dx dx 

schon kennen., ‘Die erste Frage ist dann, wie man den Differentialquotien- 
ten ihrer Summe 

y z=:U + V 

berechnen kann. Diese Summe y ist, da u und v von x abh§,ngen, eben- 
falls eine Funktion von x. 

Um ein Beispiel ins Auge zu fassen: u sei die L^nge eines Metall- 
stabes, v die eines zweiten aus anderem Metall, beide init dem Meter ge-* 
messen und zwar bei einer Temperatur von x Grad. Dann sind u und v 
Funktionen der Temperatur x, da sich die Stabe bei wachsender Tempera- 
tur ausdehnen, Sind beide Stabe aneinandergelotet, so daB ein Stab 
von der Lange y = -f- v Mctern vorliegt, so wird sich auch seine Lange 
mit der Temperatur x andem. Nun leuchtet ein, daB bier ein sehr ein- 
f aches Gesetz besteht. Trotzdem woUen wir es mathematisch ableiten: 
Die Temperatur x nehme um -d x zu, infolgedessen die Lange umxi A u 
und die Lange v um d v. Dann nimmt die Gesamtlange y ebenfalls zu, 
um A y. Ebenso wie 

2/ == it ~|- u 

ist, muB auch 

y + Ay = (u + Au)+ {v + Av) 

sein. Ziehen wir die erste Gleichung von der zweiten ab, so kommt 
(4) Ay Au + Av 

Oder, da y =zu~{-v ist: 

A(u-\~v) = Au + Av, 

InWorten: Die Anderung einer Summe ist gleich der Summe 
der Anderungen der Summanden. Siehe Fig. 60. 


tr 


Afaw) 


Fig. 60. 

Sind u uiidt; stetige Funktionen von x, so werden Au und Av 
unendlich klein, sobald Ax unendlich klein wird. Dann sehreiben wir 
dx, du, dv statt Ax, Au, Av. Nach Satz 10, S. 65, folgt aus (4): 

lim d 7/ = lim d 4- 1 ™ d v, 
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d. h., da lim 2l M = 0 und lim Av = 0 ist: 

lim ^ y = 0. 

Statt Ay diirfen w somit <Z?/ schreiben, und es gilt der 

Satz 11; Die Summe zweier stetiger Funktionen ist eben- 
falls eine stetige Funktion. 

Aus (4) folgt aufierdem 

A y _Au , 

X X ' /lx 

Oder, wenn Ax zum Differential dx wird, wieder nach Satz 10, S. 65: 

/g\ dy d> u ■ d V 

dx dx dx^ 

in Worten: 

Satz 12: Der Differentialquotient einer Summe ist gleich 
der Summe der Differentialquotienten der Summanden. 

Man kann, da = w + v ist, die Gleichung (5) aucli so schreiben: 

^0) , d(u-jr v) du . I dv 

dx dx' dx 

und in Worten so ausdriicken* Eine Summe wird differentiiert, 
indem man jeden Summanden fur sick differentiiert Dies 
ist nicht voUig erschopfend, eigentlich muBte noch hinzugeftigt werden: 
und dann die Summe bildet, aber dies versteht sich von selbst. 
Man sagt auch: Eine Summe wird gliedweise differentiiert. 

Der Satz gilt auch fur Summen von mehr als zwei Gliedern 
sowie fur Differenzen. Denn wenn z. B. yz=u — v ist, wird 

Ay = Au — Av 

Oder auch: 


JU 



Kg. 61 . 


' 1 A(u- — v) = Au — Av, 

siehe Pig. 61, woraos dann ganz entsprechend wie vorher folgt: 

^ du dv 


dx dx dx' 

Ako aucbDifferenzen werden gUedweise differentiiert. Daher allgemein: 
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Satzl3: Eine algetraische Summe von melireren Tunk- 
tionen wird gliedweise differentiiert. 

• Die Gleiehung (4) and (7) gelten insbesomdere, wenn sieb m und v 
nar unendlich wenig bndern. Also: 

I d (m + f) = dW’ + dv, 

\ d(w — v)= du — dv. 

Trotz der Selbstverstandliebkeit dieser Ergebnisse woUen w sie so aus- 
sprechen: 

Satz 14- Das Differential einer Summe oder Differenz ist 
gleich der Summe oder Differenz der Einzeldifferentiale. 

Wir woUen jetzt eine Funktion y von x betraebten, die das Mache 
einer Funktion w von aj ist: 

y hU. 

Dabei sob h eiueKonstante sein. Wachst xvxa.Ax, so iracbse u um A u. 
Dabei gebe y in y+ Ay ilber. Dann kommt: 

y Ay :=^1c(u + A 

also, wenn hiervon y hu abgezogen. wixd* 

Ay ^Ic Avi» 

N'^ch Satz 10, S. 65, ist daher: 

lim zl y = fc lim A u. 

Im Falle lim J = 0 ist mithin aucb lim A t/ = 0, d. b. : 

Satz 15: Ein konstantes Vielfaches einer stetigen Funk- 
tiop ist ebenfalls eine stetige Funktion. 

Ferner ergibt sich aus (9) d«rch Division mit Ax: 


Ay 1.^4 u 


und hieraus fur lim = 0: 


dy 

dx 


, du 


d. h.: 

Sfttzie- Der Differentialquotient eines konstanten -Yiel- 
tac “e“;rXkti0B is. 

facben des Differentialquotienten der Funktion. 

Wir haben z B in § 2, S. 47, gesehen, daB der Differentialquotie^ 

dor A 2 X it Ai.' i.. d.r 

gleich fc . 2a! oder 2fca:, wenn fc eine Konstante bedeutet. 
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Wir erwahnten in § 2, S. 52, da8 das dort gefundene Ergebnis, wonacli 
die Punktion 

y 0 )^ ~|“ "bx — j— c 

den Differentialquotiepten 

= 2aa:+ I 

hat, nieht ausiYendig gelernt zu wden braucht, vielmehr aus dem Kopf 
abgeleitet werden kann. Dies wollen wir jetzt zeigen: 

ZunSiOhst hat die Punktion i/ = a^, 'wie gesagt, den Differential- 
quotienten 


BetrMhten wir zweitens die Punktion y = x. Wie groB ist ihr 
Differentialquotient? Nach Vorschrift soil hier die abhtogige Ver- 
anderhchei/ gerade so groB wie die unabhangige Veranderliche a; sein; 
^80 ist auch ihr Zuwachs Ay gerade so grofi wie der Zuwachs Ax^ 
. . Ay . Ax = l, was insbesondere auch gilt, wenn der Zuwachs 
von X unendlich Mein wird; daher: 


^ _ 1 
dx ~ 

Die Ikage nach dem Differentialquotienten der Punktion w = a: ist also 
ganz einfach zu beantworten. Dennoch halten wir es fur nutzlich, darauf 
hinzuweisen, daB man die Antwort auf diese Prage sofort im Kopfe haben 
muB, w^ man das Prtthere verstanden hat. Denn w == a: ist ja eine 
hneaxe Punktion von a; und ihre Bildkurve die Gerade, auf der die Ab- 
szisse stets gleich der Ordinate ist, d. h. die Gerade durch den Anfangs- 
punkt nut der Steigung 1. 

die Punktion y = e,vioc eine Konstante 
sei. Wie groB ist ihr Differentialquotient? Man mochte vielleicht 

a! w ^ Punktion von x, da rechts x nicht 

a^tntt; aber das stimmt nicht. Unter einer Punktion y von ai 

jeden Wert von ® einen 
geivissen Wert hat. Das ist Jetzt auch der Fall: Pur jeden Wert 

Me Bildpunkte, d. h. alle Punkte, deren Abszissen x beliebig und 
eren Ordinaten gleich c sind, liegen augen- 
^heinlich ai^ einer Parallelen zur ai-Achse (siehe 
62). Diese Gerade hat die Steigung Null, 

• S® n y = c den Differentialquotienten 

JNuJl. Aber dies muB dem Leser ohne 

weiteres selbstverstandlich sein. Denn 
wenn y gleich einer Konstanten ist, heiBt das 


IF 


Fig. 62 . 
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ia, da6 sich y liberhaupt nicht andert, dafi also djniieht nach Null 
strebt, sondern gleieb Null ist, also auch ^2/ : ^ j_ 

Ma.Ti findet zuweilen in Lehrbttehem den Satz. Der Dif 
quotient einer Konstante ist gleieb “^Sib^e der 

dies ganz selbstverstandlich sei, namhch nur erne 
platten Wahrheit: Die Anderung einer unveranderliche 

M 'iaben wii boantwortet, di« Mb dan Merential- 

„u,£^.a vTa> * aad « .. K. Dffler«.tiall«»t.enten smd 

2 a;, 1 undo. Nun kommt die Frage; Fnnktion 

Wie groB ist der Differentialquotient der Funktion 

y — ax^ + bx + e? 

Vor allem ist diese Funktion y eine Summe. Nach Satz 13 ist also 
ilu ■ dx gleieb dem Differentialquotienten von ax^ plus dem 
1, dl “ voa « irt Li gleieb W. Wii — ^ 

^ 1 , d:* ttati n nnd den von 6 x berechnen und beide addieren. 

Nai s'sSz 16 ist aber der Difierentialquotieiit o^'^^FemS 

o-fachen des Differentialquotienten von x , also gleieb a. . 

ist naeh Satz 16 der Differentialquotient yon 

des Differentialquotienten von x, der gleieb 1 ist. 

den Differentialquotienten 1. Also kommt: 


Oder: 


tl=.a.‘ix + l.l + 0, 

d X 

^=.2ax + l, 

ax 


dureb unsere beiden Satze 13 und 16 auf die zuruckgefi^, » 1 . nach 
Satzl3 ffliedweise differentiiert, d. h. oIb. 

wto ld amd meaetaate Falt.i.a, die aaab SaB 16 ala 

M I" * aaB .ia Pi.dubt vaa ^ ^oa» 
Ilifferentiie^ Ftir die Summe batten 'wir den emfa«hen Satz, di^ die 
Anderung einer Summe gleieb der Summe der Auijniiigen der 

indem wir den ersten e^a 

L'?^XS'36 -12 .d«V Dagegea i.t da. ftodakt der Aad»«a- 
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gen der Faktoren nur 2 . 3 oder 6. Die Anderung eines Produktes ist 
also nicht gleich dem Produkte der Anderungen der Faktoren. 

Wii’ mussen vielmehr die Frage fur das Produkt besonders be- 
handeln. Wir verstehen unter u und v zwei Funktionen von x, und 
es sei y ihr Produkt: 

(10) y — uv. 

Urn ein anschauliches Beispiel zu haben, nehmen vdr wieder an, u und v 
seien die Langen zweier Stabe aus verschiedenen Metallen. Jeder Stab 
sei aber doppelt vorhanden, und wir denken uns 
itJtf die vier Stabe zu einem Rechteck zusammengclStet. 

H Der Flacheninhalt des Rechtecks ist dann gleich uv 
Oder y. Dies alles gelte bei der Temperatur von 
X Grad. Wachst nun die Temperatur um A x Grad, 
so dehnen sich die Stabe aus. Das Rechteck ver» 
^ grSBert sich, seine Seiten haben jetzt die Langen 
Fig. 63. w + Juund V Av, und sein Inhalt ist jetzt 

gleich y-\- Ay. Aus Elg. 63 erkennt man, daB der 
Zuwachs Ay des Inhaltes die Summe der Inhalte dreier Rechtecke ist: 

(11) Ay = vAu-\-uAv‘'+ Au . Av. 

Dies gilt auch, wenu Au oder Av negativ ist, also u oder v abnimmt. 
Dann ware die Figur allerdings anders zu zeichnen. Um alle FaUe 
zu umfassen, ist es daher besser, die Formel (11) rechneriseh ab- 
zideiten: Wie y = uv ist, so ist auch 

y+ Ay = X^+ Au){v+ Av) 

Oder ausmultipliziert: 

y + Ay — uv + Au . V + uAv + Au . Av. 


Ziehen wir hiervon die Gleichung (10) ab, so bleibt in der Tat der Wert 
(11) von Ay ubrig. 

Sind nun u und v stetige Funktionen von x und wird der Zu- 
wachs J a: unendlich klein, so werden auch Au und Av unendlich klein. 
Die Formel (Jl) zeigt, daB dann auch A y unendlich klein wird, nach 
Satz 10. S. Daher gilt der 

Satz 17: Das Produkt zweier stetiger Funktionen ist 
ehenfalls eine stetige Funktion. 

Aus (11) folgt weiter, wenn wir mit Ax dividieren: 


( 12 ) 


Ax-'^Ax 



Haben u und v Differentialquotienten, so treten sie in (12) auf, wenn 
Ax zum Difierential dx wird Also kommt dann nach Satz 10, S. 65: 
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dy du 

dx dx 


up^+^limAv. 

dx dx 


Da aber lim zit? = 0 ist, bleibt einfach iibrig: 


(13) 

Mithin gilt der 


du , dv 
dx ‘ dx 


Satz 18: Der Differentialquotient des Produktes von 
zwei Faktoren ergibt sich, wenn man jeden Faktor mit dem 
Differentialquotienten des anderen Faktors multipliziert 
und daiin die Siimme bildet. 


Da y = uv ist, konnen wir die Gleichimg (13) aiich so schreiben: 


du , dv 


was deshalb Besser ist, well diese Gleichung fiir sich den Satz 18 aus-* 
driickty ohne daB man Erlauterungen hinzuzufugen braucht. 

Wir wollen eine wichtige Anwendung machen, hamlich die 
Differentialquotienten der Funktionen x\ (x^ usw. bestimmen. 

Da diese Funktionen Produkte xx , , . sind, lehrt Satz 17 sofort, daff 
a?” eine stetige Funktion von x ist, wenn n eine ganze posi- 
tive Zahl bedeutet. 

Nun sei zunachst y^x^=^x,x^ also y das Produkt u v von x 
und V = X, Diese Funktionen u und v haben die Differentialquotienten: 


Nach (14) ist somit: 


du ^ dv 

dx ■ ’ dx 


d(x^ ) 

dx 


= 0 ) . 1 + . 1 = 


2iC. 


Wir haben also hier auf neuem Wege das aus § 2 bekannte Ergebni& 
gefunden, dafi x^ den Differentialquotienten 2x hat. 

Jetzt sei y = x^. Dies ist das Produkt von u = und v ^ 
und es ist : 


so daB (14) gibt: 

=x ,2x + x^ ,1 = 

ax 


Daher ist der Differentialquotient von (x? gleich 

Der Leser wird jetzt schon erraten, wie groB der Differential- 
quotient von ist. Er wird vermuten, daB sich ergibt. In der 
Tat, wenn 

y = , X 
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ist, setzen wir: 


u = x^ ^ 

Nach dem Vorhergehenden ist: 


Mithin kommt nach (14) 



V 



= X /dx^ + .1== 


Avomit die Vermutung bestatigt wird. 

Man sieht, dafi sich dieselbe Schlui^folgeruiig immer weiter fort- 
setzen lafit. Sind wir bis zu irgendeiner Potenz y = gekommen, so 
werden wir also vermutlich als Diifferentialquotienten den Wert 
erhalten, da wir sahen, daB der Differentialquotient iminer den Exponen- 
ten der Potenz zum Faktor hat und sein eigener Exponent nm Bins 
kleiner ist. Wollen wir diese SchluBfolgerung streng machen, so gehen 
wir wie folgt vor: 

Angenommen, wir wiiBten, daB den Differentialquo- 
tienten nx^'~'^ habe, wobei n eine bestimmte von den Zahlen 
2, 3, 4, . . . sei. Was wiirde aus dieser Annahme fiir den 
Di f ferentialquotienten von folgen? 

Diese Folgerung konnen wir leicht ziehen. Ist 

y = = X" . IT, 

so setzen wir: 


= X, 


Nach der gemachten Annahme ist: 

du d (a;«) _ 

dx dx ~~ 

auBerdem ist bekanntlich: 


n 


so daB — immer voransgesetzt, daB die Annahme richtig sei 
(14) folgt: 

a; . . 1 ==: (li + 1)^" 


— ans 


Also sehen wir: Wenn 


aj" den Differentialquotienten nx^"^^ 

hat/ muB 

0 ?*+^ den Differentialquotienten (u + 

habem 

Fur n = 4 aber ist die Annahme, daB den Differentialquotienten 
hat, richtig, wie wir oben sahen. Also folgt, daB x^ den Dif- 
fcrenlMquotienten hx^ hat Jene Annahme gilt demnach auch, wenn 
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w == 5 ist. Fiir n = 5 aber gilt wieder die Folgerung, daJi den Dif- 
ferentialquotienten hat. Jene Annahme stinimt daher anch fiir 

n = 6, usf. 

Wir haben durch diesen SchluB aus einer Annahme die Moglichkeit 
gewonnen, Schritt fiir Schritt weiter zu schlieBen zu einem immer um 
eine Einheit groBeren w. Man nennt dies Verfahren^ den SchlnB von 
n auf n + 1. Es zeigt uns: 

Satz 19: Der Differentialquotient der Funktion 

y = x*^ 

mit ganzem positiven Exponenten n hat den Wert: 


Niitzlich ist es, zu erlautem, daB dies anch fiir n = 1 richtig ist. 
Ntoilich fiir )^ = 1 ist ^ = jr, also der Differentialquotient bekanntlich 
gleich 1, wahrend der Satz den Wert 1 • cfi liefert. Aber in der Arithmetik 
wird festgesetzt, daB die nullte Potenz einer Zahl als 1 gelesen werden 
soli Also stimmt der Satz in der Tat auch fiir w = 1. 

Ja, sogar fiir n = 0 ist der Satz richtig. Denn dann ist == a:® = 1, 
daher der Differentialquotient gleich Null, und der Satz gibt in der Tat 
den Wert 

0 . ic- ^ = ~ = 0. 

X 

Wir wollen verraten, daB sich bald ergeben wird, daB der Satz 19 
auch dann richtig bleibt, wenn n eine negative ganze Zahl ist wie 
— 1, — 2, — 3 usw., imd spater werden wir sehen, daB er auch dann 
gilt, wenn n eine beliebige positive oder negative Konstante 
bedeutet wie z. B. n = — 7,642. 

Jetzt wollen wir noch einmal auf die allgemeine quadratische 
Funktion 

y = ax^-^bx + c 

zuriickkommen und zeigen, wie man sie nach den vorhergehenden 
Eegeln ganz handwerksmSBig differentiiert. Wir diirfen schreiben: 

y = ax^ + hx^ + cofi. 

Nach Satz 13 folgt zunachst: 

dy _ d{ax^) d(ba^) , d{cofi) 
dx dx ‘ dx ‘ dx ’ 

^ Nebenbei bemerkt heiBt es auch die vollstandige Induktion. 

® Man erreicht dadurch, dafi das bekannte Gesetz auch fiir 

n = 0 richtig wird, und andererseits darf man die Annahme a® = 1 machen, weil 
nur fiir ganzes positives n erklart wird, also fiir n = 0 noch nach Belieben 
er.klart werden kann. 
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nach Satz 16. waiter: 

dy _ 
dx 

naeh Satz 19 ist aber: 

d(x^) 


a^ + h^-P 

dx dx 


■r 


djaP) 

dx 


Also kommt: 


dx 


2x, 


d(x^) 

dx 


= 1 , 


dx 


4^ = a . 2x 4- & . 1 + c . 0 

ct X 


Oder in der Tat wie auf S. 76: 


dy 

dx 


= 2ax + h. 


Schliefilicli kommen wir zur Berechnimg des Differential- 
quotienten eines Bruches. Wieder seien u mid v Funktionen 
von X, und es sei 

(15) y = ^. 

Wennaj nm Ax wachst, wacbse \xmAu, i; urn Av und y um Ay- 
Dann muB sein: 

, A V,’\‘ Au 

Ziehen wir hiervon die Gleichnng (15) ab, so kommt: 

. u-\- Au u 

^2/= * 

V Av V 

Bringen wir dieBruche auf den Hauptnenner (v-j-Av)v, indem wir 
den ersten mit v und den zweiten Tdit v Av erweitern, so kommt: 

uv-\-Au •v — uv — uA V 


Ay= 


Oder 

(lb) 


Ay = 


(v 4- Av)v 
vAu — uA V 


(v-hAv)v 

Sind nun u und v stetige Funktionen von x, so streben Au und Av 
nach Null, wenn A x naeh Null strebt. Nach Satz 10, S. 65, ist ferner der 
Grenzwert des Bruches (16) gleich dem Bruch aus den Grenzwerten von 
Zahler und Nenner, vorausgesetzt, daB der Grenzwert des Nenners 
nicht gleich Null ist. i)a dieser nach demselben Satz gleich 


V lim (v + Av) = v (v + hm A v) 




wegen lim A v 

lim Ay 


0 ist, setzen wir also 4 = 0 voraus. Also folgt aus (16) 
lim (vAu — uAv) V lim A u — ti lim A v 


Weil nun lim Au - 
Mithin gilt der 


-U* |;2 

0 und limAv^ 0 ist, folgt hieraus lim 4.y == 0 * 
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cs ♦» 0 A. qinil u und V stetige Funktionen von x, so ist 
.uitfBruL . in. st.tfge Fnnkti.n fur all. W.rt. 
von X, m die der Nenner v nicht gleick Null ist. 

Um den Difierentialquotienten -des Bruches u : v m berechnen, 
dividieren wir (16) mit Ax. Dann kommt: 

Au A^ 

A^^^’ Tx '‘Ax 

Ja: v(u + Ji') 

l«n »ir n . nad. Ml .treb®, so 

S, 65, anzuwenden. Er liefert wegen lim ^ 

A V 


Au 

, /!» '"“II 


-wlim 


A X 


Hier bedeuten die rechts vorkommenden Grenzwerte 
quotienten : d. und du : dx von und^ ^^hrejid ^ 
Jentialquotient Ay : Ax von y steht. Mxthin ergibt sich. 


^.= 

dx 


du d>v 


( 11 ) 

Di«e GWobnng Isblt, me m Bmoh V - « : • sn dileirtliei® ist. 
Wir schreiben die Regel deutlieher so: 


d - 

\v / 
dx 


du dv 
^ dx ^ dx 


•(18) 

Sie besagt: 

«at 7 21- Der Differentialquotient eines Bruches ist 
.leich eine'xn BruX dessen N^ner das Quadrat des a ten 
|,'ra..r?s. Sein ZUMer is. gleiob dem /«“ *'«" 

N.nn.ts mit dem DiHeientialquotjenten '»•“ ““f 
vermindert um das Produkt des alten Zhhlers mit dem 
Differentialquotienten des alten Nenners. 

Man wird den sprachltehen Ausdruck etwas umstandlich finden. 
Wie man sich die Regel leicht merkt, besprechen wir noch. 

Maehen wir jetzt eine Anwendunp Es sei y = x- zuMe^- 
tiieren. x-‘ bedeutet bekanntlich mchts anderes als 1 . x*. Also wira 
die Aufgabe gestellt, den Differentialquoten von 


Scheffers, Lehrhuch d. Mathematlk. 


6 
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zu finden. Diese Funktion ist ein Bruch u : v mit dem Zahler w = 1 
und dem Nenner ® = aj*. Aber 


w = 1 und V — X* 

haben, wie wir wissen, die Differentialquotienten 


^ = 4 #: 

dx dx 


aus (18) folgt somit: 

,/i\ 


\ag*/ __ X* .0^1. 4t a^ __ _ 4 

dx X^ £C® ’ 

Hierfur konnen wir schreiben: 


dx 




Blicken -wir jetzt auf Satz 19 zuriick. Darin ist n positiv vor- 
ausgesetzt. Nehmen wir uns trotzdem die Freiheit, darin w = — 4 zu 
setzen, so wiirde er aussagen, daJB den Differentialquotienten 
— 4 Oder — 4 hatte. Das ist aber, wie wir soeben gesehen 
haben , tatsachlich der Fall. tJnser Satz 19 gilt daher auch fiir 
n = — 4. 

Ebenso leicht ist zu beweisen, dafi der Satz 19 iiberhaupt fiir jedes 
negative ganze n gilt. Es sei namlich: 

1 

y a-m 

wo eine positive ganze Zahl bedeute. Dann ist y = £C“^. Diese 
Funktion wiirde also dieselbe sein wie die des Satzes 19, wenn die Zahl 
w= also n eine negative ganze Zahl wto. WS,re der Satz 19 
aueh ftir solehe Werte von n richtig — was noch nicht bewiesen ist — , 
so wurde folgen, da6 y den Differentialquotienten 

— m 

hatte. Man sieht also, es kommt darauf an, zu beweisen, daB 



den Differentialquotienten — Oder 


m 


hat. Diesaberist mit Hilfe der Formel (18) leicht einzusehen, DaMmlich 
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ist, betrachten wir y als Bruch u : v, wobei w = 1 und ist. 

Der Differentialquotient von w hat den Wert NuU. Femer ist 
eine positive ganze Potenz von x, und weil Satz 19 fur solche 
Potenzen gilt, lehrt er: 

dv m — 1 

_ = mx 

d X 

Jetzt gibt die Gleichung (18): 


Oder: 


li"' dx (x^f 


djl . 
dx 


4 ) 




dx 




Oben stehen m — 1 Faktoren x, untea 2m; also heben sich m — 1 Fak- 
toren fort, so dafi unten m +■ 1 Faktoren bleiben. Demnach komrat: 



) 


dy \a;*” 

/ = _ 

m 


dx dx ' 

Dies aber wollten wir nachweisen. 

Hiernach lafit sich Satz 19 verallgemeinern: 


Satz 32: Der Differentialquotient der Funktion 

y==x\ 


wo n eine ganze positive Oder negative Zahl ist, hat den 
Wert 


Zur Vermeidung von Rechenfehlern erwahnen wir noch eine Kleinig- 
keit, die wir an den Beispielen 

^ = und y = ^ 


erlautem. Wir konnen diese Funktionen so schreiben: 

2/ = ^ y = 

Im ersteii Fall ist also n == 8, im zweiten n = — 8, d. h. im ersten ist 
n — 1 = 7, dagegen im zweiten n — 1 = — 9 und nicht — 7, Man 
bekommt also in diesen beiden Fallen: 

g = Sx’ und g = -8x-. — 
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§ 5. Ruckblick. 

Naehdem w so weit gekommen sind, bemachtigt sich des Lesers 
vielleicht ein angstliches Gefiihlj eine gauze Keihe von Begriffen und 
Lehrsatzen sind in diesem Kapitel vorgekommen ; wie soli man sich das 
alles merken? Wir heben deshalb hervor, daB man sich eigentlich nur 
wenig zu merken braucht. Vorausgesetzt wird allerdings, daB 
man das Vorgetragene wirklich vollstandig verstanden habe. 

Vor allem muB man den Begriff des Differentialquotienten 
verstehen. Er wurde in § 3 so griindlich erortert, daB derjenige, der 
diesen §3 verdant hat, den Begriff kennt, ohne sein Gedachtnis 
irgend wie mit Auswendiggelernten belastet zu haben. Bei 
der AbbildungderFunktion dureh eine Kurve bedeutet der Differential- 
quotient die Steigung der Tangente. Wer dies verstanden hat, dem ist 
es selbstverstandlich, daB der Differentialqiiotient einer Kon- 
stanten gleich Null und der Differentialquotient von x selbst 
gleieh Eins ist (vgl. S. 74). 

Urn nun das Differentiieren leicht zu gestalten, haben wir im 
vorigen Paragraphen ein%e Regeln aufgestellt. Diese Regeln muB 
man sich allerdings merken. Notig ware es nicht, man kbnnte ja in 
jedem Pall zur ric-htig'en Stelle zuriiekblattem. Aber hier gilt ahn- 
liches wie beim gewShnlichen Zahlenrechnen: gewifi kann jedermann 
das Produkt 723 . 546 ausrechnen, auch wenn er das Einmaleins nicht 
auswend^ kann. Es ware aber zeitraubend und unpraktisch, da das 
Einmaleins unzahlige Male im Leben nutzlich anzuwenden ist. Ahnlich 
verhalt es sich mit den Diffierentiationsregeln. Es ist gut, wenn man 
sie bestandig zur Anwendung im Kopfe hat. 

Diese Regeln sind folgende: 

1. Regel (Summenregel): Eine Summe wird Glied fur 
Glied differentiiert, in Formel: 

d(u + v) du I dv 

dx dx'dx' 

Wir behaupten wohl nicht zu viel, wenn wir sagen, daB dies ohne Ge- 
dachtnisarbeit im Kopfe haftet. 

2. Regel (Faktorregel); Konstante Faktoren bleiben beim 
Differentiieren konstante Faktoren, in Formel: 

d(lcu) T du 7 .1 X 

^enn = konst. 

Diese Regel haben wir in Satz 16, S. 73, etwas anders ausgesprochen. 
Hat man sie aber einmal verstanden, so geniigt diese Fassung. Dabei 
ist Gewicht auf das Wort: Faktor zu legen. Es handelt sich um eine 
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konstante Zahl k, mit der einfe Funktion u multipliziert wird, nicht 
etwa um eine additive Konstante wie die Konstante k ixi u+k, 

3. Regel (Produktregel): Den Differentialqu’otienten 
eines Produktes von zwei Faktoren findet man, indem man 
jeden Faktor mit dem Differentialquotienten des andern 
multipliziert und dann beide Ausdriicke addiert, in Formel: 


d(uv) 

~dx 


du , 

'Oj^+U 


dv 
dx ’ 


Diese .' Regel ist, vie man sieht, durchaus symmetrisch hinsichtlich 
beider Faktoren, was so sein mufi, weil uv = vu ist. Aueh bedarf es 
keiner Anstrengung, sie sich dauernd ins GedSchtnis einzupragen. 

4. Regel (Bruchregel): Die Regel fiir die Differentiation 
eines Bruches ist in Worten so langvierig (vgl. Satz 21, S. 81), 
daB es besser ist, sie hier nur in Formel zu wiederholen: 




« 


dv 

dx 





Hat man die Regel fur das Produkt, die dritte Regel, im Kopfe, 
so ist auch die vierte gemerkt. Denn vor allem muB man sich ein- 
pragen, dafi sich ein Bruch ergibt und der Nenner dieses neuen 
Bruches das Quadrat des alten Henners ist. Beim Differen- 
tiieren eines Bruches tut man also gut, vor allem einen Bruchstrich zu 
ziehen und darunter das Quadrat des alten Nenners zu setzen, also so 
anzufangen: 

l(f)^ 

d X . 


Nun wendet man fiir den ZShler dieselbe Regel an wie ftif das 
Produkt, nur mit dem Unterschiede, daB man statt der Summe 


die Differenz 


du 

dx 


+ U 


dv 

dx 


V 


du 


dx 


dv 

dx 


bildet. Dabei geht das Glied voran, bei dem der alte Z abler differen- 
tiiert wird. 

5. Regel (Potenzregel): Der Differentialquotient von x" 
ist wa;"~\ Allerdings haben wir nur erst bewiesen, daB dies gilt, wenn 
n eine positive Oder negative ganze Zahl ist. Wir werden spater, vie 
schon gcsagt, zeigen, daB dies gilt, was fiir eine Konstante auch n sein 
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mag. Daher fassen wk die Regel in dieser kurzen Weise. Anwenden 
werden wir sie in der Folge nur fttr ganzzahUge Werte von n, bis wir 
bewiesen haben, dkB sie auch ffir andere Konstanten n richtig ist. 

Das ist aUes, was man im GedSchtnis zu haben braucht. Wir 
wiederholen, nStig ist es nicht, aber nutzlich. Wer sich trotz dieser 
Auseinandersetzungen die Regeln vorlHufig nicht zu merken vemag, 
dem raten wir, sie so oft anzuwenden, bis sic- von selber im Gediicht- 
nisse haften. 

Weil dasDifferentiieren zeichnerisch auf dasTangentenziehen hinaiis- 
kommt, lassen sich die Regeln geometrisch deuten. Wir 
woUen dies insbesondere mit der Summenregel und mit der Faktor- 
regel tun; 

Zwei Funktionen u und v werden durch zwei Kurven, eine w-Kurve 
und eine ®-Kurve, dargestellt, deren Ordinaten die zu den Ab- 
szissen x gehorigen Werte von u und v sind. In Fig. 64 bedeuteOQ 

eine beliebige Abszisse x, und 
QP^ und QP^ seien die zu- 
gehbrigen Ordinaten, d.h. Werte 
der Funktionen u und v. Wenn 
wir fur dieselbe Abszisse x die 
Summe QP^ -1- QP^ als Ordi- 
nate QP benutzen, ist P ein 
Punkt der Bildkurve der 

Summenfunktion y = u + v. 
Indem wir an die Summen- 
gerade zweier Geraden auf S. 37 
erinnem, nennen wir deshalb 
die Bildkurve von y = u-\- v 
die Summenkurve der u- 
Kurve und u-Kurve. Die 

Summenregel besagt nun: 

dv 

dx dx ' eJas ’ 

in Worten: Die Steigung der Tangente des Punktes P der Summen- 
kurve ist gleich der Summe aus den Steigungen der Tangenten der 
vr und v-Kurve an den zugehorigen Stellen Py und Pj. Um die Steigun- 
gen geometrisch darzustellen, ziehen wir eine Parallele zu QP durch 
irgendeinen Punkt 8 der Abszissenachse. Sie treffe die Tangenten von 
PijPz und P in Tj, T* und T. Dann sind augenscheinlich 

ST-QP 8Ti—QP^ sr.-QP, 

QS ' 'QS ’ p~ 
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die Steigungen der Tangenten von P, Pi und Pa- Also ist nach dei 
Summenregel der crste Bruch gleich der Summe der beiden andem. 
Da alle drei denselben Nenner haben, kommt somit: 

.qr _ QP =. ,STi ~ QPi + STa — QPz- 
Weil aber QP == QPi + QP^ gemacht wurde, bleibt ubrig; 

ST = STi + SPa- 

Da nun T ein beliebiger Punkt der Tangente von P ist, besagt dies: 

Die Tangente in einem Punkte P der Suminenkurve ist 
die Sumniengerade der Tangenten der u- und i--Kurve in 

den zugehorigen Punkten Pi undP^. . , o 

Da die Summenregel ohne iveiteres auf beliebig viele Summanden 
ausgedehnt werden kann, gilt dies auch fiir die Sunimenkurve von 

mehr als zwei Kurven. , , 

Statt zu sagen, man bildet die Summenkuive, sagt man auch, man 
stellt die Aufcinanderlagerung (Superposition) inehrerei Kurven 

her 

Bevor vir an die Faktorregel gehen, sprechen wir von einer em- 
fachen Art, ivie man aus einer Kurve neue Kurven ableiten kann. 
Wenn man alle Ordinaten einer Kurve I nach emem bestimniten - 
haltnis vergrSfiert Oder verkleinert, anders gesagt, wenn man sie mit 
einer Konstanten fc multipliziert, geht eine neue Ku’we hervor In 
Fig. 65 haben wir die Linie I beliebig angenommen. Aus ihr gehen die 
iibrigen Linien hervor, wenn man die Ordinaten von I mit den ange- 
gebenen Zahlen fc — 1|, — 4, — -I. "“H multipliziert. enn 
tiv ist, bekommt dabci jede Ordinate das entgegengesetzte \ oi’z®ichen. 
Sofort ist es klar, daB alle aus I entstandenen Kurven Je ai-Achse 
an denselben Stellen schneiden wie I selbst. Denn ein . 

der Abszissenachse hat die Ordinate Null, wird also durch Multiplikation 
seiner Ordinate mit fc nicht behelligt. Alle aus I auf die angegebene 



Fig. 65. 
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he^orgehenden Kurven haben niit I etwas Verwandtes. Ein groBer 
deutscher Mathematiker, Leonhard Euler (1707—1783), hat gelegent- 
ic iR einem latemsch verfafiten Buche von diesen neuen Kurven ge- 
sproe en und sie dabei „affines“, d. h. „venvandte“ Kurven 
genann . Daher kommt es, daB man den Fachausdruck affin fur die 
so aus < entstandenen Kurven auch heute nock verwendet. Die Ab- 
szissen^hse, deren Punkte wie gesagt dnrch die Multiplikation der 
urdinaten nut h mcht beheUigt werden, wird die Affinitatsachse 
g • 1st die Linie I eine Gerade, so leuchtet sofort ein, daB alle zu 

ibr affinen Kurven auch Geraden sind. 

Nun endlich die geometrische 
Deutung der Faktorregel! Unterw 
verstehen wir eipe' differentiierbare 
Funktion von x, und y sei diejenige 
Funktion, die aus u dutch Multi- 
plikation mit einer Konstanten fc 
entsteht. Die Bildkurven beider 
Funktionen sind zueinander affin, 
siehe Fig. 66 (wo wir ^ = 2 gewahlh 
haben), Zu einer beliebigen Abszisse 
^ — 0 Q gehoren die Ordinaten 
Fig. 66. w = QPi und y—QP—'ic, QP^. 

Die Faktorregel 



P«Hkte P der y-Kurve ist die Steigung der Tangente 
Steigung der Tangente der t^-Kurve im zugehorigen 
.•Sa P Tangente von P^ die Abszissenachse in S schneidet, 

W nioi Steigung dieser Tangente. Nach der Faktorregel 

hat dso^die Tangente von P die Steigung 1c. QP, tSQ. Da aber 

TanaZlVr steigung gleich QP : 8 Q, d. h. auch die 

rS A Tangente diejenige 

L t “■™ 0''“”““" 

Kurve dadurch abge- 
leitet, dafi man alle Ordinaten mit einer Konstanten k multi- 


gleichgUltie ^ <ter affinen Kurven 

beliebige Gerade an S telle 
die \bs4aL aller hersteUen: Man multipliziert 
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pliziert, so geht atif dieselbe Art ans jeder Tangente der 
urspriinglichen Kurve die Tangente der neuen Kurve im 
zugehOrigen Punkte hervor. 

Zu affinen Kurven wird man auch gefiihrt, wenn man die 
graphische Darstellung einer Kurve nachtraglich, etwa deshalb, weil das 
Bild zu steil oder zu flach ausfallt, abandert, indem man eine neue 
j/-Einheit wahlt. In der Tat, will man statt der zuerst benutzten 
i/-Einheit als Einheit der Ordinaten eine Strecke benutzen, die 
fc-mal so groB als die zuerst verwendete Einheit ist, so muB man alle 
Ordinaten Jt-mal so groB wie vorher zeichnen. Gelegentlicb haben wir 
dies schon einmal getan: In F%. 36 auf S. 48 erscbien die Bildkurve der 
Funktion y = x^ sehr steil; deshalb zeichneten wir in Fig. 37 diese Bild- 
kurve noch einmal unter Annahme einer neuen Ordinateneinheit, die 
nur ein Zehntel der zuerst benutzten betrug. Infolgedessen sind in 
Fig. 37 die Ordinaten nur ein Zehntel so lang wie in Fig. 36. Legt man 
beide Figuren so aufeinander, daB sich die Anfangspunkte und die posi- 
tiven a-Achsen decken, so }iat man also affine Kurven wie in 
Fig. 65, und dabei ist h — jV 

Jetzt wird auch die Faktorregcl beinahe selbstver- 
standlich. Denn wenn man auf diese Art das Bild einer Funktion 
durch ein besser geeignetes ersetzt, leuchtet ein, daB die Tangenten der 
neuen Bildkurve in entsprechendem MaBe steiler oder weniger steil zu 
zeichnen sind, und dies eben besagt die Faktorregel. 


Drittes Kapitel. 

Algebraische Funktionen. 


§ 1. Ganze Funktionen. 

Die linearen und quadratischen Funktionen 

y—'ax + h und y = + bx + c 

Sind die einfachsten Falle von sogenannten ganzen Funktionen. 
Hierunter versteht man namlich solche Funktionen von x, die Summon 
von mehreren Gliedem sind, von denen jedes eine ganze positive 
Potenz von x multipliziert mit einer Konstanten ist Avie z. B. 

— Ix^ -j- bx 3 4" 2 56 .x® + 3,2 — 7 x^. 

Also soUeii keine negativen Potenzen von x wie Oder 1 : x, 

Oder l :x^ usw. vorkommen, auch keine gebrochenen Potenzen wie xk 
Liegt eine ganze Funktion vor, so kann man die Glieder der Summe 
nach fallenden Potenzen von x ordnen, in den beiden soeben angegebe- 
nen Beispielen also in dieser Weise: 

(1) ^x^ — lx^ + x? + bx, — 7a;S + 2,6a8 + 3,2aj‘-^ + 3. 

Ist die hochste vorkommende Potenz von x die so nennt man die 
Funktion eine ganze Funktion Grades. Die Beispiele sind ganze 
Funktionen vom 5. und 9. Grade. 

Nach S. 77 ist x^ eine stetigfe Funktion von x, wenn n eine posi- 
tive ganze Zahl ist. Also sind in (1) alle vorkommenden Potenzen von 
X stetig. Aus Satz 15, S. 73, und Satz 11 , S. 72, folgt mithin, daB 
auch die Funktionen (1) stetig sind. So beweist man tiberhaupt: 

Satz 1: Jede ganze Funktion ist iiberall stetig. 

Hiernach ist das Bild einer ganzen Funktion eine Iiberall stetige 
Kurve, aus Bergen und Talem bestehend. 

Man sieht aueh sofort, daB die ganzen Funktionen differentiierbar 
sind. Wir konnen uns damit begniigen, den Difterentialquotienten 
der ersten Funktion (1) zu bestimmen: Nach der Potenzregel haben 
und a; die Difterentialquotienten und 1, nach der 
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B'aktorregel haben also 6a!®, — und 5® die Differential- 

quotienten SOa:^, ~28.x®, 3# und 5. Mithin hat die erste Funktion (1) 
nach der Summenregel den Differentialquotienten 
30.t^ — 28a:»-f 3a;® + 5. 

Die vorgelegte B'unktion war vom funften Grad, und ihr Differential- 
quotient ist eine ganze Funktion vom vierten Grad. Das liegt daran, 
daB a:“ den Differentialquotienten n3f'~^ hat. Allgemein; 

Satz 2: Der Differentialquotient einer ganzen Funktion 
«*'■" Grades ist eine ganze Funktion (« — 1)*'” Grades. 

Man kann den Differentialquotienten einer ganzen i'unktion auch 
schon dann berechnen, wenn ihre Glieder noch nicht geordnet sind, ja 
auch dann, wenn die Funktion nicht ausgerechnet vorliegt, wie die 
folgenden Beispiele zeigen. 

1. Beispiel: Die ganze Funktion dritten Grades ij= — 6+ 6a:® — 2a?+a: 
hat den Diifercntialquoticnten 6.2x — 2.3a:*+ 1 Oder — 6a:* + 12 x + 1. 

2. Beispiel : y - {x — 2) (a:® + 1) ist eine ganze Funktion dritten Grades. Man 
kann sie nach der Produktregel differentiieren, indcm man it=a: — 2,u=a!»+l setzt. 
Die Differentialquotienten von u und v sind 1 und 2x. Die Produktregel gibt also 

4^ = (x® + 1) . 14- (a: — 2) .2a: = 3a? — 4a: + 1- 
dx 

Zur Probe recline man die Klammern in y aus, ordnc die Glieder und difforen- 
tiiere dann. 

3. Beispiel: Eine ganze Funktion vierten Grades ist 

2 / = [(nx 4* &)* + oa:] [x® -- a; 4- !]• 

Indem man den ersten Faktor mit u und den zweitcn mit v bezeicbnet, wendet man 
die Produktregel an. Der Faktor u EBt sich so schreiben: 

a®x*4' (2a&4- o)x-\r 
und hat also den Differentialquotienten 

as 2 fl* ic 4* 2 <i 5 4* c. 

a X 

Da v den Differentialquotienten 2x — 1 hat, wird 

(x* — l)(2a*a:+ 2a5+ «) + [(<»«:+ cx][2x — 1]. 

4. Beispiel: p = (x — 2)(x + 2)(a?4- 4), j^ = 4ar*. 

5. Beis-piel: y = (2-3x«) (2 + 3a?) - (3 — 2x®) (3 + 2a?), = -20a?. 

X X® a? . 

6. Beispiel : j/= 1 +£+ +•■•+ jTgTsTTTn’ 

dx ^ i.2.3...»’ 
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Nach diesen bloB rechnerischen Beispielen zwei Anwendungen: 

L Beispiel : Wird ein elastischer Stab wagerecht in einer Mauer befestigt und. 
bescliwert man sein freies Ende init einer. Last, so wird ex nach unten gebogen. Ver- 
nachlassigt man seine Dicke, so bildet ex eine Kurve, die als eino elastische 
inie bezeichnet wird, siehe Fig. 67. In der Mechanik wd gezeigt, daB sie, wemg- 
«tens ui groBer Annaherung, die Bildknrve der Funktion 



(^) 2/ =0 (3 Zac® — ic®) 

ist. Dabei bedeutet I die Lange des freien Stabes und a eine duxch das Material und 
die Grdfie der Last bedingte Konstante. Als ac-Acbse 
ist der nrspriinglicb unverbogene Stab gewahlt, als 
?/-Achse die durch die Befcstigungsstclle in der Wand 
gezogene Lotreehte nach unten. Das Aclisenkreuz 
hat also hier eine andere Lage als gewohnlicb. Die 
nc-Einheit wird gleich der 2 /“Einheit angenonamen. 
Durch (2) wird y als ganze Funktion dritten Grades 
von X dargestellt. Fiir a: = Mat *-= 2 a Z®. Dies ist 
die Streeke AB, um die der Stab am freien Ende B 
nacli unten gebogen wird. Die Gleichutig (2), die, wie gesagt, eine NSherungs- 
ormel ist,^^bt nur dann das Richtige, wenn die Durchbiegung, d. h. die Streeke 
Qf Stablange 0 A Oder Z gering ist. Um die Form des gebogenen 

btabes deutlicher hervortreten zu la^sen, haben wir iedoch AB iibortrieben groB 
dargesteJlt, ^ 

Bezeichnet man AB mit so ist 

&=2aZ® Oder 

so daB man (2) aiich so schieiben kann: 


Fig. 67. 


( 3 ) 

Diese Funktion hat ^en Differentialquotienten: 



(4) 


dy Zh 
da: ~ W 


SI , 


3bx 

W 




Er gibt die Steipng dor elastischen Linie an. 

1 P ’ d® = 0, i h. in 0 hat die Tangente wagerechte Lage. Am 

JMiue d. h. fiir a; = Z, ist dor Differentialquotient gleich 3b : 2 Z Oder hill Wenn 
wir von 04 ein Drittel durch den Punkt C abschneiden, d. h. wenn CA= il ist, hat 
die Gerade 05 cben diese Steigung 46 : 04 - J : i. Man mufi namlich beachten, 
dau Kichtung nach unten positiv ist. Domnacb ist die Gerado CB die Tangente 
der elastischen Lime in 5. FemM sei P ein beliebiger Punkt der Kurve, also OQ^ a:, 
■- y. Die Tangente von P treffe die s-Achsc in 'T. Ihre Steigung ist nach (4): 


daher: 




TQ = 

Oder, da QP = y den Wert (3) hat; 


2 p qp 

3 h 2lx — z® 


TQ== 


X (3 1 — x) 
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Also kommt: 


OT= OQ--TQ = a: — T<8 = 


xidl — 2x) 
'S(2l-^x) * 


Fiir a; = z. B. (in Fig. 67 fitr P) ist - 145 nnd OT = so dafi T selir nahe 
bei C liegt. Die Kuivc wird durch die drei Pimkte 0, P, B und ihxo Tangenten genau 
genug bestimmt. Werte von x tiber I binaus und negative Werte von x haben keine 
Bedeutung. 

8. Beispiel : Wird derselbe Stab nicht am Ende, sondern iiberaH und zwar 
gleichmafiig belastet, so lehrt die Mechanik, dafi dann fiix die entstebende elastiscbe 
Linie angenabert das Gesetz gilt: 

y — 4:lx^ + a:*), 


woboi im librigen dassolbe zu sagen ist wie ink vorhergebenden Beispiele. Hier ist 
die Strecke h, uni die das Ende B herabgebogen wird, gleicb 3 a I*. Daber wird 

2/ = g*i(6r'‘a«-4/!r»+a;‘). 


Aucb diese Formel gilt nur fur kleine Werte von I . Man beweise, daB die Tangente 
dcs Endpunktes B ein Viertel der Stablangc I abscbneidet. 

Nach den lineareii Funktionen (§ 1 des 2. Kap.) sind die quadrati- 
schen Funktionen (§ 2 des 2, Kap.) die einfaehsten ganzen Funktio- 
nen. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen liber die Bildkurven 
der quadratischen Funktionen machen. 

Das Bild der einfachsten quadratischen Funktion ist uns 

schon einigermafien vertraut. Man kann es (vgl. Fig. 35 und 37, S.48,49) 
als ein einziges Tal bezeichnen, dessen tiefste Stelle der Anfangspunkt 
ist, von dem es beiderseits symmetrisch zur i/-Achse emporsteigt. 
Das Achsenkreuz setzen wir in der gewohnlichen Lage voraus. 
Die ic-Achse ist die Tangente des tiefsten Punktes. Wenn wir nun 
alle Ordinaten dieser Kurve mit einer Konstanten fc multiplizieren, 
entsteht nach S. 88 eine affine Kurve, namlich das Bild der 
quadratischen Funktion y == siehe Fig. 68, wo Iq die Bildkurve 
von y = x^ und (he von y = Jcx^ ist und fc = | gewS<hlt worden ist 
Die neue Kurve 4 ™ wesentlichen dieselbe Gestalt wie Iq. 

Ware h negativ gewahlt worden, so ware allerdings das Tal in einen Berg 
verwandelt worden; z. B, fiir Jk — — J ergibt sich diejenige Kurve, die 
aus 4 durch Umklappen urn die x-Achse entsteht, Wir kommen auf 
diesen Fall nachher zuriick. Nunmehr wollen wir die Kurve 4 in 
der Richtung der x -Achse um irgendeine Strecke m ver- 
schieben, ohne sie zu drehen. Dabei andert sich ihre Gestalt nicht. 


1 Um die Umformungen, die wir nacb uad nach mit der Kurve vornehmou, 
recbt sinnfallig zu macben, ist in Fig. 68 angenommen worden, dafi die Kurve (d. h. ein 
Teil von ihr) zusaramen mit einer Strecke parallel zur ac-Acbsc die Begrenzung cines. 
Stuckes Papier sei ; ebenso ist mit den Kurven Zi, L, verfabren worden. 
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In Fig- 68 ist m === ^ 
gewahlt. Die neue Kurve 
/g ist das Bild ein^T 
Funktion, deren Ab- 
szissen uni m groBer- 
die alten Atezissen smd, 
d. h. die neue Funktion 
entsteht aus der alien, 
wenn man x durch x— 
(nicht durch 0 ?+-^) 
ersetzt: y = Jc(x — 

Eine Probe: Fiir ^ 
mu6 y = 0 sein. SchlieJS- 
licli verschieben wir 
die Kurve I 2 in dor 
Richtung der y-Achse um irgendeine Strecke ohne sie 
drehen. Auch hierbei andert sie ihre Gestalt nicht. In Fig. 68 ist 
= 12 gewUhlt. Die so entstehende Kurve ist das Bild d'er Funktion 

(5) y =:]c{x — m)^ + n, 

weil ihre Ordinaten um n grofier als die von I 2 sind. Statt (5) ka/Hin 
man auch schreiben: 

(6) y ~ kx^ — 2km x + km^ + n. 

SelbstverstMdlich wird m mit der x-Einheit und n mit der ^/-Einheit 
gemessen. Da in Fig. 68 die Werte == |, m = 8, 12 gewi-hlt 

wurden, ergibt sich hier insbesondere: 

Man bedenke nun, dafi 
(V y ~ ax^ bx c 

die allgemeinste quadratische Funktion ist. Ihre Vergleichung mit 
(6) 1^ (Me Frage nahe, ob es nicht moglich ist, den Faktor k und 
die faeiden Verschiebuiigsstrecken m und so zu wahlen, daB die 
hervoig^angene Funktion (5) gerade diese beliebig gewahlte allg’O- 
rnAste quadratische Funktion (7) wd. Man muBte fordern: 

k = a, —2km ~ km^ -|~ n == c. 

^ erste FonJmi^ fe = a gibt, ia zweite eingesetzt, ni = — 6:2 cc. 
Setzt man beide in die dritte ein, so kommt.: 



ist w vrirkUeb and daher gilt der 



Fig. 68. 
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Satz 


Aus der Bildkurve der einlachsten quadrati- 


schen Funktion 

y == 

geht die irgendeiner quadratischen Funktion 

y z=: a -\- hx + ^ 

dadiuch hervor, da6 man zuerst die ^ 

geeignet zu wahlenden Konstanten multiph lert d^h e^ne 

affine Kurve ableitet, und dann diese neue Kurve ohne 
Sen i^geeigneter Weise in der Ebene versch.ebt 

Man mnB namUch beachten, daB jede VerscMebung Eb^ne 

dadurch neleistet werden kann, daB man zuerst erne Ver g 

parcel dl .-Achse und dann eine Verschiebung der rAchse ausubt. 

Wie wir sahen, ist ^ ^2 


( 8 ) 


fc = a, w = — 


2 a ’ 


4a 


zu wahlen. . i 

Abffeseken von der verschobenen Lage sind hiern 

die Mdkurven aHer ,a.dr.tieohen 

lie, also « poeitiv Oder Mg.tiv W, bestehen die Biltoen 
einzken Tal oder einem einzigen Berg. Denn weim fc negatxv 
tiete^ an die Stelle der samt und sondere ® 1 $ 

negative. Die Bildkurven haben also auch samtbch me J ^ 

r rS; 

ZJmm die VereeHebung parattel nur .oAeta. (.der ,-Aehse) rm peso 
S”;— ^'“ren » enr« 

Parabeln nennt. Insbesondere smd sie diejemgen ^ 

Punkt der Bildkurve, der Parabelseheitel genannt. 

9. Beispiel: Die Achse der Parabel 

rj, — — 2 ac® + 6 aJ — 8 
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zu besMmmen. Wegen a = — 2 < 0 hat die Kurve die Form eines Berges. Wir ba- 
stimmen also ihren hochsten Punkt, dessen Tangente zur 2c-Aehse parallel ist. Db* 
Steigung der Tangente ist der Differentialquotient 


^=-4.+ 6, 

imd sie ist gleich Null fiir x = 1^, Also ist die Parabelachse die Parallele zur 
t/-Acl^ imt dieser Ahszisse. Dasselbe geht aus der zweiten Gleiclmiig (8) hervor, 
da Mer d = — 2, & = 6 ist, diese Gleichung also liefert: w = 5 : 4 = IJ. Da 
sein Gred^htnis nicht umotig luit den Formeln (8) belasten soli, ist die 
Ermittelmig mit Hilfe des gleich Null gesetzten Differentialquotienten vorzuzielieB. 

Der Leser wird die Hofinung hegen, da6 auch die Bildkurven der 
nachst einfachen ganzen Funktion, namlicji der ganzen Funkti- 
onen dritten Grades 

y = a3? + bx^ + ex + g, 

etwas EinheitUclies haben. Das ist zwar der Fall, aber die Sache 
doch nicht so einfach wie bei den ganzen Funktionen zweiten 
r es. Das kommt daher, da6 in (9) vier Konstanten vorkommen. 
i»»aus to man schlieBen, da6 man mit einer affinen Veranderung 
ra mit Verschiebimgen parallel zur x- und zur y-Achse nicht aus- 
iommen wird, denn dafiir stehen uns nur drei willkurlich wahlbare 
Verfttgung. Wir wollen hierauf nicht naher 

die Anmerkung: In (9) haben wir 

Lsi)iwL Bamhch in-der Differentialrechnung als 
sonst vermeiriA beidajund dy, de&halb muB man ihn 

kSnnte Was deti^R Verwirrung vorkommen 

rnan^Tm? so yermeiden wir ihn deshalb. 

S Xe I ^^^^“^“dergesetzt werderx 

der besondere Zahl bezeichnet. Auch 

b«i i(x) ffebraueheTi ^ aJs Funktionszeichen 

S g^t ^ (9) die letzte Konstante 

&Cffl Br^ daiirc^ daB Pappe von 8 cm L&rige und 

^ 2 U" f groBe Quadrate abschneidet 

m, % eine offene Schachtel 

Tl > ®”’ Tv ® ''^0'^ der Wahl der Lange 

^ Da dip i. j. 5^^^® ihres Volumens m ccm ab. 

P*e- SchachtdLaU in ccm* is** ergibt sich als 
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(10) ^/= (8 — 2a;)(6— 2a;)a:. 

Dies ist eine ganze Funktion dritten Grades. Ausmultiplizieren gibt: 

(11) y = — 26a:^+40a;. 

Hieraus 'bereclmet man den Differentialquotienten: 

(12) -||• = 12a;2 — 52 !c+40. 

Die Schachtelhohe ist hochstens halb so lang wie die kurze Rechteckseite, d. h. 
hochstens gleich 2J cm. In Betracbt kommcn also nnr Werte von x zwischen 0 nnd 
Far X waMen wir eine Reihe von Werten in diesem Bereich. Indem wir dabei y 
bequemer a, us (10), nicht aus (11) berecbnen, bekommen wir: 


X 

y 

dy 

dx 

0 

0 

40 1 

i 

14 

1 positiv 

1 

1*8 

0 

14 

15 

— 11 I 

2 

8 

— 16 > negativ 

24 

0 

— 15 1 


Wenn man die Funktion y grapliisch darstellt, so daB die Abszissen die Schacbtel- 
hohcn, die Ordinaten die Schacbtelinbalte dutch Strecken vcranschaulichen, findet 


man eine Kurve, die vom Anfangspunkt an §teigt, 
(hdy :dx zunachst positive Werte hat. F(ir a; = 1 
ist die Steigung der Tangcnte gleich Null. 
Hier ist der Gipfel der Knrve. Fiir cc >1 wird 
die Steigung negativ, d. h. die Kurve fallt, bis sie 
die aj-Achse an der Stelle rr = 2 J trifft, siehe Fig. 70. 
Allerdings habon wir dies noch nicht bewiesen, da 
wir nur einige Stellen betrachtet haben. Um es 
zu tun, formen wir den Wert von dy :dx etwas 
um. Die Stelle a; = 1 ist besonders bedeutsam, 
well hier dyxdx gleich Null wird. Wir kbnnen 
nun dy :dx so ausdriicken, daB x — 1 statt o: vor- 
kommt, also derjenige Wert, der fur x — 1 gleich 
Null ist. In der Tat, wenn wir in (12) statt 12 a:* 



Fig. 70 


zanhchst 12 (a? — 1)* schreihen, ist dies fehlerhaft, nS-mlich um — 24 x 4* 12 grQfier • 


als 12 X*, weshalb 24x--12 noch addiert werden mufi. Deshalb kommt 


■^= 12(a: — 1)* + 24af— 12 — 62a:+ 40 

= 12(31 — 1)* — 28(s 6 — 1>= 12(x — l)(a — 3i). 

Da X zwischen 0 und liegen muB, ist x — 3 J negativ. Dagegen ist x — 1 
negativ fiir x kleiner als 1 und positiv filr x gro&r als 1. Also fiir x zwischen 
0 und 1 ist die Steigung positiv, fur x zwischen 1 und 2| negativ. Fiir a* = 1 hat 
die Kurve daher ihre einzige in Betracht kommende hochste Stelle, d, h. fiir 
x= 1 ist y am grofiten. Dies bedeutct: Die Schachtel wird den grbBten Inhalt 
haben, wenn man den Rand gerade 1 cm hoch wiihlt. Der Inhalt ist dann 18 ccm. 
Scheffers, Lehrbuch d, Mathematlk. 7 
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Jetzt betrachten wir ganze Funttionen beliebigen Grades n. 
Dabei ist unter n irgendeine gauze positive Zahl zu verstehen. Jede 
ganze Funktion Grades ist eine Summe von Ji + 1 Gliedem, namUch 
der mit Konstanten multiplizierten Potenzen a;", ... a:®, x und 

einer letzten additiven Konstante (die man, wenn man vrall, als Faktor 
von ifi bezeicbnen kann, weil a;® = 1 ist). Alle n + l Konstanten zu- 
sammen heifien die Koeffizienten der Funktion. Sie der Reihe nach 
a, I, e \j8w. zu nennen, ist unubersichtlich und wegen der zu vermeidenden 
Zeicbeu d, e, f (vgl. S. 96) bedenklich. Wir bezeicbnen sie samtiich mit a, 
hangen aber dem a jedesmal einen Index (vgl. S. 61) an, der angibt, 
zu weleher Potenz von x der Koeffizient gehoren soli. Demnach schreiben 
■wir eine ganze Funktion n*®" Grades so: 

(13) y = OnXf' + -\ \- aiX? + a^x + Uq. 

Dir Diflerentialquotient ist 

(14) If = n asn a?*-*-! + (n — 1) a„_i a:"-® -I + 2 a: + Ui. 

Wir wissen, dafi die Funktion, uberall stetig ist. Da aueh der Differential- 
quotient (14) eine ganze Funktion ist, hat auch er fiir jedes x einen be- 
stimmten endlichen Wert. Wenn wir die Bildkurve der Funktion y im 
Sinn wachsender Abszissen durchlaufen (S. 32), wird sie 
ab'wechselnd steigen und fallen konnen, d. h. aus Bergen und Tfdem 
bestehen kSnnen, aber niigends unendlich groBe Ordinaten haben. 
Auch 'wird ihre Tangente nirgends zur y-Achse parallel (weil sonst der 
Differentialquotient unendlich groB ware). Doch gilt dies nur fiir 
endliehe Werte der Abszisse x. Mithin ist noeh zu fragen, wohin 
die Bildkurve strebt, wenn x nach unendlich groBen 
Werten strebt? 

^ur Beantwortung der Frage fonnen Wir zuerst den Ausdruck der 
Funktion (13) um, indem wir die rechte Seite mit af* multiplizieren und, 
um dies wieder gut zu machen, jeden Summanden mit af dividieren: 

1/ = -t- a„-i . ^ -t- : . . 

Den Difierentialquotienten (14) konnen ■wir entsprechend so umformen 

. = a5»-i|nan (n— 1) a*_i . ^ + 2as . ^ 3 + • ^ 1 ) • 

Wenn nun x, sei es positiv oder negativ, fiber jede Zahl wSchst, d. h. 
wenn lima: = -l-'» oder — 00 fet, steeben alle Brfiehe 

1 ■ 1 ' . . 

*r ^ * * * * acn—i ’ zn 
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nach Null. Also wird dann 

lim 2/ = liin (cc”) * dm lini = lim . n an- 

Wir nehmen selbstredend n > 1 an, denn fiir w == 1 handelt es sich urn 
die linearen Funktionen, deren Bilder Geraden sind. Bei der Annahme 
> 1 strebt auch nach + qo oder — co , falls der absolute Betrag 
von X tiber jede Zahl wachst. Sowohl y als auch der Differentialquotient 
streben also nach dem positiv oder negativ Unendlichen. 1st n gerade, 
so ist of immer positiv, wahrend dasselbe Vorzeichen wie x hat. 
1st w un gerade, so ist a;”“^ immer positiv, wahrend dasselbe 
Vorzeichen wie x hat. Da ferner positiv oder negativ sein kann, 
ergeben sich folgende Moglicheiten: 


n 

ayi 

lim X 

lim y 

lim^ 

ax 

1 

! 

gerade 

positiv 

00 

+ 00 

— j— OO j 
+ 00 

— CO 

-f* 00 

1. FaU 

negativ 

— 00 

00 

— 00 

00 ; 

oo 

— 00 

2. Fall 

ungerade 

positiv 

+ 1 

8 8 

00 

^ 00 

++ 

8 8 

3. Fall 

negativ 

— oo 

— 1~ 00 

1 

00 

— oo 

oo 

■ 00 

4. Fall 


11. Beispiel: Im 10. Beispicle trat die ganze Funktion dritten Grades 

y = 4a;» — 26a? 4* 40a5 


auf. Hier ist w = 3 ungerade, 
Un = flg = 4 positiv. Also liegt der 
3. Fall vor: Die Bildkurve kommt 
beim Durcblaufen im Sinn wach- 
sender Abszissen vom Negativ-Unend- 
lichen (von imten bei der gewohn- 
lichen Lage des Achsenkrenzes) mit 
staqrk steigender Tangente uiid.geht 
nach dem Positiv-Unendlichen (nach 
oben) mit ebenfalls stark steigender 
Tangente. Dazwisclien kann sie 
selbstredend noch- Berge und TSler 
haben. In der Tat sieht sie so aus, 
wie es Fig. 71 zeigt. Die friihere 
Fig. 70 zeigt nur den damals ge- 
brauchten Teil der Kurve von x = 0 
bis X = 2,6. 



Fig. 71. 
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Was die Berechnung der Werte einer bestimmt vorgelegten ganzen 
Funktion hoheren Grades betrifft, bei der also die Koeffizienten als be- 
stimmte ZaMen gegeben sind; so wird sie miihselig, wenn der Grad groB 
ist, wegen der Potcnzen von x. Bequemer ist es, wenn die Funktion 
zufallig in Produktform vorliegt, wie im 10. Beispiel unter (10) in der 
Form (8 — 2ir)(5 — 2x)x. Deshalb ist es angebraeht, zu erorterUy 
dafi man immer aus alien Gliedem einer Torgelegten ganzen Funktion 
irgendeine lineare Funktion x — absondern kann, wenn 
h eine beliebig gewahlte Zahl bedeutet. AUerdings bleibt dann schlieB- 
lich immer noch eine letzte additive Konstante librig, was jedoch 
die Berechnung nicht unbequem macht. Wie diese gemeint ist, 
wird man besser erkennen, wenn man ein Zahlenbeispiel betrachtet: 

12.* Beispiel: Wir versuchen, von der Funktion 
y 3£c4 — 2£c 3 4- 5a; — 42 

den Faktor x — 3 abzusondern. Das dabei einzuschlagende Verfahren heiBt die 
Partial division, weil man die Glieder von^/iiach und nach mit x — 3 dividiert. 
Dabei geht man niimlich vor wie beim Dividieren zweier Zahlen, wo man zuerst 
nur die Zifferii von der hochsten Stellenzahl benutzt. Wir I'assen hior zuerst die 
hocbste Potenz von x ins Auge, also das Glied 3a;^. Seine Division mit x gibt 
3 0)3. Wenn wir also x — 3 mit dx^ multiplizieren und das Ergebriis von y 
abziehen, wird das Glied verschwinden. In der Tat gibt die Multiplikation 
3a;^ — und die Siibtraktion von i/ also als Best 7a;® + 6a: — 42. Demnach 
ist 3x® unser erstes Teilergebnis. Vom Best fassen wir wieder die hbchste 
Potenz ins Auge, also 7 a:®. Dies Glied gibt mit x dividiert 7 a:® als zweites 
Teilergebnis, Da a; — 3 mit 7a;® multipliziert 7a;® — liefert, ist dies 
vom Rest abzuzielien. Dann verblcibt als neuer Rest 21a;® + 5 a; — 42. Fr 
ist nur noch vom zweiten Grad. Nun ist 21a;® : a; =• 21a; und (x — 3).21a: = 
21a;® — 63a;. Mithinist 21a; das dritte Teilergebnis, und 21a;® — 63 .t muB vom 
letzten Rest abgezogen werden. Dann verbleibt der Rest 68 a: — 42. Das vierte 
Teilergebnis ist 68x :x oder 68. Wird schliefilich (x — 3) GS oder 68a; — 204 vom* 
Rest abgezogen, so bleibt die Konstante 162 iibrig. Man kann also y mit as — 3 divi* 
dieren; dabei ergeben sieh nach und nach die Glieder 3 os®, 7 x®, 21a; und 68, und als 
Rest, der sich nicht mehr mit x — 3 dividieren laBt, verbleibt die Zahl 162. Also ist : 

(16) 3 X* — 2 x® -f 5 X — 42 = (x — 3) (3 a;® + 7 x® + 21 x + 68) + 162. 

]m Ergebnis (15) des letzten Beispiels steht links die gegeben e 
Funktion, sie ist vierten Grades. Eechts steht zuerst das Produkt aus 
dem linear en Faktor x — 3 mit efner Funktion, die selbstverstand- 
lich von um Eins geringerem Grad, also vom dritten Grad ist. 
Den SchluB bildet die additive Konstante 162. Man wird wohl tiber- 
sehen, daB sich im allgemeinen Fall ganz Entsprechendes ergibt: Wir 
nehmen statt der Funktion vierten Grades eine ganze Funktion 
Gxades an, etwa in der Darstellung (13). Der lineare Faktor, 
der herausgezogen werden soil, sei a; — h. Die librigbleibende additive 
Konstante, der letzte Rest, sei r, Auf der rechten Seite wird dann 
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x — h multipliziert mit einer ganzen Funktion von nur noch (n — 1)*®“ 
Grad stehen. Sie wollen wir mit 

in—l + in— 2 + . . . -f- &2 a;® + !K + &o 

bezeichnen. Die aJlgemeine Formel wird demnach so aussehen: 

[ OnX’' -f" fln— + tin— 2a:"~® + . . . a^x^ -f- a^x -f- ®o ~ 

(16) I =(x — K) + ln- 2 X^~^ + + . . . + + 

[ + + 6o) “t” 

Aber sie ist Mermit noch nicht streng bewiesen, sondern vorerst nur 
eine Vermutung. Man kann jedoch leieht zeigen: Wenn die ganze 
Funktion Grades gegeben ist, und wenn auBerdem eine Kon- 
stante h gegeben wird, gibt es stets Konstanten 6„_i, J„_ 2 , In-s, ■ ■ ■ 
h^, li, &o und eine Restkonstante r derart, daB die Gleichung (16) Mr 
alle Werte von x richtig ist. Diesen Beweis Mhren wir nicht wie im 12. 
Beispiel durch Partialdivision, sondern indem wir Additionen und Multi- 
plikationen anwenden. Die rechte Seite der Gleichung (16) lautet zu- 
nachst ausgerechnet so: 

+ K-2 + in-s a:”“® + . . . 4- — 

— hi„-iX^—^ — hln-2X ”'-^ — . — hb^x^ — hb^^x — A&o + r. 

Nun ist (16) richtig, sobald die gegebenen Koeffizienten a„, a„_i, 
a„_. 2 , . . . Ua, Oj, do links in (16) gleich denjenigen Koeffizientensununen 
sind, die sich hier als Faktoren von a:”, a;"~*, . . . a:'^, x und als 

additives Glied ergeben. Mithin wird verlangt: 


— ^n~h 

— 1 ^ 

= 6^—2 — Jt in—v 

^n—2 == 1 + Tt ^n—h 

dn — 2 ~ ^n— 8 ^ 2? 

= ^n— 2+ hhn—2, 

d. L: (17) 




(ly^ =: ])q Jl 

^0 = % + A ^1? 

^0 —hh^ 

r ==ao+^6o- 


DieFormeln (17) geben aber einfache Vorschriften, wie man nachein- 
ander b„, 6„_i, i„_ 2 , . . . b^ und r durch Multiplikation und Ad- 
dition berechnen kann, und damit ist der Beweis erbracht. 

13. Beispiel: Wir zeigen, wie diese Berechnung anstatt der im 12. Beispiel 
angewandten Partialdivision dasselbe ergibt wie dort; Im 12. Beispiel liegt eine ganze 
Funktion vierten Grades vor, also ist w = 4. Die Koeffizienten der Funktion sind 
^4 = 3, 03 = — 2, Oj = 0, «! = 6, a„ = — 42. (Man mufi namlich beachten, daft 
das Gbed mit fehlt, also = 0 zu setzen ist.) Femer ist im 12. Beispiel 7i = 3 
gewahlt worden. Die Gleichungen (17) sind demnach jetzt die folgenden fanf: 
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&JI = = — 2 + 3 = 3 &2> ~ ^ ^ ^ ~ — 42 H" 3 

Sie geben I, = 3, J, = 7, = 21, = 68, r = 162, vmd dies steht mit der ScWu&- 

^eichung (16) des 12. Beispiels im ISnklaDge. 

Die Gleichung (16) stellt eine Umfonnung einer ganzen. Funktion 
dar. TJm das Wesentliehe davon dutch einen Satz zusammenzufassen, 
ist es bequem, eine ganze Funktion »**“ Grades mit /„ (x) zu be- 
zeiehnen. Dann kfinnen w nSmlich sagen: 

Satz4:Wird irgendeine ganze Funktion w*®” Grades /» (a:) 
von X vorgelegt und bedeutet h eine beliebig gewahlte 
Konstante, so gibt es stets eine gewisse ganze Funktion 
(w — 1)**” Grades /*_i (a) von x und eine gewisse Konstante r 
derart, dafi fiir alle Werte von x die Gleichung gilt; 

/, (a) = (x — h) . tn^i (a) + r. 

In bezug auf die additive Konstante r, den Best, ist eine Bemerkung 
zu machen. Ln 12. und 13. Beispiel, wo die ganze Funktion 

3a* — 2 a® + 5® — 42 

vojgelegt war und A = 3 angenommen wurde, moge man a — 3 in die 
Funktion einsetzen. Dann konunt 3 . 81 — 2 . 27 + 5 . 3 — 42 oder 162. 
Dies also ist gleich dem Best r in Gleichung (15). Das ist kein Zufalll 
In der allgemeinen Fonnel (16), die in Satz4kurzer so geschrieben ist: 

(18) . f„ (a) = (a — h) . /n-i (®) + r, 

mfige man fiir a den Wert h einsetzen, was erlaubt ist, da die Formel fttr 
aUe Werte von a gUt. Weil der rechts vorkommende Faktor a — h gleich 
Null wird, weim man x=h selbst setzt, kommt dann: 

(19) a„h“ + + . . . + + Oih + ao=r 

Oder, kttrzer geschrieben: 

( 20 ) fn(h) = r. 

Unter /„(A) wird selbstvCTStSndlich /„(a) fur a = h verstanden. Der 
Rest r ist also stets gleich dem Wert, den /„ (a) far a = h annimmt. 

hisbesondere ist es mSglich, dafi a = A ein derartiger Wert von 
a ist, far den die Funktion /„(a) gleich Null wird. Nach (20) ist dann 
r = (), so dafi (18) die Form bekommt: 

/«(®)=(®-h)/«-i(®). 

Somit haben wir den 

Satz 5: Dann und nur dann, wenn A ein Wert von x 
ist, far den eine vorgelegte ganze Funktion Grades 
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) (x\ den Wert. Null liat, ist die Funktion /„(a:) ohne Rest 
I’iSegbat in d,s P-oduki an. a-k nnd einer ganacn Fnnk- 

tion (w — l)‘*° Grades /„_i (a:); 

/„ (x) = (a: — ft) /n-i (*)• 

14. Beispiel: Die Funktion vierten Grades 

a®* — 2a?+ 5®— 42, 

der Form: , ^ ^ . 

3a4_2a»+6a:-42= (a;-2)(i3a?+ b^x^+ 6,*+ >„). 

Wir bestatigen dies durch Ausrechnung der reehten Seite: 

3 a:* - 2 + 6 X — 42 = 6, *♦ + (>2 - 2 J,) »» + (6i - 2 62) + (6o - 2 h ) ® - 2 h - 

^ jr-?ro Tt ^=' 3 ; 

&„ = 4 , i, = 8 , io = 21 , mithin: 

3x‘- 2!^+6*-42= (x-2)(3ai> + 4x*+ 8x+21). 

Statt zu sagen, daB eine ganze Funktion «‘®” Grades 

(21) anXf' + a«-i + - ■ • + + «ia: + ao_ 

fjlj ^ =3 /i den VertRuU hat, kann man auch sagen, daB die Gleichung 
n**“ Grades 

(22) + + + ■ ■ ■ + + = ^ 
dieL6sunffa: = Ahat. Schon auf S. 23 hetonten tvir den Unterschied 
tdschen dem allgemeinen Zeichen a; fur eine beliebig veranderhche 
Se und der vom Schulunterrichte her gewohnten Bezeiehnung der 

Ldsungen einer Gleichung mit a:. In (21) 1 st ^ 

liche Gr()Be Dagegen stellt (22) eine Bedmgung fur s dar ; (hese Gleichui^ 
lagt aus, daB 2 sieh nur urn solche Werte von x handeln soli, die sie 
befriedigen. Der Satz 5 kann nun so gefaBt werden: 

Satz is; Dann und nur dann, ^enri h eine Losung der 
Gleicbitng Grades 

a„ «» + ««-i + a«-2 + • • • + ® 

ist, lafit sich die ganze Funktion n*®” Grades 

a„ X» + On_i + «n-2 + 1- as + «! » + ao 

als Produkt aus x-Ji und einer gewissen ganzen Funktion 
l)te" Grades, also in der Form 
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+ \-h^^ + hx+b^) 

fiir all© Wert© von x darstellen. 

Hat man also den Wnnsch, eine gegebene ganze Funktion 
Grades als ein Prodnkt in derForm {x — h)i^^i(x) darzustellen, so 
muB man die Konstante h so wahlen, da6 x=h eine Losiing der Glei- 
clung Grades jn{x) = 0 ist; und das erschwert die Sache, Demi 
man wird ja noch von der Sehnle her vnssen, daB die 4ufgabe, eine 
Losung einer vorgelegten Gleichnng Grades ausfindig zu machen, 
nielt so einfaeh ist. Wir kommen auf diese Anfgabe in § 3 zuriick 

§ 2 . Maxima und Minima. 

Otters hahen wir uns veranlaBt gesehen, in einzelnen Auf gab en 
solche Werte von x zu bestimmen, fiir die eine Funktion y am groBten 
wird, so im 3. Beispiel auf S. 55, im 9. auf S. 96 und im 10. Beispiel 

auf S. 97. Untersuchen wir dies jetzt alb 
gemein! Wir woUen annehmen, eine vor- 
gelegte Funktion y = f(x) sei stetig, habe 
also eine stetigeBildkurve, und die Kurv^e 
hale iiberall Tangenten, d. h. die Fnnk- 
tion sei difierentiierbar. Fig. 72 stelle die 
Bildkurve dar. Man erinnere sich daran, 
daB sie im Sinne wachsender Ab- 
szissen, also in Fig. 72 von links nach 
reehts, dufchlaufen werden soli. Da die 
Steigung das Verhaltnis zusanunengehoriger Zunahmen von y und x ist, 
ie Zunahme von x aler bei dieser Festsetzung bestandig positiv bleibt, 
ist daim die Steigung positiv oder negativ, je nachdem die Zunabme 
von y positiv oder negativ ist. Weil die Steigung durch den DiHe- 
rentialquotienten angegelen wird, folgt daraus der 

Safe?: Ist eine Funktion y = f(x) differentiierbar und 
wird ihre Bildkurve im Sinn der positiven fl;-Achse durch- 
lanfen, so steigt die Kurve, d. h. so wachst solange der 
Differentialquotient positiv ist; dagegen fallt die Kurve, 
A k nimmt y ab, solange der Differentialquotient negativ 
ist 

In Fig. 72 steigt die Kurve vor A und B und nach C und D ; sie 
ffflt dag^en nach A und B und vor G und D. Deshalb ist der 
Difierentialquotient vor A und B und nach C und D positiv, dagegen 
mmhA und B und vor C und D negativ. Mithin tritt in A, B, O, D 
^ wechselimVorzeichen des Bifierentialquotienten ein, und dies kommt 
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dadurch zustande, dafi der Wert des Differentialquotienten (der Stei- 
gung) dort durch Null hindurch geht. Aber es sine! noch andere Falle 
denkbar. Wenn namlich die Kun’^e in einem Punkt die Steigung Null, 
d. h. eine zur a;-Achse parallele Tangente hat, sind fiir die kurz vor- 
her Oder nachher kommenden Punkte uberhaupt folgende Mog- 
lichkeiten vorhanden: 



Die Steigung ist; 

vorher 

positiv 

positiv negativ 

negativ 

nachher 

positiv 

negativ positiv 

negativ 


1. 

2. 3. 

4. 


Der erste Fall tritt in Fig. 73 an der Stelle 1 auf, der zweite an der 
Stelle 2 usw. Die Kurve weist daher itn 1. und 4. Fall eine Art von 
Terrasse auf. Im 2. Fall dagegen hat die Kurve eine hdchste Stelle, 
einen Maximalwert von y, im 3. Fall eine tiefste Stelle, einen 
Minimalwert von y. Sehr wohl kann es vorkommen, daB mehrere 
Maximalwerte von y auftreten oder auch mehrere Minimalwerte, wie in 
der vorigen Fig. 72. Wir sagen uberhaupt: y hat an einer Stelle 
ein Maximum (Minimum), sobald nur die unmittelbar vor- 
hergehenden und unmittelbar nachfolgenden Werte von y 
kleiner (grofier) sind. 

In der Natur einer 
Aufgabe kann es liegen, 
dafi fiir x nur solche 
Werte in Betracht kom- 
men, die einer gewissen 
Spanne, einem soge- 
naimten Intervall, an- 
gehbren. (Im 10. Bei- 
spiele, S. 97, war x auf 
die Werte zwischen 0 
und2|beschrankt.) Dies 
bedeutet dann, daB wir nur ein Stuck der Kurve, wie z. B. in Fig. 73 
das von A bis B, ins Auge zu fassen haben. An den Grenzen A und B 
dieses Stiickes treten dann Werte y auf, die nur mit denjenigen un- 
mittelbar benachbarten Werten zu vergleichen sind, die innerhalb des 
Intervalles liegen, so in A nur mit den weiter rechts, in B nur mit 
den weiter links liegenden Werten. An diesen Grenzen bezeichnen wir 
daher y als ein Maximum, wenn die unmittelbar daneben, aber im 
Intervalle liegenden y kleiner sind, dagegen als ein Minimum, wenn 
sie groBer sind. Danach tritt in Fig. 73 in A ein Minimum und in B 
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ein Maximum von y ein. Derartige Maxima und Minima nennen wir 
Gronzmaxima und Grenzminima. ZusammongefaBtr 

Satz 8: 1st yz=zf{x) eine differentiierbare Funktion von 
so kann sie nur da ein Maximum oder Minimum haben, 
wo der Bifferentialquotient gleich Null ist. Daselbst tritt wirk- 
lieh ein Maximum auf, wenn der Differentialquotient un- 
mittelbar vorhei: positiv und unmittelbarnachher negativ ist, 
wenn er also beim Durctschreiten der Stelle abnimiiit. Da- 
gegen tritt daselbst ein Minimum auf, wenn der Differential- 
quotient unmittelbar vorher negativ und unmittelbar nach- 
her positiv ist, wenn er also beim Durchschreiten der Stelle 
zunimmt. In alien anderen Fallen tritt an der Stelle weder 
ein Maximum noch ein Minimum auf. Ist x auf ein Inter- 
val! beschrankt, so kann es auBerdem an den Grenzen des 
Intervalls Orenzmaxima oder Grenzminima geben. 

Hat man den Satz vollig erfaBt, so wird man die zeichnerische Dar- 
stellung nicbt mehr notig haben, um bei einer vorgelegten Aufgabe die 
Maxima und Minima zu finden, sondern geradezu die Werte von x suchen 
fur die der Differentialquotient gleich Null ist. 

1. Beispiel: In eine Wand ist eine Blechplatte wagerecht eingelassen, so daB 
ein Rechteck Yoisteht, dessen Breite von der Wand bis vorn 9 cm betragt, wahrend es 
48 cm Lange hat. Schneidet man an den beiden freien Ecken kleine gleichgr4?Be 
Quadrate aus imd kippt man die Hander nach oben um, so entsteht ein langs der Wand 
lavender offener Behalter. Wie hoch muB der Rand oder, was dasselbe ist, die Quadrat- 
seite gewaUt werden, damit der Behalter einen mogliclist groBen Inhalt fafit? Diese 
Aufgabe eriunert an das 10. Beispiel auf S. 96. 1st a: die Quadratseite in Zentimetem, 
so ist der Inhalt y in Kubikzentimetem: 

t/= (48 — 2ir)(9~-a:) a;. 

Der ITnterschied gepniiber jenem Beispiel liegt, abgesehen voir den Zahlenwerten, 
daiiu, daB der zweite Faktor — x und nicht — 2x enthalt. Hier ist. wie man be- 
rechnen moge: 

= 132X+432. 

Die Quadratseite x kann hochstens gleich 9 gewahlt werden. Denken wir uns y lUr 
die Werte von x zwischen 0 und 9 berechnet und in ein Achsenkreuz eingetragen, so 
bekommen wir dadorch eine Kurve, die vom Nullpunkt ausgeht und die x-Achse 
wieder an der SteUe x = 9 trifft, denn y ist gleicK NuU f iir x = 9. Dazwischen 
positiv. Zu Anfang ist die Steigung gleich 432, an der SteUe x = 9 gleich 
-270, d. h. zuerst steigt die- Knrve, zuletzt faUt sie. Sie muB deshalb einen Gipfel 
Mben, d. h. irgendwo zwischen x =s 0 und x =: 9 hat y sicher ein Maximum. 
Di^ wird gesucht. An der gesuchten Stelle muB die Steigung gleich Null sein; also 
haben wir einen Wert von x zwischen 0 und 9 zu suchen, fUr den 

6a^— 182x4- 432 = 0 
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ist Pies ist eine quadjratisclie Gleichung fiir die Unbekannte (jetzt nicht 
Veranderiiclie) x. Urn die Ldsungen der Gleichung zu finden, verfahren wir so: Zuerst 
schaffen w das konstante Glied auf die rechte Seite, und dann dividieren wii heide 
Seiten mit 6, so dafi wir bekommen: 

a:® — 22 a; = — 12. 

Jetzt erganzen wir — 22a; zum Quadrat, wie man sich ausdriickt, d. h. wir 
erinnern uns daran, dafi (x — a)® = — 2aa; + a® ist, und sehen, dafi die Gleichung 

links zwei Glieder — 2 . 11 x hat, die als Aufang dieses Quadrats gebraucht werden 
konnen. OSenbar mhssen wir a = 11 qehmen. Dann ist (x — liy = x^ — 22 x + 121. 
Dieses vollstandige Quadrat (x — 11)® wird in der Gleichung links stehen, wenn 
links noch der Summand 121 vorkommt. Den durfen wir hinsetzen, sobald wir es auch 
rechts tun. Also schreiben wir: 


Oder 


x® — 22x+ 121 == —72+ 121 
(X — 11)® = 49 = 7®. 


Ziehen wir nun die Quadratwurzeln aus, so folgt, daB entweder: 


Oder 


X — 11 = 7, also X = 18 

X — 11 =• — 7, also X = 4 


sein muB, Da x zwischen 0 und 9 liegt, ist nux x = 4 zu gebrauchen. Weil, wie gesagt, 
zwischen x = 0 und x = 9 ein Maximum vorkommt, mufi es also fiir x == 4 ein- 
trcten. Man wird mithin 4 cm des Randes der Blechplatte umknicken und erhalt 
dadurch, wie man berechnen moge, einen Behalter von 800 ccm Inhalt. Niitdich es ist, 
die Bildkurve der Funktion y von x = 0 bis x = 9 zu zeichnen. Wir haben es nicht 
getan, nm zu zeigen, dafi die nnr gedachte Bildkurve fiir die Ldsung der 
Aufgabe ausreicht. 

2, Beispiel: Unter alien oben offenen zylindrisehen Gefafien von derseJben 
vorgeschriebenen OberflS-che (gleich Mantel plus Grundflache) soil dasjenige her- 
ausgefunden werden, das den grSfiten Inhalt hat. Wird der Radius des Grundkreises 
grofi gewHhlt, so bleibt ffir den Mantel wenig Material iibrig. Das Gefafi wird also sehr 
flach und wenig Inhalt haben. Wahlt man andererseits den Radius der Grundflache 
Idein, so bleibt zwax fflr den Mantel viel Material iibrig, das Gefafi wird sehr hoch, 
rdhrenffirmig, hat aber wegen der geringen Weite nux geringen Inhalt. Zwischen 
heiden Mfiglichkeiten wird die gewflnschte Form liegen. Die gegebene Gesamtflache 
des Mantels und Bodens betrage Fqcm. Beliebig wahlen konnen wir zunachst 
den Radius der Bodenflache, allerdings offenbar nicht negativ und nicht iiber alle 
Grenzen grofi. Wir setzen iim gleich x cm. Wie grofi ist dann der Inhalt y? Die 
Grundflache hat qcm; also bleiben fiir den Mantel (F — tiX®) qcm. Er wird 
auseinandergebreitet ein l^chteck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange 2 x des 
Bodens ist, Daher ist die Hfihe h gleich der zur Verfiigung stehenden Flache 
F — n. dividiert mit 2 n x, d. h. 


F — 7FX® 
2Ttx 


Da der Rauminhalt gleich Grundflache n x® lual Hohe h ist, hat er, ausgedriickt in 
Kubikzentimetern, den Wert 


y — n3^- 


F — 71 X* 
2 nx 


IFz—ina?. 
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filer ist: 


Pw ist gleich Null fiir 


1 7ix^ — JF, also ^ 


4. li. fir 


Pc Wwrzd. mufi positiv gewahlt werden. Wir sahen, claiJ ein Maximum von y vor- 
todea sda muB. fiasich andererseits nur dieser eine Wert von a ergibt, fiir den 
iterliaupt eia Maximum habea kann, tritt sicher fiir diesen Wert von x das Maximum 
eia. Alsdann ergibt sich als Gefafihdlie: 


Ife Kfc d<^be Wert wie der .vor x. Das GefaB wird mi thin den groBten 
a en, wenn seine Hohe gleich dem Radius des Grundkreises ist. 

behandle ebenso die Aufgabe: Unter aJlen oben ge- 
fefseb 1 GefdBen voa dersclben vorgeschriebenen Obeiflache 

ha^ horausgefunden 

n 4. Beispiel: Wie stellea sich die iSsuixgen der beiden letzten 
Aolgabeii dar, weim man annimmt, daB das Stiick, das beim 
Ueta^chtteiden der kreisformigcn Bodenflache (oder des Deckels) 
von dem i^chnebenen Quadrat iibrig bleibt (siehe Fig. 74), als 

Kg. 74 des 

■ ^ andeuten. Ist ® der Eadius, so wird dnrch die 

tote, wbnmcht Q»»*at- 

HBtegyer?r4jr“2““t^ nurF-4a:» ubrig, so daB die 

liexgtstdlt gescMossener Kasten 

K»t«n geben, damit er m5dich<i+ <n-nR* v ^^ohe Form muB man dem 

«M®«^Itote(Gnmclfl5che?I)Skefmd ^ daB die 

*M?faiebji»n HicheninMt haben’ nieco a ®®’tenflacheu) ziisammen einen vor- 
mimait nanen? Diese Anfgabe ist wie das 2. Beispiel zu be- 

Dieselbe Aufgabe l8se man fur den Fall, wo der Kasten keinon 

besehaftigea \vir uns jetzt 

«.«. On*, ns ““ 
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Maxima und Minima einer Funktion die Losungen einer Gleiehung 
braucht. Man weiB, daB die Aufldsung von Gleiehungen uberhaupt eine 
recht wichtige Sache ist. Wir woUen uns damit keineswegs so beschafti- 
gen, "wie es im Schulunterricht geschieht,- vielmehr vom Standpunkte 
der Anwendungen aus. Einige allgemeine Bemerkungen schicken wir 
voraus: 

ZunSchst sei noch einmal an den UnterscMed zwischen einer beliebig 
veranderlichen GroBe x und einer Losung x einer Gleiehung, also einer 
bestimmten, aber vorerst noch unbekannten GroBe x erinnert Darauf 
machten wir schon auf S. 23 aufmerksam. Im Schulunterricht wird 
gezeigt, daB man die Losungen von Gleiehungen bis zum vierten 
Grad, d. h. bis zu solchen von der Form 

axl^ + la? + ax? 9 ^: + h~ 0, 

worin die Koeffizienten a, h, e, g, h gegebeme Konstanten bedeuten, mit 
Hilte von Wurzelzeichen durch Formeln darstellen kann. Wegen dieser 
Darstellung hat sich bei den Mathematikern die Gewohnheit einge- 
biirgert, die LSsungen einer Gleiehung die Wurzeln der Gleiehung zu 
nennen. Lehrer, auch Hochsehullehrer gibt es, die diesen Ausdruck ge- 
brauchen, ohne zu ahnen, welche Verwirrung sie dadurch in manchen 
Kbpfen anrichten. Um Verwcchslungen mit dem eig^ntlichen Wurzel- 
begriffe zu vermeiden, huten wir uns davor; wir sprechen also immer 
von den Losungen, einer Gleiehung. Nur damit der Leser nicht stutzig 
werde, wenn er gelegentlich anderswo von Wurzeln einer Gleiehung 
reden hort, erwahnen wir diesen Umstand. 

Die Losungen einer allgemeinen Gleiehung von hoherem als 
viertem Grad kann man nieht mittels der Zeichen der Arithmetik, 
insbesondere mittels der Wurzelzeichen darstellen. Man ,,kann“ es nicht, 
aber die Schuld liegt nicht an den Mathematikern, sondern sozusagen 
an den Gleiehungen selbst. Denn es lafit sich geradezu beweisen, daB 
es unmoglich ist, daB man sich also vergeblich anstrengt, wenn man 
es zu tun versucht, ebenso vergeblich wie die Erfindung des Perpetuum 
mobile. Solange der Beweis noch fehlte, hat man viele vcrgebliche Ver- 
suche gemacht. Wir verdanken. dem jung verstorbenon groBen nor- 
wegischen Mathematiker Abel (1802 — 1829) den Nachweis der Un- 
moglichkeit . der Auflbsung von allgemeinen Gleiehungen hoheren als 
vierten Grades mittels der Zeichen der Arithmetik. Wir konnen auf den 
Beweis nicht eingehen, denn er ist nicht einfach. Er hat aber auch 
fiir unsere Zweeke keine sonderliche Bedeutung. Man darf namlich 
nun nicht folgern, daB es unmoglich ware, die Losungen einei Gleiehung 
hoheren Grades zu bestimmen; man muB nur die Frage rich tig 
stellen. In der Matheraatik komrat es oft genug vor, daB man ein 
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GroBe nicht vollst^ndig genau angeben kann, obwohl man wei6» daB 
sie einen ganz bestimmten Wert hat. Dies; gilt z. B. von der beruhmten 
Zahl jr = 3,14159 . . .. Aber in alien derartigen Fallen geniigt es, ein 
Verfahren zu ermitteln, mittels dessen man einen Wert finden 
kann, der vom gesuchten urn weniger abweicht, als man 

nur immer vorschreiben mag. Man schreibe z. B. vor, die gesuchte 

Zahl soil bis auf so und so viele Dezimalstellen abgerundet richtig 
sein; der Mathematiker soil diese Forderung erfiillen, z. B. filr die 
Zahl 7r. Der Mathematiker steht tiberhaupt auf dem Standpunkte: 
Sobald er ein Verfahren hat, mittels dessen eine gesuchte GroBe mit 
jedeiri beliebigen Grad der Genauigkeit gefunden werden kann, ist 
diese GroBe nicht mehr unbekannt; vielmelir heiBt sie dann bekamit. 
Uns kommt es nur auf die praktischen Anwendungen an, und 
man wird zugeben miissen, daB auch da dieser Standpunkt durchaus 
berechtigt ist. Denn bei alien praktischen Anwendungen handelt es 
sich um N3,herungswerte, weil schon das bloBe Abmessen von wirklich 
vorkommenden GroBen mit unvermeidlichen Ungenauigkeiten belastet 
ist (vgl. S. 3). Freilich ware es recht unvollkommen, wenn wir cine 
gesuchte GroBe z. B. nur bis auf 1% genau finden konnten, denn es ist 
moglich, ja wahrscheinlich, daB man beim bestandigen Vervollkommnen 
der mensehlichen Arbeit eine weiter gehende Genauigkeit fur diese 
GroBe braucht. Solcher Vervollkommnung kann der Mathematiker in 
Ruhe barren, sobald er nur herausgebraeht hat, wie man die GroBe 
mit jedem gewunschten Grade der Genauigkeit ermitteln kann. 

Ja selbst, wenh man die Losungen einer Gleichung durch Forineln 
darstellen kann, bedeuten die Fonneln doch in Wahrheit meistens nur 
Nyierungsverfahren. In der Tat, man beweist auf der Schule, daB die 
quadratische Gleichung 

( 1 ) + bx + e ~0 


die Losungen hat: 

( 2 ) 


'h±:Y¥- 

2a 


undhier tritt eine Ouadratwurzel auf, die man doch nur in seltenen Fallen 
vollkommen ausrechnen kann, denn z. B. /2 = 1,414 . . . laBt sich nur 
angenahert berechnen. aber allerdings mit jedem gewunschten Grad der 
Genauigkeit. . 

Weshalb diese lange Auseinandm^setzung? Die Mathematik ist 
wegen ihres eigenartigen Wesens mehr als jede andere Wissenschaft 
der Gefahr ausgesetzt, von Laien falsch verstanden zu werden. Man 
kann sagen, daB eigentlieh jeder Ausspruch, der auBerhalb des engeren 
Kreises der Mathematiker fiber ihre 'Wissenschaft gelaufig ist, falseh 
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verstanden wird, so die Nichtauflosbarkeit von Gleichungen hoheren als 
vierten Grades, so auch die Unmoglichkeit der Quadratnr des Kreises, 
von der wir spater (im § 5 des Kap. 10) gelegentlieh reden werden, usw. 
Deshalb muB man uns sehon die vorstebende lange Auseinandersetzung 
gestatten. 

Unser Zi el ist also dies: Liegt eine bestimmte Gleichung vor, 
so wollen wir ein Verfahren ermitteln, mittels dessen man 
ihre Lbsungen mit jedem gewunschten Grad der Genauig- 
keit finden kann. 

Bevor wir daran gehen, wollen wir noch einiges in betreff der Formel 

(2) sagen. Der Leser wird ja bemerkt haben, daB wir nur bescheidene 
Anleben von dem machen, was er noch von der Schule her weiB; und 
deshalb soli auch diese Formel (2) hier von neuem abgeleitet werden, 
und zwar, schon urn den Kenner nicht zu langweilen, auf einem anderen 
Wege: 

Vorgelegt sei also eine quadratische Gleichung (1), in der man 
sich unter der Konstanten a, b, c bestimmte Zahlen denke. Insbesondere 
soli a 4=0 sein, weil sonst ja nur eine lineare Gleichung vorlSge. Handelt 
es sich nun z. B. um die Gleichung 

-- a: — = 0, 

so konnte man mit irgendeinem Werte x probieren, ob er eine Lbsung 
ist. "W'ahlt man hier z. B. a; = 3, so wird die Gleichung erfullt, aber das 
ist ein besonderer Glucksfall. Im allgemeinen wird, wenn eine Gleichung 
(1) vorliegt und fiir x irgendein bestimmter Wert eingesctzt wird, der 
Ausdruck an^ + bx+c nicht den Wert Null bekommen. Wir be- 
zeichnen daher den Wert, der sich ergibt, mit y: 

(3) y = ax^ + bx-{- c. 

Jetzt liegt etwas andres als in (1) vor; Da x irgendwie gewShlt wurde, 
ist X hier eine beliebige Veranderliche und y eine quadratische 
Funktion von x. Die Aufgabe, die quadratische Gleichung (1) zu Ibsen, 
laBt sich daher so aussprechen: Gesueht werden diejenigen Wente 
von X, fiir die sich als Wert der Funktion y die Null ergibt. 
Deuten wir dies geometrischl Nach S. 95 ist das Bild der Funktion (3) 
eine P arabel , deren Achse zur y-Achse parallel ist. Also suchen wir die 
Abszissen x derjenigen Parabelpunkte , deren Ordinaten y = 0 sind, 
d. h. die Abszissen der Schnittpunkte der Parabel mit der 
a;-Achse. Nach S. 95 hat die Parabel fur a > 0 die Form eines Jals, 
fiir fl < 0 die eines Berges, und die tiefste Talstelle oder der Berggipfel, 
d.h. der Seheitel der Parabel, hat die Abszisse a: == — 6 : 2a, Die 
Ordinate des Scheitels ergibt sich dureh Einsetzen dieses Wertes in (.3) 
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mid ist y = — (J* — 4ac) :4a. Das Produkt von a mit dieser Ordinate 
jgt Wenn also a und die Scheitelordinate dasselbe Vor- 

zeiehen haben, ist 6® — 4a c negativ, wenn sie verscMedene Vorzeichen. 
Iiabmi, ist — 4ac positiv. Hiervon machen wir sogleich Gebrauch- 
Achsenkreuz denken wir uns in der gewohnlichen Lage. Dann 
kSnnen folgende FSUe vorkonunen: 


^ I a > 0, Tal, Scheitel nnterhalb der a;-Achse .(Fig. 75) 1 ra ^ n 
la < 0, Beig, Scheitel oberhalb der a-Achse (Fig. 76) j ^ 4a c> . 

jj I a > 0, Tal, Scheitel auf der a-Achse (Fig. 77) 1 ,3 . _ ^ 

la<0,Berg, Scheitel auf der a^Achse (Fig. 78)1® 4ae — u. 

TTi |« > 0. Tal, Scheitel oberhalb der a-Achse (Fig. 79) I , o ^ ^ 

la< 0,Beig,Seheitelunterhalbdera>Aehse(Fig.80)| ® 4ac<U. 

In den Fallen I hat die Parabel zwei verscMedene Pnnkte mit der 
a-Achse gemein, in den Fallen II nur einen, in den Fallen III gar keinen. 
Nin muB man bedenken: Wenn wir von Punkten der a;-Achse reden, 
handeit es sich um Pnnkte, deren Abszissen x reelle GrfiBen sind. Dem- 
nach hat sich eigeben: 

Die quadratische Gleiehung (1) hat in den Fallen I 
zwei verschiedene reelle LSsungen, in den Fallen II nur 
eine, in den Fallen III gar keine. 

Beachtet man das Vorzeichen von — so folgt: 

Gleiehung (1) hat zwei verschiedene 
reelle LSsungen oder nur eine oder gar keine reelle 
osnng, je nachdem b^—4ac positiv, gleieh Null oder 

Diskriminante der quadratischen 
sonfe^ ^ lateinischen discriminare, trennen oder ab- 


Unsere I%uren 76—80 beziehen sich abrigens auf folgende Parabeln : 

l!' + (Fig. 76), 

III’ y = -lx^ + x~l (Fig. 78), 

’ 2/ = — + — f (Fig. 80), 

<1. h. auf die folgenden quadratischen Gleichungen: 

I. lA- r— |=.o, — Jt2-l^_l. 3 n 

a = ra: +x+^ = 0, 

HI. |a«— t 

t k*"”. <^8 * -»en 

oie 4ahlen - 1 und 3 sind und im Fall II die 
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Fig. 75. 
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Fig. 77. 




Fig. 78. 



einzigo reelle LSsung 1 ist. Man sieit auBerdem, daB die Parabeln 
in den sects Figuren kongruent sind. Dies ist na<5h S. 95 klar. 

Die Parabelachse ist Sjrmmetriegerade der Parabel und geht durch 
den ScheiteL Wenn also die Parabel die rr^Achse in zwei verscMedenen 
Punkten schneidet (Pall I), miissen diese PunJkte gleich weit rechts 

8 0 >1 e ( f e r s , liehrbuch d. Muthematik. ^ 







114 


BriUes Kapitel; Algebraisehe Funktionm. 


Sat S r Abszisse -b : 2 a 

nat, muJJ es also dann erne GroJJe « derart geben, da6 

(4) 


O 

■ 2^ + a uud X-- 


-L. 

2 a 


-U 


quadratiSen Usixngen der 

Gleichung verlangen. H ^ 


«( 2 a±“) +j(-|^±t*)+C = 


Ausrechnef d?Smmem gibt-*^^ Minuszeichen steht. 


52 


ra + — Jti-f-C 


0. 


Her tale. « a. aM» :flu „.d ± i„ „d es bleibt: 


V 


4a + H- c = 0 

als einzige Bedingung fur «. Danach muB 


U^=z 


4g o 

4^2 


also M=^j/j2_4- 


Gleichn^feX FoS:^*’*^^ Losimgen der quadratischen 

(5) 


X = 


-±±V^PUc 

2 a 


stimint mit (3) iibereiTi 

zu dem bekimtenErgebnSe^'S'^- neaen 

SchluBfolgerungbloB auf den unsere letzte 

ist. Ab« (5) steUt ®'' ^ > 0 

Hutziich ist eiae Heine Gleichung dar. 

Badet man die Summe der hp ri^f’ anwenden kann: 

Wuizd for,. „j " Tei * ^“"8“ W, s. bebf sich die 

I« der qeadraSSbt '^.Sf^J-;®™-' "" beiden Lbsup- 

den Wert^^ — 6:obat. Leicht erkennt l . 

der LSsungen den Wert c*a hat Produkt 

V.r d„ ^ 
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Division mit dem Koeffizienten a auf diejenige Form zu bringen, in der 
den Koeffizienten Eins hat: 

(6) a:® + + 17 = 0. 

Hier ist a = 1, i = f, c = q, die Losungen (5) sind also jetzt: 

(7) * = — ijJ ± /(ijp)* — 2, 

nnd in dieser Form lassen sie sich leicht dem GedSohtnis einpragen, -svas 
niitzlich ist, wenn man dfters quadratische Gleichungen aufzulosen hat: 
Man bildet den halben Koeffizienten von x, aber mit dem entgegen- 
gesetzten Vorzeichen wie in der Gleichung (6) selbst, und addiert dazu 
die positive oder negative Quadratwurzel aus dem um das konstante 
died q vermin derten Quadrat dieses halben Koeffizienten. — 

Endlich wenden wir uns zur Auflosung beliebiger Glei- 
chungen: 

(8) /(a:) = 0. 

Hier soil unter der linken Seite /(x) irgendein gegebener Aus (truck ver- 
standen werden, in dem die GroBe x anftritt. Die Gleichung (8) fordert 
alsdann, diejenigen Werte von x zu ermitteln, fiir die dieser Ausdruck 
gleich Null wird. Wenn man fur x einen irgendwie gewahlten Wert an- 
nimrat, vslrd die linke Seite nur in ganz besonderen Gliicksfallen wirMich 
gleich Null. Im allgemeinen bekommt sie einen von Null verschiedenen 
Wert, und dieser Wert wird sich ^ndem, wenn man ffir x andere Werte 
wahlt, d. h. der Wert von / (x) hangt ganz von der Wahl von x ab, er 
ist eben eine Funktion von x, und wir bezeichnen ihn daher mit y: 

(9) y=^f{x). 

Warden wir behaupten, ein fiir x angenommener Wert, fiir den die Unke 
Seite von (8) nicht gleich Null, sondem ^eich einer zu Null verschiede- 
nen GrdBe y wird, sei eine Losung der vorgelegten Glemhung (8), so 
warden wir einen Fehler begehen,' und zwar wfixe der Fehler um so 
grOBer, je mehr das Ergcbnis y von Null abweicht. Aus diesem Grunde 
nennt man die Funktion y von x die' zur Gleichung (8) zugehdrige 
Fehlerfunktion. Wie auseinandergesetzt wurde, gehen wir nun 
darauf aus, die Losungen x der vorgelegten Gleichung (8) durch An- 
naherung zu bestimmen. Deshalb suchen wif solche Werte 
von X, far die der Fehler mdglichst gering wird, d. h. far 
die y mdglichst wenig von Null abweicht. Je weniger t/ von 
Null abweicht, um so naher liegt x bei einer Ldsung der Gleichung (8). 

Wir wollen die so umsehriebene Aufgabe graphisch auffassen, indem 
wir das Bild der Funktion (9) benutzen. Dies Bild wird eine Kurve sein, 
die als die F ehlerkurve zu bezeichnen ist. Die Lfisungen x der Gleichung 

8 * 
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(8) tmi die Abszisseii derjenigen Punkte der Fehlerkurve, deren Ordi- 
aaten f=0 sind, ih sie sind die Abszissen deijenigen Stellen, an 
teen die Feilerkurye die aj-Aehse achneidet Wir snchen also die 
Selnittpnnkte der FeMerkurve mit der a;-Achse so genau 
wie mojglicli zu bestimmen. Von dieser Kurve ktonen vni be- 
teig vide einzelne Punkte ermitteln, indem wir ftir x irgendwelche 
Wtrle dttsetzen imd dann nack (9) das zugehorige y berechnen. Weim 
wir mdi den Difierentialquotienten der Funktion (9) berechnen kSnueUt 
bemiaeii war ilm, mn uber das Steigen und Fallen der Fehlerkurve 
Aidoiiift m erhalten. So warden wir uns bei einer bestimmt 
Tor&g^den Gleichung (8) eine aJlgemeine Vorstellung vom Verlaufe 
te Fehlerkurve machen kdnnen. 

Inn wGlIen wir insbesondere annehmen, wir batten ein Intervall 
T#a Ateten x festgestellt, in dem die Kurve stetig ist. In 

diesem Intervalle seien A und B 



81. Pig. ^ 

SW® 9* Eine Oleldhnng 


zwei Punkte der Fehlerkurve, die 
auf verschiedenen Seiten der 
aj-Aohse begen. Dann muB die 
Kurve die x-Achse zwischen A und B 
durchschneiden, siehe Fig. 81 und 82. 
Hat A die Abszisse a und B die 
Abszisse I, so muB also zwischen 
a und b eine Losung x der Glei- 
chung (8) liegen. Mithin gilt der 


iai iwisehen zwei Werten 
•ftbald ii© FnnkMen 


/(aj) = 0 

u und b mindestens 


eine 


Ldsung, 


y I w 

jekiedea® VomTcLf hal iiir a: = a und x = b ver- 

Werte a; = « und a: = & 
Pa dam met zwischen a und 6 "^e^liiedenen Vorzeichen hat. 

^ noch groB ist, ^rd man es 

<® *n dntt 7.1.1 . j; T^^onge y=sy berechnen. Wir 
•<1. ^ rte /( kTi VorneWien 

(. 17 ) Oder C 

u^A«*se wie A oder auf derselben 
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Seite der a:-Achse wie B liegt. Im ersten Fall (Fig. 81) ist eine Lostmg 
der Gleichung zwischen e und b, im zweiten (Fig. 82) zwischen a und e 
gelegen. In beiden Fallen ist das Intervall kleiner gewden. So kann 
man das Interval!, in dem eine Losung liegt, immer kleiner 

Daher diirfen wir jetzt annehmen, Xy und seien zwei nahe bei- 
einander gelegene Werte von x, fur die y solche Werte und hat, 
die nur wenig von Null abweichen und verschiedene Vorzeichen 
haben. Geometrisch ausgedruckt: Wir wollen annehmen, daB wir zwei 
Stellen P ^ und P ^ oder {x ^ ; y^ und (x^ ; Xj) der Fehlerkurve kennen, 
die nahe beieinander, aber auf verschiedenen Seiten der x-Achse liegen. 
(Siehe Fig. 83 fur j/i > 0 und j/a < 0 und Fig. 84 fur < 0 und > 0.) 
Wenn nun dieFunktion y = f(x), wie wir annehmen woUen, differentiiert 
werden kann, wissen wir: . 


Je kQrzer das Kurvenstiiek 



/ 

PjPg ist, um so-mehr nShert 


J 


es sich einer geraden Linie. 




Die Gerade Pj Pg wird ® 





daher die x-Achse an einer 

I 

^ I 

Stelle Q treffen, die von 

I ■' 

r av”"" 

1 


dem Schnittpunkte 8 der Fig. 83. Fig. 84. 

Fehlerkurve mit der x- Achse 

vermuthch nur noch wenig abweicht, d. h. die zu Q gehorige Ordi- 
nate Q Pg der Fehlerkurve wird besonders klein sein. Fiir die Abszisse Xg 
von Q. wird also der Fehler y^ besonders Mein ausfaUen. 

Den Wert von Xg konnen wir leicht finden. Er sei etwa um u groBer 
als Gehen wir geradlinig von P^ nach Pg, so waehst die Absrisse ins- 
gesamt um — x^, wahrend die Ordinate der Geraden um — y^ zu- 
nimmt (wie auch die Vorzeichen sein mogen). Wir woUen aber nur um 
die noch zu ermittelnde Streeke u bis zur Stelle Q gehen, d. h. bis zu 
der Stelle, fftr die die Ordinate der Geraden gleich Null ist, fur die' sich 
somit die Ordinate von yj bis 0 gehndert, also um — y^ vergroBert hat. 
Mithin gilt, weil langs der Geraden die Zunahmen von x und y zu- 
einander proportional sind (vgl. S. 26), die Proportion 


« !B, *1 

— yx~yt—yi. ’ 

woraus sich der Wert von w ergibt: 


u = —yx 


yi — yi' 


Da Xg = Xi -f M ist, komrat also: 


*1 — *i 
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y . Dieses NaJhenmgsverfaltreii, 

/ das man die Eegula falsi oder 
die Fehlerregel nennt, kann. 

X X ■wiederholtanwenden, wodurch iKia^ 

^ ^ ^ mehr dem gesueh'te** 

Wert, namlich der Abszisse des 
Pnnlrtes 8, nakert. tJbri'gewt® 

Fif. 86. Fig. 88. ?'=• (10) 

^ ^ dann, wenn j/iund 2/2 dass ol o^ 

Vorzeichen haben, die Al>" 
iiisse des Schnittpunktes der Geraden P^Pg mit der i*?- 
Aelse (s^e Fig. 85). Doch kann man in diesem Fall nicht si e her 
dafi die FeMerkorve iiberhanpt in der Nahe von und P^ die 
SrAeise sdmddet. Sie konnte ja wie in Fig. 86 verlaufen. 

1 Beispiel: Wie lang ist die Kante eines Wurfels, dessen Inhalt 10 X-»iter 
1 st X die Eantenlange in Zentimetern, so ist der Inhalt sfi ccm. Jedes X^i ter 
•ant 1000 eoni. Also -wird gefordert, es soli 

a ? — 10000 -0 

3 

^ 4 k es wd der Wert von Vioood gesucht. Hier ist: 

— lOOOO 

<iie FeHerfnnktion. DaS gesuchte * Uegt zwischen 21 tmd 22, denn es kommtr 

y 

21 —739 
22 + 648 

vermuten wir, 

tbemoL V Ibtto zwischen 21 und 22 Uegt. Fflr a; = 21.& ist 

DaherwaMenwirnoch*= 21 , 6 . 

Ji 4 L 

■ , 21,6 -62 
! 21 , 0 4 . 7 8 

^ ^ aWiehes wie 7W*OT. Daher iK^echnen wir: 


21,64 - 6,1 
21,66 + 7,8 


denwiz V . + 

Fte Met (s^^iHriAder^hte ^“““en so zu dem Wert 

^ sea der FeUer y, anf ebenfalls vier Dezimalstellexx a.l>- 
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geiundet, gleich + 0,0746. ’ Da er positiv ist vemuten wir; daB ein kleineres x 
negativen FeWer geben wird. Demnach berechnen wir: 


einen 


21,6443 — 0,06 
21,5444 + 0,07 


Beimtzen wir nunmehr diese 'Wertepaare als j/, imd asj, j/j, so liefert die Formel (101 
den neuen Naherungswert: ' ' 

21,6443 + 0,06®’°*’®^ 


ockr, auf sechs Dezimalstellen abgerundet: 

21,644 346. 


0,13 


Hier ist «/ = — 0,0013, abgerundet auf vier Dezimalstellen. 
daJS der wahre Wert von z etwas groBer als 21,644346 ist. 


Daher vermuten wir, 
Wlr berechnen deshalb: 


^ V 

21,644 346 —0,0013 

21,644 347 + 0,0001 


Die Formel (10) liefert nunmehr den Naberungswert: 


21,544346 + 0,0013 ^1^^ oder 21,6443469. 

Da der wahre Wert zwischert 21,644 346 und 21,544 347 liegt, ist das Ergebnis minde- 
stens bis auf sechs Dezimalstellen genau, und es ist sehr wahrscheinlich, daB aiich 

die siebente stimmt. 


In diesem Beispiele haben wir eine Kubikwurzel berechnet. Der 
cind ocl6r andcrc Lnsnr bat wobl auf der Schuln ein anderes "Verfahren 
dafttr kennengelemt und — hSehst wahrscheinlich — wieder vei^essen. 
Es ist auch bei weitem nicht so einfach wie dieses, das sich dadurch aus- 
zeiehnet, daB man es tiberhaupt kaum vergessen 1ra.Tin 

Bei der Anwendung des auf Satz 9 beruhenden Nabenmgsver- 
fabrens soil man die Fehler immer nur auf so viele Steben berechnen, 
daB man das ungefShre Ver h altnis der beiden Fehler i/, und erkennt. 
Denn bei der Anwendung der Fehlerregel tritt nur das Verhaltnis i/j : t/, 
auf, da sich (10) so schreiben laBt: 


ajj — Xi 



Die beim Rechnen nBtige Voraussicht erlangt man besser durch Ubung 
als durch lehrhafte Auseinandersetzungen. 

Bei der Anwendung des Naherungsverfahrens muB man femer be- 
rilcksiehtigen, wie weit uberhaupt die Angaben der Aufgabe 
eine grBBere Genauigkeit gestatten. Dies erlautert das 
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nM — 2,6, i L der FeMer innerhalb der zulSssigen Grenzen. Also ist das Gesamt- 
efgebnis; Die Ldsnngen der Gleichong 

a»-30aa+ 1682,6 = 0 

iuDieiclieiid genan: 

8,94, 27,828, - 6,766, 

Md ^ la^en sie sich nicht gensuer bestimmen als so, veil die ZaU 1682.6 der Natar 
der Anfgabe nach init der Unsicherheit ± 2,6 behaftet ist. 

la unseren beiden Belspielen wufiten wir von vomherein, wie groB 
das gesuchte x sein wird, und so verhalt es sich moistens Bei 
An^^aben, die in den Anwendungen der Mathematik auftreten. Deshalb 
^ man sich anf die Gegend der Fehlerkurve beschrftnken, der 
to gesndite x angehdrt, wibrend man sonst erst die Fehlerkurve in 
tom g^ten Verlauie feststellen milBte, um zu finden, wo sie un- 
panr die Abszissenachse dnrchsetzen -wird. 

^ ^lei^ neuer Naherungswerte aus aJten wurde auf Grand 

iWh of- diese Meinen Bechnung^n 

^^_ene Sloven anf kariertem Papier ersetzen. Bei der Aufgabe 
ato^^^^^ecksilber schwimmende Eisenkugel kamen z. B. die 


8 + 274,6 

9 - 18,6 

geeignet gewfthlten 
m Kg. 88 em, wobei wir von der z-Achse nur das Interval! 

1 --, I . / gebrauchen, so gibt der Schnitt- 

^^ 1 I ^ 1. ,9 Geraden mit der Ahszissen- 
Iffi:::::: hmreichend genau den Wert it = 8,94 als 

a"+V--— T besseren NSherungswert. 

^ HI i I I R namenffich das erste Beispiel lehrt, 

soUte man das Naherungsverfahren so austtben, 
zuerst nahe beieinander- 
Fehlerkurve hestimmt, 

®™en besseren 
N^erungswert ber^hnet, nun wieder, indem 

nodi ^sh daneben benutzt, zvrei 

jS„^®^^l'«iemanderliegende Punkte der 

,, , W a,x- 

§[6u 6I]L HOcIl 61H, ilBoisTiTpl n 

ftberia^en bleibe: ^ Ausrechnuiig dem 

05 UCK sei m hoch. Nnn soil det Rest noch In 
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drei Glieder geteOt werden, so daU der ganze Pfeiler aus vier Gliedern besteht. Um 
eine gute Wirkung zu erzielen, wiinscht man, daB sich das 1. zum 2. wie das 2. zum 3. 
und wie das 3. zum 4-, Glied verhalte. Wie muB man teilen? Das zweite Glied sei 
*m lang. Da das erste (iiuterste) 2 m Lange hat, ist darni das zweite das ^acfache 
des ersten. Das diitte soli daher das Jtcfache des zweiten, also gleich m sein, das 
vierte das Jjcfaclie des dritten, also gleich m. Das zweite, diitte und vierte Glied 
zusammen machen 3 m aus. Demnach wird gefordert: 


Oder 


X 4- Ja;* 4- Jic® — 3 
as® 4- 2ic® 4- 4® — 12 = 0. 


Der gesuchte Wort sc wird kleiner als 2, aber groBer als 1 sein. Man bestimme ihn 
dtnch Annaherung. Auf zwei Dezimalen abgerundet ergeben sich die Glieder in den 
LHngen 2 m 4- 1,38 m 4- 0,96 m 4- 0,66 m, so dafi nur 1 cm fehlt. 


§ 4. Die Kettenregel. 

Wir wenden xins jetzt zum Differentiieren zuruck. Mittels der auf 
S. 84, 85 ao^estellten Regeln konnen wir jede vorgelegte gauze 
Funktion differentiieren, wie es auf S. 98 geschah. Aber das ist dock 
mancbmal recht mtlhselig. So z. B. ist doch (2 ® — 5)’ eine ganze Funk- 
tion siebenten Grades von x. WoUen wir sie nach den Regeln differen- 
tiieren, so mtlssen wir zuerst die siebente Potenz von 2x — 5 ausrechnen. 
Das ist umst&ndlich, aber itnmerhin noch ertrSglich. Man betrachte 
nun aber die ganze Funktion: 

(1) y= (a + bx cx’^ + ga?y°^. 

Sie ist vom Grad 300, und theoretisch konnen wir sie nachunseren 
Regeln differentiieren. Aber welche Schwierigkeiten bieten sich prak- 
tisoh darl Die 100** Potenz von einer viergliedrigen Summe kann man 
zwar immer ausmultipUzieren, wenn man viel Zeit dazu hat; es wSre 
aber sohade um die Zeit, und wie oft wttrde man sich dabei verrechneni 
Unsere einfachen Differentiationsregeln lessen uns also hier tat- 
sftehlich im Stieh. Trotzdem kbnnen wir die vorgelegte Funktion y ziem- 
lich schneh und fehlerlos differentiieren. Aber dazu bedarf es einer neuen 
Uberlegung: 

ZunSchst ist y durch (1) als 100*® Potenz eines Ausdruckes ge- 
geben. Dieser Ausdruck ist eine gauze Funktion dritten Grades von x. 
Also ist y nioht geradezu als ganze Funktion 300**" Grades von x ge- 
geben, . sondem durch Vermittlung dieser Funktion dritten Grades. 
Geben wir dieser Funktion dritten Grades a ix csn? auch ein© 
Bezeicknung, etwa z, so ist 

I und dabei 

1 z = a+bx + ea^ + gx^. 


( 2 ) 
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Diese beiden Fonneln sagen zusammen dasselbe aus wie die eine 
Fonnel (1). Die zweite Formel nSmlich sagt, was z bedeutet, und die 
erste weiterhin, daB y die 100*^® Potenz von eben diesem z ist. Haben wir 
also jetzt statt einer Formel (1) deren zwei, so steht dieser Vermelirung 
doch auch eine Erleichterung gegenuber: Jede oinzelne der beiden For- 
mein (2) ist einfacher gebaut als (1). 

Ein Gleichnis li^ nahe: Wir sehen vor uns eine Maschine und 
bemerken, daB, sobald wir ein Kadchen x drehen, ein anderer Teil y der 
Maschine eine gewisse Bew^ung vollfiihrt. Der Zusamraenhang ist uns 
jedoch zu verwickelt. Wir blicken daher in den inneren Ban der Ma- 
sehine hinein und sehen, daB da ein Teil z eingesehaltet ist, so daB, wenn 
wir das EMchen a; drehen, dieser Teil z eine leicht verstftndliche Be- 
w^fung ausfuhren muB, und sehen femer, daB, wenn wir den Teil z be- 
wi^en, aiieh der Teil y eine daraus auf einfachem Weg folgende Tati^keit 
ausfibt. Nun haben wir iiber den Ban der Maschine Klarheit gewonnen. 
Drsprun^h betrachteten wir nur die Ursache x und ihr Endergebnis y. 
Jetzt haben wir bemerkt, daB die Ursache x eine Folge z hat und daB 
z als Ursache eine Folge y hat. 

So audi in unserer mathematischen Aufgabe; y ist eine Funktion 
von X. Wir haben eine dritte Vertoderliche z eingefflhrt. Aber unter 
to toi GroBen x, y, z ist nur eine wfllkOrhch veranderJich, nlBuliob x. 
Re Anderung von a; bewkt eine Anderung von z, — nach der zweiten 
Glaehung (2) ist ja z eine von x abhangige Vertoderliehe. Wenn sioh 
z and^, Sndert rich nun auch y, — nach der ersten Gleichung (2) ist 
la y eme von z abhangige Veriinderliche. 

Hiemaeh ^ y als eine Funktion von z und femer z als eine Funk- 
it#M rm X aufzufasseii. 

^n wir X urn irgendein:h Betrag Ax wachsen, so nimmt * als 
J^ion von X um eme gewisse GroBe A z zu. Da nun y von z abhangt, 

imn« w ^ gewisse Zunahme Ay 

alsaup>«« • 2 eine stetige Fiinktion von ® 

Betrav vL^* s etige Fim^on von z, d. h.: wahlt man den absoluten 

I I 8® Jdein, wie man 
so man I A z | hinreichend Mein, so wird auch \ Ay \ 

so Hem, wie man nnr wa Dies bedeutet: ^ I ^ y , 

c eine 8tetiffe^Enit+*^”* stetige Funktion von z und ferner 
Funktion von x aufmfaTem’ ^ 

nicht nm St m St SchluBfolgerung 

SteQc von (2) hgend zwei ste^e^B^S^S 
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(3) y = F(z) imd z = f(^x) 

treten, da wir soebeu nur die Stetigkeit benutzt haben. 

Jetzt braiichen wir die augenseheinlich. richtige Formel: 

(4\ 4y —41 4i 

A^~Az Ax' 

Nach ( 2 ) haben die beiden Funktionen y von z und s von a; die Dif- 
ferentiaJquotienten ; 

(5) || = 1002 ®» und ^ = & + 2eic+3(/a:2 

Diese Differentialq[iiotieiiteii sind die Grenzwerte der Brdclie 

^ und 
Zl2 Ax 

Mr den Fall, wo Az bzw. A x nach Null streht. Wir wissen aber, dafi^ 
falls Ax nach Null strebt, dasselbe Yon Az gilt. Deshalb haben wir,. 
sobald Ax unendlich Mein wird: 

r Ay dy u A 2 dz 
lim == :r > lim 7 - = . 

Az dz^ Ax dz 

Aus (4) folgt also nach Satz 10, S. 66 : Wenn A x nach Null strebt, wird 

A z dz dx 

Links steht der Differentialquotient der vorgelegten Funktion y von a:, 
nandich der Funktion (1). Also ergibt sich: 

^ dx dz dx 


Da nnn die Differentialquotienten, die hier rechts anftreten, die Werte 
( 6 ) haben, liefert das Einsetzen dieser Werte in ( 6 ): 

= 1002»9 (J + 2 c a: + 3 flf z®). 

SchlieBlich haben wir noeh zn beachten, daB die Bezeichnung z in der 
gegebenen Funktion (1) gar nicht vorkonunt. Wir erinnem uns deshalb 
daran, daB z den unter (2) in der zweiten Formel angegebenen Wert 
hat. Also konunt: 

^ = 100 (a -f & a; + C£C® + ja®)®* (b 4- 2 ea: -j- Sgx^), 

und damit ist die Au%abe, die Funktion (1) zu difierentiieren, gelost. 

Die SchluBfolgerungen, die im vorhergehenden gemaeht warden, 
gelten immer, wenn wie in (3) irgendzwei stetige Funktionen vor- 
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liegen. Nehmen mr also an, daB irgendeine stetige Fnnktion z vort oc 
■and ferner irgendeine stetige Fnnktion y von z gegeben sei: 

(7) z = fix), y = F(z), 

so ist die in der zweiten Fonnel vorkommende Veranderliche s auf Grund 
der ersten Fonnel als eine Fnnktion von x, daher auch y als eine Funktion 
von X aufzufassen. Man kann sie so ansdrSicken: 

(8) y = F(f(x)). 

:Nacli Satz 10 li^ Mer eine stetige Fnnktion y von x vor. Die Aufgabe 
Unter der Voranssetzung, dafi die beiden gegebenen Funktionen (7) 
Difierentialquotienten haben, soli bewiesen werden, dafi auch die FuTuk- 
tion (8) einen Differentialquotienten hat; iiberdies soli er berechnet 
'fferden. Aus der augenscheinheh richtigen Fonnel (4) gewinnen wir 
"wie vorhin die Fonnel (6), die besagt: 

Satz 11: 1st y eine stetige Fnnktion von z und weiterhin 
eeine stetige Fnnktion von x: 

y = F(z) und z = f{x), 

and haben beide Funktionen Differentialquotienten 

dz dx' 

80 kann man y auch als eine Funktion von a: auffassen: 

y = F(f(x)). 

^alquotiStenr stetig und hat defa Differen- 

dz ' dx^ 

ias Produkt der beiden erwahnten Differentialquotienten. 

^^^^^rentiale gerade so wio 

Differential im zghler“'‘iJd' dieselben 

Sdte von 1 7 “ tenner auftreten. Denn die 

im zweiten Zshler veven hervor, wenn man -rechts cZar 

/a^r g^en dz un ersten Kenner hebt. 

ansgesprodien angewandt, wie er 

lehrt. Meistens’ namT zuerst besprochene 

emiacnere Funktion von a; als eine neue Hilf s - 
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veranderliehe z einfuhrt, zerlegt man die verwickelte Fonktiott y 
von X in zveckmaCiger Weise. Fiir die Differentiation von umstand- 
lichen Funktionen gilt also die folgende Regel, die die Kettenregel 
heiBen moge, veil man eine Kette von x uber z na«h y bildet, nnd die 
wir als seehste Eegel zu den funf in § 5 des zveiten Kapitels zusam- 
mengesteUten Yorschriften fflr die Difierentiation Mnzufugen: 

6. Regel (Kettenregel): 1st y eine umstandliche Funk- 
tion von x, so fuhrt man eine darin auftretende einfachere 
Fnnktion von x als Hilfsveranderliche z ein, so daB y eine 
einfachere Fnnktion von z und z eine einfachere Fnnktion 
von X wird. Kann man diese heiden Funktionen differen- 
tiieren, so geht der Differentialquotient der vorgelegten 
Fnnktion y von z anf Grund der Formel hervor: 

dy dz/ dsf 

dx dz dx* 

Ein zvreites Beispiel: Vorgelegt sei 

w y-wiw- 

Dies ist ein Bruch, dessen Nenner eine Potenz ist; also schreiben. 
w, indem wir die Basis der Potenz mit z bezeichnen: 

( 10 ) 


Die erste Formel (10) sagt aus, dafi y eine Funktion von z, die zweite, 
daS z eine Funktion von x ist. Wir konnen aueh so schreiben: 


Hiernach ist: 


y = az" 


dy 

== — naz~ 
dz 


h -\-x. 


^ ^ 


Multiplizieren wir heide Gleiehungen miteinander, so kommt, da sich 
■ dann links cLz forthebt: 


Da 3 die in der zweiten Formel (10) angegebene Bedeutung hat, geht 
schliefilich als Differentialquotient der Funktion (9) hervor: 


dx (h 4 - * 

Man kann sich genotigt sehen, mehrere Hilfsveranderliche in die 
Kette, die von x zn y fiihrt, einzuschalten. So z. B. ist die Fnnktion 

( 11 ) y=[{a+bxr + cr 
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zun&chst eine mF' Potem: 

y = e”. 

Dabei bedeutet e die Fuiiktion ron x: 


z = (a + hxy' + c. 

Sie ist noch nicht einfach, hat aber die Form: 

g' — 

wo t die Funktion von x bedeutet: 


t = a + bx. 


Anstatt der urspriingliohen Funktion (11) haben wir hier drci Funk- 
tionen: 

y = 2”*, 2 = <" + c, < = a -f - b X. 

Die letzte zeigt, daB < von a: abhSngt, die mittlere, dafi z von t abhtogt, 
und die erste, dafi y von x abhftngt Differentiation gibt nach den be- 
kannten Regeln: 


h. 


Multiplizieren wir diese drei Gleiohungen miteinander, so kommt: 

dy dz dt , 

schreiben wir fQr t seinen Wert 

for Wert !• + «, d. h. (a + Ji)- + c, daB wir 


dy 

innh[(a hx)'* c]”*-' (a 4- ba:)"* 


Hiormt ist die Funktion (11) differentiiort. 

t. ““ <■"> 


y~!2 + [a + b(x + 3)®]’‘j®, 


y = 2** 
z = 2 + <« 

^ = a 

w ^ aH- 3 



28 



nt“~^ 


36m:* 
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^ = 6n&|2 + [a+&(a: + 3fn \a + l{x + 3)T~'^\x + 

Da man auch mittels der Summen-, Produkt- and Bruchregel hSLufig 
die Differentiation einer sclivrierigeren. Dunktion auf die einfaclierer 
Funktionen zuriickfuhren kann, verwendet man oft auch diese Regeln 
zusammen mit der Kettenregel. So "wird die Funktion 

y = (a + y + (? + fhxy 
in eine Summe y = u + v zerlegt, "wo 

u = {a + yx^y, v= {l-\- mxy 
ist. Aber u und v sind noch umstandlich. Wir setzen daher: 

u — SP, V — («, 


wo 

{; = a + y a®, t = l + mx 
ist. Hier ist also die Kette diese: 

/S Uk 

x( /V, 

\t k/ 


d. h. s tind t h&ngen von x ab, v, hangt von s, v von t ab, y hangt von m 
und t; ab. Da y die Summe von-w und v ist, brauchen wir naeh. der 
Summenregel nur du-.dx und dv.dxvx berechnen, um dann durcb 
ihre Addition dy zu finden. Das Schema ist jetzt also doppelt: 


It = SP 
s = a -f ya:“ 



Ax 


= 2yx 


^ = 2pys>’~^r 


v = i^ 
t = l-\- mx 


dv 

dt 
dx 


= m 


dv 


dx * 




~ + = 2jpy(a ^ x + + ^ 

Hier sind aufier w und y nocli s, w, v veranderlioli, aber doch 
ist X die einzige unabliS-ngige Vertoderliche. Aufierdem treten die 
Zeiehen a, y, I, m, p, q auf, die Konstanten darstellen. Damit. man 
sogleieb tibersieht, was vertoderlich nnd was konstant ist, pflegt man 
die Veranderlichen, wenn moglieli, mit solchen Buchst aben 
zu bezeichnen, die dem Ende des Alphabets angehoren, 
wie s, <, ti, 'y, 14 ?, a;, j/, z. Das ist aber nicht imme^ bei Anweadimgfen 
durchzufahrea Man bezeiehnet z. B. gern die elektromotorische Kraft 
ernes Stromes mit E, auch wenn sie veranderlich ist. 

8 ohefleTS. Uhtbiioh der Mathematlk. ^ ^ 
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§5. Qebrochene Funktionen. 

Bruche aus zwei ganzen Funktionen von x, z. B. 
3*^— 7a+6 !t»+8®— 7 


Oder 


-2 ’ 


-JZIB 9ai= — 28a»+ 4a- 

liefem Fnnktioneii, die gebrochene Funktionen heifien. Auf diese 
Form Mt sick jede Funktion bringen, die aus x und emer AnzaM 
von Konstanten vermSge Addition, Subtraktion, Multiplikation und 
Division gebildet werden kann. 

Ist z. B. 

y = x-\ , 


X ' 


so kSnnen vrir hierfftr schreiben: 

1 


*/'=« + 


= is-f 


a*-|- 3 a* -f 3a* + 3 


1st 


»* + 3 




ic* 4- 2a; 


gx 


-f 2x 


{a + Ixf %-^hx 
50 Wngoi wir beide Brttche auf denselben Nenner; 

w = * ■*■ (“ + 

(a4.iat)‘(h+kx) 

Die aSgemeine GestaJt einer gebrochenen Funktion y von sx ist: 

^ _ Ona* H- aB-ia»-i -f . ■ ■ -f 

+ 6«.-ia>»-i -f . . , + Jjsii + ij® &o 


ire 


^-.8, 


» und m gauze positive Zahlen sind und 

fe T > -r ^ . 


VT"! ®«> ®»-i • • • « 2 . “i> sowie 

Konstanten bedeuten. Diese Funktion laBt sich 


is d«r Form 


!/ = 




ww man unter w und » die ganzen Funktionen versteht: 

« + Chx^ +ayX-\- flo, 

■*».*" + + ... + h^x^ + hj_x + Zv 

gebrochenen Funk- 
ier fet Back Satz 20 \ Funktionen 

d,e der Menner o nicht gleich Null ist. 
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Daher fragt sich nur noch, wie sich die Funktion y fiir Werte 
von z verhalt, fiir die der Nenner v gleich Null ist. Wenn fiir einen der- 
artigen Wert a: = A der Zahler u nicht auch gleich Null ist, wird y fiir 
lim a: = h nach einem positiv oder negativ unendlich grofien Wert 
streben, vgl. S. 66, die Funktion y also unstetig sein. Fiir x = 7i riickt 
dann der Bildpunkt ins Unendlichferne, indem die Ordinate y ftber alle 
Grenzen wachst. 

Aber. es kann vorkommen, daB fiir einen Wert h von x, fur den 
der Nenner v gleich Null ist, auch der Zahler u gleich Null wird. Nach 
Satz 5, S. 102, lafit sich dann sowohl vom Zahler als auch vom Nenner 
der Faktor x — h absondem. Die gebrochene Funktion z. B. 


wo also 


_ — 9a+ 10 

7»+ 2x — 8 ’ 

u = !»? — 9a; + 10, i) = a:2 + 2a; — 8 


ist, hat die Eigenschaft, daB fiir a; = 2 sowohl der Zahler u als auch 
der Nenner v gleich Null wird. Daraus schlieBen wir, daB sich von u 
und von v der Faktor x — 2 absondem iSBt. Wir bewerkstelligen dies 
diurch Partialdivision; 


(a? . — 9a!+10);(a — 2)==a» 

*» — 2xi> 

2a® ~ 9* 

2a;2 — 4a; 

10 

— 6a; 4- 10 
0 


2a; — 6, 

(a;* + 2a; — 8) : (a; — 2) = as + 4 . 
a;* — 2a; 

4jc — 8 
405 — 8 
0 


Mithin ist: 

— ^ 2 a; — 6) (a; — 2) 

y — ^ -f. 2) * 

Demnach tritt der Faktor x — 2, dessen Vorhandensein bewirkt, daB, 
ZMer imd Nenner fttr a; = 2 zu Null werden, nur scheinbar auf, 
da er sich tortheben lafit. Tatsachlich hat die vorgelegte Funktion y 
die einfachere Form: 


a;2 2 a; — 5 


Jctzt ist weder der Zahler noch der Nenner fiir a; — 2 gleich Null Also 
ist dicse Funktion y auch fiir a: — 2 stetig. Dagogen nicht fiir a: = — 4, 
denn fiir a; ^ — 4 wird der Nenner gleich Null, wahrend der Zahler 
gleich 3, also y unendlich groB wird. 

Der Fall, wo ZUhler und Nenner fiir denselben Wert x^h zu N|ill 

0* 
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werden, also den Faktor x — h gemein haben, kann aber auch zu einem 
anderen Ergebnisse fQhren. Betrachten mr das Beispifel: 

a* + 4a» + 4a; + 3 
^ 6 a:>+ 3® — 9* 

Man iiberzeuge sich davon, daB Zahler und Nennei gleich Null werden, 
schlieBen wir zunachst wieder, daB sich 

St.^1ta"derTaUr' ^ + ^ absondern 

(*?+ 4i«+ 4*+ 3) ; (re+ 3) = *2 4 . a + 1 
a*+3it* 

— 9) : (« + 3) = + 2x — 3, 


a;*-f 4a; 
a« + 3a; 


a;+ 3 
a:+ 3 


2a)* + 3a; 
2a;* 4“ 6a; 

— 3a;- 

— 3a;- 


also: ^ 

und ^ + 4zH4® + 3 = (a:=>+ x + l)(x+3) 

^ + ^!>:^ + Sxt~9 = (s?-].2x~3)(x+ 3). 

Daher laBt sich y so darstellen: 

j/ = (^_f+l)(*+3) 

■ (®*+ 2a — 1 

Id^Nemtto daB Zahler 

faehere Pom hatr“ ^ y die ein- 

?/ = ®*+ “+i 
a*+2a — 3‘ 

I'uBktion « far * = -3 ® strebt. Mithiii ist die 

sprflngHche Nenner Grand liegt darin, daB der ur- 

«® + 5a^ + 3!c — 9 

pclit nur einmal den Faktnr t_l a Uo* • j 

+ hat, mdem er sich auf die. Porrn 

(^ + 2® -,3) (a: + 3) 

last, sondem zweimal. In der Tnt o,mi.+ i. 

^▼B®n mit s + 3: “ ^ at ergibt nochraalige Partial- 
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-j- 2a; — 3 = (a; — l).(a; -f- 3), 


Also hat y zunachst diese Form: 

(jc® 4- £i;+ 1) (ac 3) 
y ~ (x — l)(a + 3)» ■ 


Heben \rir nun einmal den Faktor a; + 3 im Zahler und Nenner fort, 
t 30 bleibt er immer noch einmal im Nenner, wSkrend der iibrigbleibende 
Zahler a;® + a; + 1 den Faktor a: + 3 nicht hat. Infolgedessen wird y 
unendlich groB f iir a: = — 3. 

Um also die Frage zu entsoheiden, ob eine vorgelegte gebrochene 
Funktion i/ = it fur einen oder einige Werte h von x unstetig wird, 
haben wir zu untersuchen, wie viele gemeinsame Faktoren x ■ A 
zahler und Nenner haben und wie sich diese ermitteln und 
dann fortheben lassen. 

Am SchluB des § 1, S. 104, wurde nun darauf hingewiesen, daB die 
Aufgabe, einen Faktor x — hzM ermitteln, der in einer ganzen Funk- 
tion f(x) enthalten ist, niohts anderes als die Aufgabe ist, eine Losung 
h der Glelchung /(a:) = 0 zu ermitteln. Man sollte also zunachst 
vermuten, dafi man die gemeinsamen Faktoren x — h zweier ganzer 
Funktionen auch nicht ohne LOsung von Gleichungen bestimmen konnte. 
Aber es geht doch ohne dies, und zwar wendet man dahei ein Verfahren 
an, das demjenigen nachgebildet ist, mittels dessen man entscheidet, ob 
zwci ganze Zahlen einen gemeinsamen Faktor haben oder^ nicht. IVill 
man feststellen, ob z. B. die beiden Zahlen 672 und 351 einen gemein- 
samen Teiler haben, d. h. ob sich der Bruch 572 : 351 kurzen laBt, so 
rechnet man zun&chst aus: 

672 _ . , 

361 ^ 361 • 


Die Frage ist daher auf die zuruckgefilhrt, ob sich 221 : 351 kurzen laBt. 
Dies geht, wenn sich der umgekehrte oder reziproke Bruch 351 : 221 
kttrzcn laUt. Das weitere Verfahren ist wie vorher, indem wir jedesmal 
den Restbruch umkehren und dann die Ganzen herausziehen: 


361 1 , 180 221 _ . , ^ 130 
22i = ^ + M I 130 130 ’ 91 


1 , 39 91 _ „ , ^ 39 
9l ’ 39 “ 39’ 13 


3. 


Die letzte Division geht auf, d. h. der Bruch 572 : 351 laBt sioli mit 
13 kurzen. 

Ebenso schlieBen wir hier: Liegt eine gebrochene Funktion y ^ u : v 
vor und ist u nicht von niedrigerem Grad als v, so wenden wir 1 artial- 
division an, urn den Zahler auf einen niedrigeren Grad als den Nenner 


zu bringen. Ist z. B.: 
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3 * — I* — 2a:* + 7a: — 2 

y~ x‘+x -~2 ’ 

so gibt die Partialdivision: 

{ 3 *- a;*— 2a:*+7a:-2):(a:*+a:-2) = a* — 2a:+ 2+ 

fr + a; — 2 

— 2a? , + lx 

~2a? — 2a? + ix 

2a? + 3a;~2 

2 a:^ + 2 ig ~-4 
jc 4 - 2 

Nun fragt sich nur noch, ob der Kestbruch 


a:+ 2 
a? + a — 2 


™ iurzen, so muB dasselbe von seinem rezi- 

uo. weiterhin durch Partialdivision behan- 

oeiii mSt: 


(a^+ a: — 2);(a:+2) = a:- 
a?+ 2 * 

— a:— 2 

— X — 2 

0 


vorgelegte Bruch if 


«M aner ganzm zerlegt, die 

j:!; ^ 


*® <i?i&ren wir: 


— 7a;+ 6 
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■ + 2** — 4a;?'— 4**— Ba:— 6) :(a? — 7a:+6)=s*+2a; + 3+ 

Or — Ya 4* w 

. — 7a^ + 6a« 

2**+ 3ae» — 10»«— Ba: 

2a^ . — 14ai*+12a: 

3a?'+ 4** — 17a!— 6 
3ai» ■ —21a! +18 

4a* + 4a — 24 

Brner rechnen wir aus: 

(a? . — 7a+6):(4a!*+4a — 24) = -}a— 

a*+a* — ^^6a 

— a*— a+ 6 

— a? — a + 6 

_ 

Iso kSnuen wir mit 4a:“ + 4 a: — 24 klirzen, Ntoili^ umgekekrt ist: 

4a* + 4a — 24 4 

(t» — 7x+ 6 a — 1 ’ 

aher: 

— = .'J:2-(-2a:4-3^ — ^ , 
y III ^ ^ 7 

Iso: 

_ a— 1 a — 1 

(a*+2a+3)(a — 1) + "a® + a* + a + 3 ’ 

nd weitere KUrzungen Bind unmfigUoh. 

In jedem Fall also kSnnen •wir eine gebrochene Funktion u : v bo 
ireit vereinfachen, dafi koine weiteren Kfirzungen mSglich sind. Ist 
asbesondere u nicht von niedrigerem Grad als v, so kttnnen "wir « : «; auf 
lie Form einer Summe aus einer ganzen Funktion und einer gebrocheuen. 
i'unktion bringen, wobei die gebrochene Funktion keine Kflrzungeu 
nehr gestattet. Ist dagegen u von niedrigerem Grad als v, so bekommt 
t : V die Form einer gebrochenen Funktion, die keine KUrzungen mehr 
rlaubt. ZusanimengefaBt besagt aHes dies der 


Satz 12: Jede gebrochene Funktion u:v von x lUBt sioh 
lurch Partialdivision auf eine Form bringen: 


V ' «i 


VO w, Mj, Vi ganze Funktionen von ® sind, der Bruch 
lich nicht kUrzen Iftfit und % von niedrigerem Grad als % ist. 
Nachdem wir die gebrochene Funktion auf diese neue Form 


It) -j~ — 

Vx 
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gebracht haben, ist es klar, daB fiir diejenigen Werte Ji von x, fttr die 
Vi gleichNull ist, % von Null verschieden wird, da sonst und doch 
noch beide mit a: — A teilbar wSren, nach Satz 6, S. 103. Ffir diejenigen 
Werte h von x also, fur die = 0 ist, wird y unstetig, namlich unendlich 
grofi. Demnach haben wir den 

Satz 13: Will man feststellen, fttr welche (endliche) 
Werte von x erne vorgelegte gebrochene Funktion 


2nrlh*p’ unendlich 'groB wird, so bringt man sie 

durch Partialdivision auf eine Form 

2/ = to + |, 

re“rem fr’a? “x von niedri- 

unendHcb (endlichen) Werte von a; v^ird y 

unendhch groB, fur die v, gleich Null ist. 

<«a kommt die Frage nach denjenigen Werten von x fttr 

^ gieieh NuU igt vtai f gewisse ganze Funktion Vx von 
wSe iL D fttr nur die reellen 

Losungen der Gleichungi,, = 0 angenahert bestimmen kann. 


y\ 

^YJ 


X 1 (r 


Ji X 

\ 

A \X h 

0 

/ 


k~ T 

\ N 


Fig 89. 

^ are fo£nde^^5i^t^“^jp""i i»neu<ffich groB -wird, 

»0 grifi® wird ii/r ^ 31 ., jugenscnatt. Je naher a; an h kommt inn 

Mim wir ke GwTde.^fflr ^d®en Pun^^*'' 

J'^aWe zar y-Achse mit dw AbsrtRsn ^“ukte a: = A 1 st, also die 
Mm dies® Geraden Lnt nTh?r ^ 
whr etxeichea. Je^h ® ^ Endlichen 

«»® Tierf5ae eintreten, die b von y kOnnen 

■ “e m hlg. 89 veranschaulicht sind. 
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Man sieht Meraus, dafi die gebrochenen Funktionen Bildikurven 
haben, die in mehrere Zweige zerfalien kOnnen, die sich 
im Unendliehen in Paaren je einer Geraden anscbmiegen, 
die zur y-Achse parallel ist. Aber es kann auch anders sein. Denn 
es ist sehr wohl moglich, da6 die Funktion Vj, die in 

2/ = W) + — 

til 

im Nenner vorkommt, fiir keinen reellen Wert von x gleich Null -wird. 
Dies tritt z. B. bei der Funktion 


2/ = a: 


1 

x’‘+l 


ein. Ihre Bildkurve zerfallt nioht in einzelne Zweige, sie bleibt far alle 
endlichen x im Endlichen i 

(siehe Fig. 90). [XU . I I I I I I X l . | "r | I I J-|_|_M^ 

Um die Natur der Bild- XZZZZZZZZIZZZZZIZZZZZZZ 

kurve' einer gebrochenen — — [- 

Funktion yvonx voUstftn- — ZZZ~ZZZZZZ^_ZZZZZ 

dig zu erkennen, mftssen ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

■wir auBerdem noch fragen, -j__ ■/ 

j'welchem Wert j/ zustrebt,. — !_Z~ZZZZ!ZZZZZZZZ~. 

wenn a; selbst dem Werte ZZZZZZZZZZZZ“^Z^ZZZzf!ZZ_ 

+ « Oder — 00 zustrebt, -I — p -Z 

wie also — ungenau aus- ZZZZZZZZZZ“ZZZZZZZZZZZZZ 

gedrttckt — die Bildkurve ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

rechts oder links weit 

drauBen verlauft. Dafi _ZZZ_ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ 

y - 2 

hierbei alle Mdglichkeiten 7 ' T 

Avirklioh vorkommen k6n- • ^- 1. M M JJU.JXU_1, L I J l ■ ■l ,. U . 1 IZ 

nen, erkennt man am Fig. 90. 

besten, wenn man die Bild- 

kurven einiger gebrochener Funktionen von bestimmter Art genau 
untersucht. Dies soil nachher geschehen. Man wird erkennen, daB 
man die angeregte Frage in jedem Falle beantworten kann. 

Jetzt sprechen wir ftbor den Differentialquotienten einer 
gebrochenen Funktion y. Sehen wir von denjenigen Stellen ab, wo die 
Funktion unstetig, nftmlich unendlich groB wird, so gehort zu jedem 
unendlich kleinen Zuwachs dx von x ein ebenfalls unendlich kleiner Zu- 
wachs d y von y, und der Bruch aus beiden ist der Differentialquotient 
Ay ’.dx. Bercchnet wird er, da wir die im Bruch 
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Torkommenden ganzen. Punktionen u und v zu differentiieren imstand® 
sind, nach der Bruehregel: 


1st z:B. 


so konimt: 


du dv 


a»-l 

2!t>4. 4a_2 ■ 


u = a^ — l 


V = 2®8 + 4 ® — ■ 2 , 


““ n dv 

55 ==®^® + 4 , 

daher nach (1): 

£y_ (2a*+ 48-2)2a — ^ai* — I'tfflaa + 4) 

(Za? + 4®— 2)» 

Oder, Trenn man den Zahler ausmultipliziert und ordnet: 

2 a:*+ 10 a;«— 4 a; 4 - 4 
(■<!*»+ 4®--2)» • 

Ohne weiteres leuchtet hiemach ein: 

Fnnktion ist gebroohenen 

gebrochene Funktion. 

Ids ^einziger Bruch g^ekn ist Funktion, die nicht schon 

lua me zu differentuefem Wenn^z^B^*^^* bringen, 

y == ^ 4- ^ 

anwenden, d. h. 1 :« 
ttsha Ansdruck 1 :® Oder differentiieren, namlich den 

w«ten Ausdruck nach der Bruchr^e^l. 


^ - - 

— (g+ . /— 11 



( 1 — *)« 


d + 6 
( 1 — *)« • 


»im g.nn^d u^a wC* ''**“'* 

(Rg. *^6 kmsfannige Bahn 

der Radin3^*foeisTi g abgeht. Jo 

M„ r^p“kt“ 


§ 5. QehrocJiene FunMionen. 
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Wert des Radius als die Kriimmung der Bahn. Betragt der Radius xm, so ist 
also die "Kriimmung: 



Je kleiner x ist, urn so starker wird die Kriimmung. Ist x negativ, so karni man dies 
so deuten: Wir betrachten eine Kreisbahn, die vom Punkt A nacb der anderen 
Seite von g bin gekrtlmmt ist. Den dort liegenden Kreisen schreiben wir also 
negative Kriimmung zu. WoUen wir die Kriimmung. graphisch als Funktion des 
Radius darstellen,. so haben wir die Bildkurve der einfachsten gebrochenen 
Funktion 



zu zeichnen. Der Differentialquotient ist nach der Potenzregel: 

da a;* ’ 

also stets negativ. Nach Satz 7, S, 104, fallt daher die Kurve bestS-ndig. Sie ist un- 
stetig fUr a = 0, ntolich dort wird y - oo, Ist a sehr nahe bei Null und positiv, so 
wird y aehr groB positiv. 1st dagegen x sehr nahe bei Null und negativ, so wird der ab- 
solute Betrag von y sehr groB, aber y selbst negativ. 

Links schmiegt sich die Kurve daher der negativen, 
rechts der positiven y-Achse im Unendlichfernen an. 

Ist der absolute Betrag von x sehr groB, so liegt y sehr 
nahe bei Null. Fiir positives x ist y auch positiv, fiir 
negatives x negativ. Die Kurve zerOTt also in zwei 
Zweige im 1. und 3. Quadranten. Die Fig. 92 ist 
leicht mittols einiger Punkto (a - ihl, ±:2, ±:3 
db J, dz dor Kurve und der zugehiirigen Steigungen 
der Tangenten zu zeichnen. Diese Kurve gchOrt zu 
Linion, die wir spHter untersuchen werden und die 
Hyperbeln heiflen. Der Leser Bberloge, warum die 
cine Kurvenhillfte in die andere Bbergeht, sobaJd Fig. 92. 

man die Halbebene um eine der beiden Geradon 

henimklappt, von donen die rechten Winkel der Achsen in gleiche Teile zerlegt 
werden, 

2. Beispiel; InOsei eine W^rmc quelle. Auf einer von 0 ausgehenden Geraden 
sei eine kloine, senkrecht gestellte Scheibe boweglich, die von 0 in der Zeiteinheit eine 
gewiss© Wftrmemonge orhillt. Die Wiirmemenge, die 0 der Scheibe in der Zeiteinheit 
und in der Einheit dor Entfernung erteilt, werde als Wiirmeeinheit benutzt. Hat die 
Scheibe die Entfernung x von 0, so bestrahlt dasjenigo Biindel von Warmestrahlen, 
<1a8 in dor Entfernung 1 die Scheibe treffen wiirde, eine Flache von anderer GroBe. 
Ist die Scheibe z. B. ein klcincs Quadrat von der Seitenliinge a, so ist jene Flache in 
dor Entfernung x ein Quadrat von der SeitenlHngc a a. Das Strahlenbiindel bestrahlt 
also in der Entfernung x eine FlHche von der GrOfie a® a*, die a*-mal die Flache a® der 
Scheibe enthalt, so daB diese Scheibe in der Entfernung x nur die Warmemenge 

1 

orhillt. Diese "WUrmemengo ist also umgekohrt proportional zum Quadrat 
dor Entfernung a. Fig. 93 gibt die Bildkurve. Man moge sie selbst zeichnen, 
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\X 


Fig. 93. 


indem man den Differentialquotienton zur Be- 
stimmung der Steigung benutze. Ftlr lim flc = rb ^ 
strebt y offenbar nach Null. Warum steigt die Kurvo 
fiir a; < 0 und fHUt sie filr a; >0? Warum ist die 
?/-Achse eine Symmetriegerade ? Warum verlHuffc 
die Kurve nor im 1. rmd 2. Quadranten ? 

3. Beispiel; In 0 und in U sekn Warme- 
quellen. Auf der Geraden, <Jie dutch 0 und V 
geht, sei wieder eine kleine Soheibe senkrecht be- 
festigt. Hat sie von O die Entfornung 1, bo soil die 
Warmemenge, die die Scheibe von 0 in dor Zeit- 
emhat erfehrt, wieder als Warmeeinheit gewahlt sein. Wenn die Scheibe von 
(I die Entfknung 1 hat, erhalte sie in der Zeiteinheit die Warmemenge 8, d. h. die 
WEnnequelle U b^tehe aus 8 Wannequellen von der Starke der Warmeguelle 0. Per 
Artaud von 0 bis U sei gleich 10 L^ngeneinheiten. Wie hSngt die Warmemenge, 
die d^ Scheibe m der Zeiteinheit von beiden Warmequellen zusammen zukommt, 
^n Lage der S^eibe auf der Geraden GC/ ab? Diese Wilrmemenge ist die nb- 
V^^derliche y. Die unabhangige Veranderliche ist eine die Lage der 
t^mmende GroBe. Wenn wir die Gerade 017 von 0 in der Kichtung nach 
ais pc^hwa^Achse benutzen, wird diese unabhangige Verhnderliche die Entfornung 
arder vom Anfangspunkt 0 sein. Die Scheibe hat dann von U die EnHernung 
® ^ erhalt von 0 in dor 

^ =*’• ^ “ber in der Entfornung 

10 B^erhalt die Scheibe von V die Warmemenge 8 : (* — 10)*. Mithin ist die 


:e: 


1 

= + 


8 


(jc — ioja* 

'f Warmequellen die andere an der 

^ derselben Seite der Scheibe beflndon. 

*-10 memffich gtoB^i fehm^* ^ 0 und 

gtoD Tird, fur hm * = ± dagegen nach Null strebt. Dahor 

zerfsUt die Bildkurve in 

ryy' i 1 I M ifTn’n-T-rlr--r~r-- i. drei Zweige. Sie schmiO’* 

gen sich .der a;-Achse, der 
y-Achse und dor Paral- 
lelen zur t/-Achse durch U 
im Unendlicliiernen an* 
SieheFig. 94. Der Diffe- 
rentialquoGent von 1 : 
ergibt sich nach der Po- 
tenzregel. Der des zweiten 
Summanden wird nach 
der Kettenregel gef unden, 
Bezeichnen wir nUmlich 
diesen Summanden mit ar, 
so ist 



Fig. 94, 




■ 




-10, 



§ 5. Gelrochene Funkiionen, 


141 


Folglich wild 


dz 

Ft '' 


- <3 ’ 


dx 


= 1, d 


‘ do; ” - ■ 


16 


(a:— 10)® ' 


da; ' 


2 

'a?' 


16 


(a;— 10)«‘ 

M x negativ, bo sind r> und (a: -10)3 als ungerade Potenzen anch negativ, d h dann 
ist dj - dx posifav. woraas nach Satz 7, S. 104, folgt, dafi der linte Zweig der Badw! 

der Bddkurve flillt bestandi^ We^ dagegen a; zwischen 0 und 10, dLTcheibeTsa 
zwischen 0 und U Uegt, ist cc^ positiv und (x — 10^3 

vo*n rftodeT® tojl^rwert 

(x-lQ)^ 

Oder also 

(x — 10)3 = —8*3, 

d. li. 

® — 10 = — a*, a! = S.J. 

ist. Ilior liegt nwh Satz 8, S. 106, die eiazige Stolle, wo ein endliches Maximum 
Oder Minimum emtrcten kann. Da nun, wenn * positiv sehr Mein wird 
klein gogenuber dem absoluten Beteage von (*-l0)3 wird, ist die Stei’gun/dS 
mitUeren Kinvonzwe.ges m der Nahe der j/-Achsc negativ. Dagegen zefet^sil 
daa sie nahe yor der Geraden * = 10 durch U positiv ist. Jene Stelfe gchor^t dahw 
« einem toimum. Zwischen beiden Warmequellen erfahrt die SchOibe an deT 
Stclle * = 3i die geringste Erwarmung. Wie grofi ist dort die Vaimemenge? 

i. . Entsprechende tTberlcgungcn stello man an, wenn 0 V die Lange a 

hat und sich die Warmequellen 0 und V in ihren Stark-n nicht wie 1 ; 8. sondern 
^ *ueinander verhalten, und bestimme die kflhiste Stelle zwischen 

6. Beispiel: Droi gleich starke WarmequeUen F, 0, V mogen auf einer Geraden 
so liegon, daB sie in der Langeneinhei t aufeinander folgen. Alsdann ist die Warmemenge 
wenn sie wie im 2. und 3. Beispiel geir.essen wird, gegeben durch die Funktion: * 


^ (* + 1)3 a» 

Man borechne den Differentialquotienten: 
dx 


(x-l)«' 

2 

“^(*-l)'5 


(® + 1)’ 

Man zeip, dafi sich endliche Maxima Oder Minima von y nnr da ergeben kSnnen, wo 
* eine Lflsung dor Gleichung sechsten .Grades ist: 

3*3 +3** + 3** — 1 = 0. 


Dieso LBsungon flndet man leicht mitteh der Fehlenegel (S. 118). Denn die Jehier- 
kurve (vgl. S. 116) hat fUr a = 0 ihre tiefste Stelle mit der Ordinate — 1. Vorher 
f ailt sie bestandig, nachher steigt sie bestBndig, da 3a* + 3 x* + 3 a* — 1 den Dif- 
ferentialquotienten 18 + 12 a* + 6 ® oder a (18 a* + 12 a* + 6) hat und der Inhalt 
der Klammer steta positiv bleibt. Die Fehlerkurve ist auBerdem zur j/-Achse sym- 
metrisch, da sich + — 1 nicht 9.ndert, wenn x durch — x ersetzt wird 
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{vgL S.42). Deshalb hat die Gleichung sechsten Gradies nur zwei reelle enfgegen* 
gesetzt gleiche Losungen, naralich, wie man berochnen mbge: x « dr 0,5(Sl07. Hati 
heweise, dafi y fiir diese Werte von x Minima hat. 

6. Beispiel; Die Anziehungskraft, die oin matoriclles Toilchon auf oin ander^ 
nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz ausiibt, ist oinorseits proportional 
zu den Massen beider Teilchen, andererseits — obenso wie die Wftrmemenga in den 
vorhergehenden Beispielen — umgekehrt proportional zum Quadrat dor Entfernung* 
Liegen zwei homogene Kugeln vor, deren Massen m und sind und in don Kttgel" 
mittelpunkten vereim’gt angenommen werdcn diirfen, so dafi die Kugeln dureh 
ihre Mittelpunkte ersetabar sind, und ist a die Entfernung bolder Mittelpunkte 
voneinander, so ist also die Anziehungskraft zwischen beidon gloich 


wo Ic cine Konstante bedeutet, die von der Wahl der Einheiten abhtoigt, Nnn sekui 
m zwei Punkten 0 und V Massen m und Af fest angebracht. Auf der Goraden durrit 
0 und V sei eine dritte Masse fx beweglich. Hat sic von 0 den Abstand rr* 

v^ u den Abstand so sind die Anzichungskrafte, die sie von 0 unci U 

orfahrt, gldch 


tte Kraite werden ausgefibt in den Bdchtungon nach 0 and U. Beide Krltft© 
raVi,*?™ T T . ^ zwischen 0 und U liegt, andoronfalls hobon Hie 

din ! die Gerade OV als ®-Achso, 0 als Anfangapunkt, 

^ La^ene^eit, so daB V die Abszisso + 1 hat. Hat nun der 
cwe^cne Massenpunkt die Abszisse re, so sind 

und 

X* (® — 1)« 

^ rechnon wir j/ 
erfihit’ Irt der Richtung dor positiven tc-Achse 

^eichgerichtei Ffir^gative? ^ israllo: Einzelkriilto 


Izt z podttv und grSBet als 1 . so sind beide EiLkiL negativ, f U r * ^ 

JeMfl 

JC® 1 * 

1st as zwischen 0 und 1 firele^en rl a' nr 

•oist dieerste Kraft negativ, ie zweiteVsitirF tir 0 <'t< f haf "iTol 

«=._^ 

a* ■'■■(i — iji* 

fflttli^ somitein Fall vor wo . . 

fctarvalle, far die besonderL AL^kmen^ ^""‘'**‘>" 611 , jode in fhreni 

_ = 2 , kMfi = 1 , 

Siollpi^es. Die ndttlere Kruve 
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konnte man naeh der Zeichnung fflr eine Gerade halten, aber sie kann keine Gerade 
sein,- weil sie ja keine ganze lineare Funktion vorstellt (vgl. Satz 4, S. 31). Die Tauschtmg 
entsteht daraus, dafi die y-Einheit lucht Mein genng gewShlt worden iat. In 
Fig. 96 haben wir die Bildkurve der in Bede stehenden Funktion 

® — 1)» 

im Intervalle von a: = 0 bis jjj = 1 unter der Annahme gezeichnet, daB die ^/-Einheit 
niur der liunderte Teil der ac-Einheit ist. Das in Fig. 95 fast geradlinig erscheinende 
Stiick tritt auch in Fig. 96 deutlich auf, hier aber in scbragerer Lage, Wir haben hier 
eine Gerade eingezeichnet, der sich die Kurve auffallend stark anschmiegt, imd zwar 
von verschiedenen Seiten her. Spater werden wir Gelegenheit haben, zu zeigen, wie 
man die Lage einer derartigen Wendetangente fiir eine Stelle der Kurve berechnen 



-ttrr— I — r- 

Fig. 95. Fig. 96. 


kann, an dor sie einen sogenannton Wendepunkt hat, und werden dann auf dieses 
Boispiel zuiiickkommen. Die Feststellung des Verlaufs der drei Kurven ist mit Hilfe 
der Differentialquotienten zu leisten, die fiber die Steigung Auskunft geben. Keine 
dor droi Kurven hat eine Stelle mit wagerechter Tangente (auBer ffir lim a: = dr co). 
Die Gesamtkraft hat also im Bndlichen nirgends ein Mammum oder Minimum von 
endlicher GrOBe. Aber sie wird einmal gleich Null. Die mittlere Kurve nfimlich 
schneidet die sc-Achse an derjenigen Stelle, ffir die 


also 


ist. 


2 1 
ic* ~ (a — 1)*’ 


d.h. 



a; = — = |/2‘(j/2'+ l) = 2 +)/2 
l/2 — 1 

Da 0 < ® < 1 sein mufl, ist die Wntzel negativ zu nehmen, also 


a ;= 2— )/2 = 0 , 686 . 

An dieaer Stelle heben die beiden auf fi von rechts und links -vrirkenden Anziebungs- 
krfifte atfiander aui 

7. Boispiel; Ein aus einem Stockwerk bestehendes Hans mit drei KMmen, 
desson GrundriB die Form in Fig. 97 hat, wird so geplant, dafi die reshteckige Grand- 
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flache vorgeschriebene GroBe hat und dab AB gerade | der Frontl$,nge AC betragt. 
Die innerenMaueTn BO und DB soUen dfinner als die auBeren sein, so daB das lauiende 
Meter der innereiiMauemnur f soviel koste wie das laufende Meter der auBeren Mauem. 
Was last sick iiber die Art sagen» wie verschiedene Ausmessungen auf den Kosten- 
betrag einwirken werdcn? Die vorgescliriebene Grundflache betrage Fqm. Das 
laufende Meter der auBereh Maucm koste Ic Mark. Die Frontlange AC kann beliebig, 
gleich X Metern, gewkhlt werden. Die Tiefe A1 des Hauses ist dann gleich F : x Me tern. 
Nun sind die Kosten fiir die HersteUung aller Mauern in Mark: 

y=^lc[AC + IH + AI^CB + 

Hierin ist AC - 1H=» ru, DE = und A1 = CH - BG - F :x, also: 


Oder 


£c 3 1^5 X 



y ist demnach eine gebrochene Funktion von x. Negative Werte von x haben keine 
Bedeutung. Fur x = 0 wird y unendlich groB. Fiir positives x ist y stets positiv, die 
Kosten y nehmen aber zunkchst ab, da der Differentialquotient 


dx [lb 3 

far Meine positive Werte von x negativ wird, wcil dann 1 : x® sehr grofi ist. Wilchsfc 
aber x weiter, so wird 1 : x* immer kleiner. Fur ein gewisses x wird der Differential- 
quotient gleich Null, namlich wenn 


X® 20 

ist. Wird x noch groBer, so wird der Differentialquotient 
poSitiv, d. h. die Kosten y wachsen. Fiir lim x = + oo 
schlieBlich wird y wieder unendlich groB. Am gBnstigsten 
ist es also, x so zu wahlen, daB F : x* — ^ wird. Pann ist die 
Tiefe des Hauses, nilmlich F : x, gleich H x, Man wird also 
den GrundriB so machen, daB sich die Frontlange zur Tiefe 
wie 20 zu 17 yerhalt. Fig. 97 zeigt dies Verh^tnis. 

8. Beispiol: Ist E die elektromotorische Kraft eines galvanischen Ble- 
mentes, W sein innerer Widerstand und w der Widerstand im kuBeren Strom - 
kreise, so ist die Stromstarke nach dem Ohmschen Gesetze gleich: 



Fig. 97. 


E 

W + w? 


Oder ^ 


1+1 


Schaltet man zwei gleichc derartige Memente hintereinander, so ist ihre elektro- 
motorische Kraft 2 JE und ihr innerer Widerstand 2 W, wahrend der auBere Stromkreis 
de? ^te bjeiben moge^ also wieder den Widerstand w habe, so daB die Kette d^r beiden 
filemchte einen Strom eizeugt von der Starke: 

2E E 2 

W'7T~ir- 
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Bei einer Kett© von x hintereinander geschalteten ebensolchon Elementen ergibt sicb 
entsprechend die Stromstaxke: 

Ex _ E X 

( 2 ) ~w ’ 

35 + ^ 


Als Anzahl der Elemente ist x eigentlich eine positive ganze Zahl. Seben vdr davon ab 
und versteben wir miter x eine beliebige Veranderlicbe, so ist die Stromstarke y eine 
gebrochene Funktion von x. Sie wild nur fiir re — — w :W, also flir einen negativen 
Wert von cc, unendlicb grofi. Wird x selbst cx), so wird y zvlE :W^ was man sofort 
einsieht, wenn man y so umforrat: 

E 1 

W \ w 1 ’ 

1+ WF 


da 1 : aj ftir lim a: = ± 00 unendlicb klein wird. - Bei einer sebr groBen Anzabl von 
Elementen ist daber die Stromstarke fast gleicb E : W, Der Differentialquotient 
von y ergibt sicb aus (2) obne weiteres nacb der Faktorregel und Bruchregel: 


dy _ wE 

Ix^W 


1 



JC 


Er ist bestandig positiv, d. b. y wacbst mit wachsendem x. Obgleicb a; als die Anzabl 
der Element© eine ganze positive Zahl ist, wollen wir die Bildkurve der Fimk- 
tion y fiir beliebige, auch negative Werte von x betrachten. Day nur fiir den einen end- 
lichen Wert a; = — M? : W unendlicb groB wird, zerfallt die Kurve in zwei Zweige, von 
denen jeder bestandig steigt. Der linke Zweig 
verlauft vbUig ira zweiten Quadranten; er 
kommt aus dera Unendlicbfernen, wo er sicb 
derjenigen Geraden parallel zur as-Acbse an- 
schmiegt, die die Ordinate E : W bat; er wird 
fflr a? w — to :W unendlicb boeb. Der reebte 
Zweig kommt vom Unendlicbfernen unten, 
indem er sicb der Geraden x= — w:W an- 
Schmiegt, geht durch den Anfangspunkt 0 
und schmiegt sicb fiir a? = + cjo der Geraden 
an, die die H5be t/ = E : W tiber der a;-Achse 
hat. Siebe Fig. 98, in der wir den Teil, fiir 
den X negativ ist, punktiert haben, da er keine w nz j 

Bedoutung fiir die eigentUchc Aufgabe hat. In dieser Figux smd zwar ^ 
w ; W durch gleicblange Strecken OB und J.0 wiedergegeben. Docb dient die Figur 
zur Veranschanlichiing ffir jeden FaM, wie auch JS : F und le : ^ ^in mogen. 

Ist z. B. u) : F = 10. so ist die Einheit der »-Aehse der zehnte Ted der Staecke AO, 
so daB sich boispielsWse fiir a: = 20, d.h. fur 20 Elements, die Stromstarke erpH 
die durch q P dargesteUt wird. Dabci ist die Lange von <2 P mit der von E ■ 

OB zu vei^cichen. Ist z. B. E : F = 8, so verhalt sioh die Stromstarfe zu 8 w 
(JP zu OB. Die Bildkurve ist iibrigens eine der sogenannten Hyperbeln 

(vgl. S. 139). 

S c h e f f e r B, Lehrbuch d. Mathematik. 
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9. Beispiel: Nunmehr woUen wir annehmen, eine groBere Anzahl von galvani- 
scken Elementen, etwa n\ sei za einer Batterie zu vereinigen. Jedes einzelne habe die 
elektromotorische Kraft E imd den inneren Wideistand W. Der, Widerstand des 
auBeren Stromkreises sei wieder to. Wir woUen jetzt aber nicht alle wElemente 
hintereinander schalten, sondern je x von ihnen nebeneinander, indem wir also 
bei je x Elementen jedesraai die gleicben Pole verbinden, Aus je x Elementen wird dann 
ein Element von derselben elektromotorischen Kraft, aber von der a;-fachen Ober- 
Mche, d. h. vom Widerstand W : x. Wir woUei^ annehmen, x gehe in w auf (z. B. soien 
60 Elemente zu je 6 nebeneinander gescbaltet). Alsdann liegen n : x Elemente vor, 
von denen jedes elektromotorische Kraft E und den inneren Widerstand W : x hat. 
Diesc n:x Elemente schalten wir nun hintereinander. Die Stromstarke y b^ 
rechnet sich nach dem Ohmschen Gesetze wie im vorigen Beispiele, aber an die 
Stelle von x tritt n : x, an die Stelle von W tritt W : x. Also kommt nach (2) : 


E 


n 

X 


X 


•+ to 


W 


nx 


n + 




Dies ist eine gebrochene Funktion der Zahl x derjenigen Elemente, die wir durch 
Nebeneinanderschalten zusammenfiigten, d. h. x bedeutet eigentlich eine der posi- 
tiven ganzen Zahlen, "Jiie in n, der Anzahl aller zur Verfugung stehenden Elemente, 
aufgehen. Lassen wir aber zunachst x irgendwelche positive Werte haben. Dann 
ist diUch y stets positiv. Fiir lim a? ~ + oo wird y zu Null, wie man aus der ersten 
Form von y sieht. Da y auch f fir a; = 0 zu Null wird, erreicht y fiir wenigstens ein 
positives x ein Maximum. Der Differentialquotient ist: 


dy E 
dx W 







J 


Nach Satz 8, S. 106, muB also das Maximum eintreten, wenn 



wird. Fiir alle andefen positiven Werte von x wird y kleiner als fiir diesen Wort, denn 
wenn x von 0 bis zu diesem Werte zunimmt, bleibt dy :dx positiv, wenn x grOJJer als 
dieser Wert ist, wird dy :dx negativ. (Vgl. Satz 7, S. 104.). Daher wird man die zur 
Verfugung stehenden n Elemente so in Reihen von je x Elementen nebeneinander 
schalten, daB x dem Werte derQuadratwurzel mdglichst nah. kommt. Wenn x nicht in 
n aufgeht, d. h. wenn beim Nebeueinanderschalten von je x Elementen schlieB- 
lich eimge Elemente, namlich weniger als r, ubrigbleiben, die man alsdann fiir sich 
nebeneinander schaltet, wird man ebenfalls die zweckmkBigste Anordnung erzielen, 
sobald man x nahe bei dem Werte- jener Quadratwurzel wahlt. 

10. Beispiel: Die Warmemenge, die notig ist, um 1 cbm trockener Luft beim 
konstanten Druck von 760 mm Barometerstand von afi G auf 100® C zu erwarmen, ist: 




0,307 


1 + 


X 


(100 — a), 


ausgedriickt in Kalorien oder Waimeeinheiten. Fiir x > 100 wird sie natilrlich freL 
Bhckt X nahe an — 273, den NuUpunkt der sogenannten absoluten Temperatur, 
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so gilt die Fdrmel nicht mehr. Man zeichne die Bildkurve, die nur fiir x >> — 273 in 
Betracht kommt. Siehe Fig. 99. Die Kurve ist ubrigens zusammen mit dem nicht- 
dargestellten Zweige, der sich fiir a;< —273 ergibt, eine Hyper bel (vgl. S. 139). 

Die meisten bisher gebrachten Beispiele sind der Physik ent- 
nommen. Dasselbe gilt von dem folgenden, das jedoch von etwas anderer 
Art ist, sick namlich auf ein in Wahrheit noch nicht vollkommen 
ergriindetes Naturgesetz bezieht. In solchen Fallen bildet man 
Naherungsformeln, namlich moglichst einfach gebaute Formeln, die 



sich hinreichend genau an die Beobachtungen anschlielSen. Bei der- 
artigen Naherungsformeln muB man untersuchen, in welchen Be- 
reichen sie mit der Wirklichkeit einigermaBen im Einklange stehen. 
Selbst wenn man von vornherein nicht weiB, daB eine Formel nur 
naherungsweise gilt, deckt ihre mathematische Untersuchung ihre 
schwache Seite auf. 

11. Beispiel: Bei 0. iibt ein Kilogramm Kohlenstoe, dessen Volumen 
X Kubikmeter betrSigt, auf ein Quadratmoter der Wand des GefJiBes oinen Druck 
aus, der in Kilogrammen gemessen den Botrag hat: 

^ 0,003 6 88(27 8 4-0 2,0936 

• ^ " * — 0,000 843 (273 +t){x + 0,000 977)“ ' 

Bei 16" C. z. B. ergibt sich hieraus; 

1,062 0,007 269 

W 2/=-"-o,W8S (»+ 0,000 97T)«' 

10 * 



Dem man hat Mer 0,003688^» nut 2^ Sh 

darf, da die ZaWen abgerundet slnd, die Brgebnisse s i 

fflr die Zahlen 0.0036876 vmd 0,003688 6, sowie ftedie Zahlen 2,093 45 und 2,098 0 

qaotienten. Der des ersten BTUches ^d nach der Bruchregel berechnet. der dee 
iweiten Bmches nach der Kettenregel, Man bekommt: 

dv 1.062 0.014 638 _ 

li" (® — 0,000 843)» (a + 0,000 977)» 

m nehmenxpositiv an. weil negative Werte ftir die vorliegende Aufgabo keinen 
Smn babeiL Tfir sehr groBe Werte von x sind die Nenner angenSliert gleich a?* una 
a?, so dafi dann der Differentialquotient angenRhert gleich 

— 1,062x4* 0,016 

d. h, n^tiv 'wirdL In der Tat: wird das Volumen x recht grofi, so wird die Spanning y 
recht Mein werden;‘die Bildlcurve fallt ftir groBe Werte von x, vgl* Satz 7, S* 104:* 
Fragen wir uns, fdr welches x sie wagerecht verlauft, d. h. der Differential quo tienfe 
^<flch Nidi wiri Zu fordem ist: 

1,062 (x + 0,000 977)3 == o,014 638 {x — 0,000 843)*. 

Kes ist eine Gleidmng dritten Grades ftir x. Rechnet man die Potenzen aus, indem 
mm natftrlich immer abgekurzte Multiplikation entaprechend den gegobenen 
De^dmalstell^ anwendet, so findet man, dafi sich die von x freien Glieder, ntimlich 
1,0^.0,000 977* imd 0,014638. 0,000 843Miinreichend genau fortheben, so daB 
bM>t: 

1,062 X® — 0,011 426 x* 4- 0,000 027 x = 0. 

Metd)ar wird dieser Gleichnhg dnrch x = 0 gentigt. Nach Absondern des Faktors a? 
veddeOrt die quadratische Gleichung: 

l,0e2a:* — 0,011426x4- 0,000027 0. 

S*110 mdihre Losungen ungef ahr gleich 0,0036 und 0,0073, d. h. an den Stelleu 
* % ac = 0,0036, X = 0,0073 hat die Bildkurve wagerechte Tangenten. Ferner siebt 

wm aas dm Nenn^Em in (3), dafi y nur ftir einen positiven Wert von x, ntimlich filr 
x « 0^0008^, nn^aiich grofi wird, und dieser Wert von x ist Weiner als 0,0036. Die 
PiiMlele x s= O,0(M 843 zur y-Adise wird also von der Kurve im Unendlichen er* 
M s wemg grofier als diese Zahl, so wird in y das erste Glied sehr grofi positiv, 
c h, auch y Mhr grofi positiv. Der rechte Zweig der Kurve kommt somit 

« Pesttr^Unendlichen, sich dort der Geraden 0,000 843 anschmiegend, 

dann bis X = 0,0073 und ftiUt weiterhin besttindig , 
anzuschmiegen. Siehe Fig. 100. Ftir x zwischen 
w ^ (3) und daher auch y selbst negativ. Dies 

^ysik^cben Vorgang sinnlos, da y die Spannung bedeutet. 

^ d. w«. a„ S»l,. ...h.'’ 

Beispiele hinzu, die der Leser selbst duroh- 
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12. Beispiel: Ein versehlossenes zylindrisches Lltergefafi soli so hergestellt 
werden, daB fill die gesamte FlSche (Mantel plus Bodenflache plus Deckelflache) mSg- 
liohst wenig Material verbraucht wird. Beliebig zu wahlen ist zunachst der Radius 
des Bodens; er betrage x cm. Wie groB ist dann die Grundflache? Wie groB also die 
Hdhe ? Wie groB folglich die gesamte Flache y in qom ? y ist erne gebrochene Funktion 
Ton X, deren Minimum gesuoht wd. Vgl. das 3. Beispiel, S. 108. 

18. Beispiel; Ein Bohr von 30 qom Querschnitt soli hergestellt werden. Der 
fjuerschnitt soil aus einem Bechteck mit einem auigesetzten Halbkreise hestehen. 
Wie wird man die Dimensionen wahlen, damit der Umfang des Querschnittes moglichst 
gering wird? Urn lestzustellen, welche GrBBe.hier die unabhangige Veranderliche x 
ist, Bberlege man sioh, wie man irgendeinen Querschnitt von der vorgeschriebenen 
Form zu zeichnen anfangen wird; offenbar mit dem Halbkreise. Welche Lange wahlt 
man also beliebig ? Welche GrBBe ist die abhangige Veranderliche, usw. ? Man vergleiche 
das Ergebnis mit dem im 6. Beispiel, S. 67. 


§ 6. Die Umkehrregel. 

Wenn wir von einer Funktion y = f(x) festgestellt kaben, daB' sie 
in einem Intemlle von x = a bis x — b stetig ist imd differentiiert 
werden kann, wird sie dort durch einen Kurvenzug AB, siehe 
Fig. 101, dargestellt, der tlberall liickenlos Oder stetig ist und Tangenten 
bat. Wie immer lassen wir einen Punkt P diesen Kurvenzug im Sinn 
wachsender Abszissen durphlaufen (S. 32), d. h. der FuBpunkt Q des 
Lotes von P auf die a;-Aohse soil sich im positiven Sinn Iftngs der 
a!-Achse bewegen. Mit F be- 
zeiohnen wir den FuBpunkt 
des Lotes von P auf die y- 
Achse. Dieser Punkt R wird- 
nun eine Streoke auf der 
y-Achse beschreiben, braucht 
es aber nicht immer ebenso 
eintOnig wie Q zu tun: Wah- 
rend P von A bis B geht, 
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kann sick R auf der j/-Achse teds im positiven und teils im negativen 
Sinn bewegen. Man sieht dies in Fig. 102. Wir wollen una aber in 
dnem derartigen Falle stets auf ein Stiick des Kurvenzuges be- 
sttoanken, zu dem eine eintonige Bewegung von R, sei es im po- 
sitiven Sinn, sei es im negativen Sinn, iSngs der j/-Achse gehOrt. 

Fig. 102 Tverden wir also etwa nur das Kurvenstiick von C bis D 
ins Auge fassen. In der vorhergehenden Fig. 101 ist die BcAvegung 
von R im ganzen Intervalle von A bis B eintdnig, namlich durchwog 
positiv. 

Wir wollen uns also auf ein Intervall AB beschrankcn, 
innerhalb dessen sich R langs der ?/-Achse nur im positiven 
Oder aber nur im negativen Sinn bewegt, falls sich <2 lAngs 
/T Sinn bewegt, siehe Fig. 101 und 

m (In Fig. 103 findet die Bewegung von R im negativen Sinn 
statt.) Bei dieser Beschrankung leuchtet ein, da0 
^ Ordinate y = f(x) wahrend der Bewegung ent- 

\ weder bestandig wSchst (Fig. 101) Oder bestftndig 

—v/ abnimmt (Fig. 103), d. h. dafi die Steigung ent- 

iJ weder bestandig positiv oder bestfindig negativ ist* 

setzen wir somit voraus, daU 
& a a Jy r® Difierentialquotient im IntervaU entw'eder 
uber^ positiv Oder UberaU negativ sei. Wir woollen 
F%. 103. dabei auch die Moglichkeit aussehlieflen, daB der 

von s _ bis _ I 


iB Jilt lolgende.: Zu jedem Wort Ton y 

^ mi «r an Ponkt O Hoo t + Kurvenzuges A B und also 

i t S'T'*"” »= - « bid » = J anf dor 

in latetralie Ton t hi. ^ *' kOnnen wir sagen: 

Die Eolien von x und ta ~ Funktion von y. 

W^^lfa^gStesmLL vertauscht werdel 

FBrittimi ^ fiSins der ™inlialt einer Kugel ist eine 

^^Wa^bdfchkwSMen tir,AA aber man kann auch die 

^ wird sich das Volumen als Funktion 

^assung nennt man die Umkehrung 
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Oder Inversion der Funktion 1 / = /(a;). Die neue Fimktion, d. h. 
X aufgefaBt als Funktion von y, heifit die zur urspriinglichen Fui^ion 
inverse Funktion, nach dem lateinischen invertere, umkehren. Ein 
einf aches rechnerisches Beispiel: Wenn 


a) 


y- 


1 + X 


vorliegt, ergibt sich, daB umgekehrt 

( 2 ) 


X = , 


ist. Liegt eine Funktion y = f(x) vor, so kann man allerdings nicht 
immer so leicht wie in diesem Beispiele die inverse Funktion fi nHBT i 
Man mufi ja die Gleichung y = f(x) auf eine neue Form bringen, 
in der links nur x und rechts ein Ausdruck in y allein steht, also 
auf eine Form, die sidi in allgemeinen Zeichen so darstellt: x = F(y). 
Diese IJmformung von y — i{x) in eine Gleichung x — F{y) nennt 
man auch die AuflOsung der Gleichung hinsichtlich x. In unserm 
Beispiel (1) war dies leicht zu leisten, oft aber ist es schwer, ja meistens 
kfinnen wir ea Qberhaupt rechnerisch nicht tun. Aber auch dann gibt 
es die inverse Funktion; sie lilBt sich bloB nicht durch die in der 
Arithmetik zu Veritlgung stehenden Zeichen ausdrftcken. 

Die inverse Funktion hat ' genau dasselbe Bild wie die urspriing- 
liche. Nur muB man jetzt die t/-Aehse als die Achse der unabhSugigen 
Koordinate auffassen, so daB die inverse Funktion dem Intervalle 
von y = hhiay — l angehQrt. Aber wir sind gewbhnt, die unabhangige 
Veranderliche x und nicht y zu nerinen. WoUen wir dies auch im 
Fall der inversen Funktion tun, so miissen vnr nachtraghch noch die 
Bezeichnungen vertauschen, d. h. y statt x und x statt y schreiben. 
Die zur Funktion (1) inverse Funktion (2) z. B. schreiben wir dann so: 

( 3 ) = 


Was die bildliche Darstellung betriflt, so kommt der Wechsel in den 
Bezeichnungen darauf hinaus, daB man die Fig. 101 Oder 103 um die- 
jenige Gerade, die den 
Winkel der positiven Ach- 
sen in gleiche Teile zerlegt, 
herumlegt, bis die a^Achse 
und y-Achse ihre Platze ge- 
wechselt haben. Statt 
Fig. 101 und 1.03 ergeben 
sich dann Fig. 104 und 105. 

Kaum brauchen wir darauf 
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hinzaweisen, daB die Einheitsstrecken, mit denen die Koordinaten 
gemessen wden, die Vertauschung mitmachen. 

Wir 'wollen aber nicht, wie es soeben geschali, nachtragUch auch die 
Bezeichntmgen x und y vertauschen, wir wrollen also die zu j/ — / (®) 
inverse Funktion x = F(y) nicht in der Form y = F(x) schreiben. Denn 
das kann allzuleicht zu Verwirrungen fiihren. 

Oben haben wir in bezug auf das Ihtervall, in dem wir die zu einer 
Funktion inverse Funktion betrachteten, bestmunte Einsohrankungen 
gemacht., Man sieht leicht, daB ohne sie die Umkehrung der Funktion 
an einer verhangnisvollen UnMarheit leiden wiirde. Nehmen wir namlieh 
z. B. an, daB der Kurvenzug von bis B nicht, wie verlangt, bestandig 
steige Oder bestandig falle, sondem wie in Fig. 102- auf S. 149 verlaufe. 
Wahlen wir dann einen Wert y, also einen Punkt R auf der y-Achse, 
so konnen zu ihm sehr wohl mehrere Punkte P der Kurve, hier 
z. B. zwei, gehbren, da die Parallele zur a:-Achse diurch R den 
Kurvenzug zweimal schneidet. Mithin bleibt man im Zweifel, welche 
Abszisse x gewahlt werden soli, d. h. die zn y ~ f (a:) inverse Funk- 
tion x = F(^) erfiUlt hier nicht die sonst .von uns immer gettiachte Vor- 
aussetzung, daB zu einem bestimmten Wert der unabhingigen Ver- 
anderlichen (jetzt ein und nur ein Wert der abhangigen Ver&nder- 
lichen (jetzt *) gehbrt. Wir kommen also zu einem aUgemeineren I^k- 
tionsbegrifie, zu den sogenannten mehrwertigen oder mehrdeutige^ 
Funktionen. Wenn z. B. y = ac* vorliegt, ergibtdie Umkehrung x = ]fy, 
und dies ist eine zweiwertige Funktion, weil ja }^y mit dem 
einen oder dem anderen Vorzeichen versehen werden dari. Das fhhrt 
aber zu einer Unsicherheit; wir wollen uns immer nur mit einwertigen 
FuiMonen beschaftigen, und deshalb haben wir bei der Einfukrung 
des Begriffes der inversen Funktion in bezug auf das Intervall oben be- 
sondere Einschrankungen gemacht. Allerdings werden wir bei den An- 
wendungen nicht umhin kdnnen, gelegentlich mehrwertige Funktionen 
zu betrachten wie z, B. die Quadratwnrzel aus der unabhangigen Ver- 
auderlichen, aber dann werden wir immer zuerst untersuchen, welcber 
der verschiedenen Werte in Betracht kommt, die diese Funktion baben 
kann, d. h. wir werden die notwendigen Einschrankungen macben, um 
jede Unsicherheit zu venneiden. 

Da, wie gesagt, die inverse Funktion x — F{y) genau dieselbe Bild- 
kurve (B%. IQl oder 103) wie die ursprungliche Funktion y =, / (x) hat, 
und diese BBdkurve stetig ist, leuchtet ein, daB sich auch die inverse 
Funktion ira bdervalle von y = h hisy — l stetig verhait. Da femer der 
Kitrvenzug flberall eine Tangente hat, kommt auch der inversen 
Funktion ein Differentialquotient zu, Dabei ist zu b^achten, daB der 
DiSerentialquotient, wed a: die Steigung der Tangente angibt, im 
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Fall der inversen Funktion die Steigung gegeniiber der ?/-Ac]ise, 
nichl der s-Aehse bedeutet, woraus man schlieBt, daB er den rezi- 
proken Wert des Differentialquotienten der urspriinglichen Funktion 
hat. Dies ist auch durch Eechnung leicht klarzumachen: Der 
Differentialquotient von y = i(x) wird erklart als der Grenzwert 


wo Ax and A y zusammengehorige Zunahmen von x und y bedeuten, die 
nach Null streben. Der Difierentialquotient der inversen Funlrtion 
X F(y) wird entspreohend erklart als der Grenzwert 



A X 
Ay’ 


well X und y ihre Bedeutung vertauschen. Nun ist aber 

A X _ 1 
Ay ~ Ay 
A X 

und nach Satz 10, S. 65, 



d. h. 

( 5 ) 


dx 1 

dx 


In der Tat ist mithin der Differentialquotient der inversen Funktion der 
reziproke Wert des Differentialquotienten der urspriinglichen Funktion. 
Hierbei ist nach Satz 10, S. 65, von dem Fall abzusehen, wo der 
im Nenner von (4) stehende Grenzwert gleich Null ist, d. h. wo der 
Differentialquotient dy:dx der urspriinglichen Funktion gleich Null 
ist, also die Tangente zur sc-Achse parallel liegt. Dies ist der Grund, 
weshalb wir oben ausdriicMich vorausgesetzt haben, daB auf dem 
Kurvenzuge AB kein Punkt liege, dessen Tangente zur jt-Achse 
parallel ist. Die Steigung einer derartigen Tangente gegenfiber der 
y-Achse wfire ja nnendlich groB. 


ZusammengefaBt gilt also der • 

Satz 16: Wenn y = i{x) eine Funktion von a: ist, die sich 
im Intervalle von a;=abis a: = 6 uberall stetig yerhalt und' 
einen bestimmten endliehen Differentialquotienten hat, 
der nirgends gleich Null wird und entweder uberall positiv 
Oder iiberall negativ ist, und wenny, wahrend x von a bis 


154; Drittes Ka-pUel: Algebraische Funkiionm. 

geht, die Werte von k bis I annimmt, gibt es eine zu 
y = fix) inverse Funktion x = F(y), die sich im Intorvalle 
von y = fcbis i/=:iuberall stetig verhalt und ttborall einen 
bestimmten endlichen Differentialquotienten hat. Der 
Differentialquotient ist der reziproke Wert des Diffe- 
rentialquotienten der urspriinglichen Funktion, in Formelt 

dx 1 
d'V ~~ 

dx 


Auf S. 126 ergab sich, dafi man die Differentiale wie endliche 
2Men g^eneinander heben darf, wenn dieselben Differentiale im 
ZUder und Neliner vorkommen. Dies sowie die letzte Formel zeigt, 
dafi man Bruche aus Difierentialen uberhaupt wie gewdhnliche Brilche 
nmformen darf. 


L Beispiel: Yorgelegt sei die Funktion y = x\ Ihto Bddkurve ist eine Parabel 
(S. 95), deren tiefste Stelle der Anfangspunkt ist und die zur ?^-Achse symmetrisch 
vedEuft, delieJlg.36 und 37, S.48,49. Die Bedingungen des Satzeslb sind hier erf fill t, 
wenn man nur positive Werte von x ins Auge fafit, da die Kurve fOr a; > 0 bestandig 
ste^ Bei der Besdirankung auf nur positive Werte von x gibt es also eine bestimmte 
mverse FunMon, namlichic = Sie gilt fiir alle positiven Werte von y; die Qua- 
dratwurzel ist daker positiv zu nekmen. Dsb dy : d x ^ 2 x ist, ergibt sich dx t dy »« 
l:2«oder Mtkin kat die Funktion Yy von y den Differentialquotienten 

1 :2 Ms J/5'positiv gewaklt wird. Die Bedin^gen des Satzes 16 *gelten aber auch, 
weim X alle negativen Werte durchlEuft, denn wenn x vom Negativ-UnendUchen bis 
NuB nimmt y = z? bestSndig ab. Mithin gibt es auch eine zweite inverse 
Fanklion ® = yy, bei der die Wurzel negativ zu nehmeh ist. Ihr Differentialouotienfc 
hat we wker den Wert 1 ;2 Yy, aber hierin ist jetzt die Wurzel negativ. Aus 
f — ^gehen denmach zwei verscMedene inverse Funktiouen aj= yy' hervor, bei der 
mm U J^positiv, bei der andem negativ, und bei beiden ist 1:2 VW der Diffe- 
leatMquotient ^ 


.X. Beieichnungen der VeranderHchen verteuschon, kommen wir 

Funktionen y-- die sich nur dadurch unterscheiden, daJJ bei der 
andem negativ zu nehmen ist. Beide haben den 
1 : 2 Ka , wo in bezug auf die Wurzel dasselbe gflt. Die BEder 
*eser beiden Fnnkbonen gehen aus dem Bild von i/ = a® in Fig. 86, S. 48, hervor. 

indem man diese so . uinlegt, daB die x~ 
nnd ^Achse den Ort wechseln, d. b. sio 
sind die beiden Teile der in Fig. 106 dar- 
gesteilten Parabel, derei) Scheitel der An- 
fangspunkt und deren Achse die sc-Achs® 
ist. Fiir ai = 4 z. B. ergibt sich bei der 
einen Funktion y = j/f = 2, bei der an- 
dem y = — |/4 = _2. Das sind die 
beiden in Fig. 106 hervorgehobenen Funkte. 
Der Differentialquotient 1 : hat fttr 

den ersten Punkt den Wert J, fflr den 
zweiten den Wert — d. h. die Steigung 



Fig. 106. 
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der Tangente fiir den ersten Punkt ist J, die fiii den zweiten — J, was die in Pig. 106 
gezeichneten Tangenten liefert. 

Die beiden durch die Umkehrung erhaltenen Fimktionen y = J/i'und y = — Vx' 
haben noch eine besondere Eigenschaff;: Sie sind tiberhaupt nur fiir positive Werte 
von X vorhanden, fiir negatives x ergibt sich kein reelles y. 

Das soeben besprochene einfache Beispiel zeigt, daB wir jetzt auch 
in der Lage sind, die Funktion 

( 6 ) y=^x 

2 u differentiieren, denn es ergab sich 

2Vx' 


und zwar sowohl, wenn ]^x positiv ist, als auch, wenn ix negativ ist. 

Der Satz 15, den wir auf y — x^ angewandt hatten, um den 
Differentialquotienten von y — zu bestimmen, liefert tiberhaupt eine 
ntitzliche neue Differentiationsregel, die als die Umkehrregel be- 
zeichnet werden kann. Sie reiht sich als siebente an die fttnf 
Regeln auf S. 84, 86 und an die sechste Regel, die Kettenregel, 
auf S. 127 an: 

7. Regel (Umkehrregel): Der Differentialquotient der 
inversen Funktion einer Funktion ist der reziproke Wert 
des Differentialquotienten der ursprunglichen Funktion: 

dx 1 

dy ~ dy ' 
dx 


DaB sich dies leicht dem Gedachtnis einpragen laBt, wird man nicht 
bestreiten. 

Jfetzt erinnern wir daran, daB man bekanntlich die Wurzeln als Po- 
tenzen mit gebrochenen Exponenten schreibt: 

V» = «* usw. 

Dies geschieht deshalb, weil dann die Regeln fur das Potenzrechnen 
a"* . a" = (a™)” == a*"” 


ohne weiteres die Regeln fiir das Wurzelrechnen liefern: 

Jl i ( ’"■i 

a’'‘ , a " = a*” “ = 1/0"*+“/ \ /a ) == a” = 1 ® - 

Statt (6) schreiben wir also auch 


m n 

Va. V'a = 


( 8 ) 

und (7) liefert: 

( 9 ) 


dy 

due 


1 

20!^ 


X' 


2 ^ 
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ids zugehorigen Difierentialquotienten. Die Funktion (8) ist eine Potenz 
von X, nSmlich z", wenn n = | ist. Nach der Potenzregel hat x” den 
Difierentialquotienten und das gibt hier also -wirklich den 
Difierentialquotienten (9). Aber man muB bedenken, daB wir die Potenz- 
r^l nur fur den Fall bewiesen habeu, wo der konstante Exponent n 
eine positive oder negative ganze Zahl ist (S. 83). Mithin hat sioh 
Mer etwas Neues ergeben: Die Potenzregel ist auch fiir « == J 
riehtig. 

Dies l&fit sich verallgemeinem: 

Unter m sei eine ganze positive Zahl verstanden. Dann wisaen 
wir, daB die Potenz 

y = x" 

den Difierentialquotienten 

^ 

hat. Zu y = it" ist aber invers die Funktion 


— m — 

a: = = yy . 

Also hat sie nach der Umkehrregel den Difierentialquotienten: 

r 1 — m 


dx 

mx 


1 


m 


m 


W®n TOT jetzt zstatty und ystattaschreiben, folgt; Die Funktion 

lat dai Kfierentialquotienten 

( 11 ) _ 1 

dx w ^ • 


4 

dx 


mvJ *• 


m 


1 -- 


wir dies Ergebnis damit, daB 

^ DiSereuiialquotienten 


dy 

jf = naf-i 
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hat, falls w eine ganze Zahl bedeutet. Nehmen wir uns die Freiheit, 
fiir n die gebrochene Zahl ’ 



zu setzen, so ist' 



so da 6 (13) gerade den Wert (12) liefert. Also dftrfen wir die 
Potenzregel in der Tat auch fiir den gebrochenen Exponenten 1 ; m 
anwenden. 

Somit ist be-wiesen, dafi die Potenzregel fur die Diffe- 
rentiation von x” nicht nur dann gilt, wenn n eine ganze 
Zahl ist, sondern auch dann, wenn n der reziproke Wert 
einer ganzen positiven Zahl ist. 

Nunmehr konnen wir auch den letzten Schritt der VeraU- 
gemeinerung tun. Wir wollen die Funktion 

v_ 

(14) y = x« 

difierentiieren; darin soli der Exponent eine gebrochene Zahl sein. 
Ein Bruch p : q l& 6 t sich auch dann, wenn er negativ ist, so schreiben, 
daU sein Nenner positiv ist. Deshalb diirfen wir voraussetzen: p und 5 
sollen ganze Zahlen sein und insbesondere soil q positiv 
sein. Jetzt wenden wir die Kettenregel an. Nach (14) ist 

(16) y = 

wo 
(16) 

ist. Da p eine ganze Zahl ist, hat die Funktion (15) nach der Potenzregel 
den Differentialquotienten: 

Da q in (16) eine positive ganze Zahl wie vorhin m in (10) ist, wissen 
^ir nach (12), daB die Funktion (16) den Differentialquotienten 



hat. Nach der Kettenregel ergibt sich nun der Differentialquotient der 
vorgelegten Funktion (14) durch Multiplikation der- beiden letzten 
Formeln, indem sich dann dz forthebt: 




158 


Drittes KapUel: Algehraisdie Funkiionen. 


dz q 

Fur die Hilfsveranderliche z aber haben wir ihren Wert (16) om- 
zusetzen. Also kommt: 

7>— 1 1 , p — 


ax q 


%t ^ X * 


Oder: 

(17) 




1 


Dafi die Funktion (14) diesen Differentialquotienten (17) hat, steht 
wieder voUkommen im EinMange damit, dafi den DiHerentiw- 
quotienten nx^~^ hat. Hier kommt aber statt der ganzen Zahl 
n eine gebrochene Zahl p : q vor. Unser Ergebnis ist mithin der 


Satz 16: Der Satz, wonach die Funktion 

y z=:X^ 

den Differentialquotienten 


hat, gilt tiberhaupt, wenn n irgendeine ganze Oder ge* 
brochene, positive oder negative Konstante bedeutet 

Da Portenzen mit gebrochenen Exponenten Wurzeln sind, kann man 
mithin auf Grand dieses Satzes ohne weiteres Wurzeln differentiieren. 
Man muB nur inimer die Dmformung machen: 




Ist z. B. vorgelegt 


y- 


i/f 


'a» + 3’ 

SO warden wir zuerst die Kettenregel an: 


!/== = 


z = 


a;» — 2 
a? + S 


.te te earto Formel berechnen wir dy.dz mittels derEegel fttr a' 
aas dfer zwerten dz : dx mittels der Bruchregel: 

^ ^ 1 1 
ds 2 ^ 


• 21^’ 

^_(s?+3)2a!— (a*- 
<*» (*•+ 3)* 


-2)3®* 


6®“+6x 



§ 6. Die Umkehrregel. 


159 


Wir sucheu Ay. dx. Dies ergibt sich, -wenn -wir die erste Formel mit 
der zweiten multiplizieren, da sich dann dz forthebt: 

dy 1 — a:* + 6a;® + 6a: 

^ ~ + 3)“ ’ 

Aber z ist. der Bruch (x^ — 2) : (x® + 3). Also kommt schlieBlich: 


— X 

dz ® » a:® 


ac® + 3 . — a;* + 6 a? + 6a; 


(a? + 3)® 


Die Funktion 


ist eine Summe: 


Dabei ist: 




y = z + t. 
()/x + x)^_ t = 


1 

1+Vx' 


Xennen wir die Differentialquotienten von z und t, so kennen wir 
auch den von y, da nach der Summenregel 

dx dx ‘ dx 

ist. Also Sind z und t einzeln zu behandeln, und zwar nach der 
Kettenregel. Das Schema fftr z ist dieses: 

2 = '“V 3^==^“ 

«=j/a: + x— xi + x +l = -|-x^4*l 

Also kommt: 

Das Schema ffir t ist dieses: 


= ix^~'+l = i» *+l 


i = — = V" 
V 


i; = l + V'x=14-a:* I 




21 ;®!/®" 


’ 2(1 + 


Folglich kommt: 
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Kadidenimr so dz-.dxmddt : dx gefunden haben, ergibt sich nach (19): 


2 (i + j/x yx 


ate Differentialquotient der Funktion ( 18 ). 

Aneh wenn unter einem Wurzelzeichen noch ein Wurzelzeichen vor- 
iommt, smd w imstande, die Differentiation auszufflhren. 1st z. B. 


so s^en w 


tet 


y = P'i + i/x, 

t/=ye = zi, s=l-f. j/J= 1 _f_ 

^ * . -= — =: 4 . * 




dx 

dx 6 ® ® = 

ist noch z = 1 -f. |/jj. einzusetzen 

^ _ 1 
dx 


= ix 

1 

%z^x^ ' 


tehen AnsdrlcTe 'in**^**X* to 80&®»annten algebrai- 

Toa X, die mit Hilfe diejenigen Punk- 

Mnlthdikation Di • -Algebra, d. h. der Addition, 

»*a kinaoi andhi denen^IZT’ Wnrzeln gebildet 

Amdra^ie nennt man Exponenten vorkommen, 

^tmktioBea von a?. man auch entwiekelte algebraisohe 

2 algebraische Punk- 

wd, m dL .L G eichung zwischen x und y vor- 

««a 

©dbea «t, I.- ^■*'®^~~»“2/ + 2 x»~3 = 0 

<S.118) b^iien k^n? 

indm rich aS^ I rS- 

X wardoi rich auf p ^’^“8 fur y, d. h. fUr ver- 
mndi ?®Bchiedfina w 1 der Gleichuns im »1I- 

W^rte von y erffeben + i.* 

"f 

Form zu bringen. Diese 
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Funktion von x -yyi^e iiberhanpt die unentwiekelten algebraischen Funk- 
tionen werden Vir erst spater differentiieren. 

Ferner ist 

zwai eine entwickelte Funktion, weil links y und rechts ein Ausdruck 
in X allein steht; aber rechts steht eine Potenz von x, deren Exponent 
keine Konstante ist. Ein grober Fehler ware es, wollten 
wir af nach der Regel fur a:” behandeln und also schlieBen, daB 
diese Funktion den Differentialquotienten x . Oder ar® hatte. Denn 
diese Regel setzt voraus, daB der Exponent von x konstant 
sei. Die Funktion y = sf gchort zu der uniibersehbaren Reihe derjeni- 
gen Funktionen, die man transzendent nennt. Auch diese Funktion 
werden wir erst spater differentiieren. 

Wir woUen weiter keine Beispiele nennen, denn sonst bekommt der 
Leser ein Angstgeftthl wegen aJles dessen, W'as er noch nicht weiB. Aber 
wir konnen trOstend hinzufiigen, daB man bei den Anwendungen der 
Mathematik meistens nur noch einige wenige transzendente Funktionen 
braucht, die wir spater behandeln werden und die eigentlioh viel an- 
ziehender sind als die bisher betrachteten Funktionen. 

SchlieBlich noch ein Bekenntnis: Wir gestehen ein, daB wir auf 
den letzten Seiten etwas leichtsinnig vorgegangen sind, und zwar sogar 
mit voller Absichtl In Satz 15 hatten wir namlich diejenigen Beschran- 
kungen angegeben, unter denen inverse Funktionen unzweideutig de- 
finiert sind, aber wir haben uns daruni bei den vorhergehenden 
Differentiationsbeispielen gar nicht gekiimmert. Das hatten wir tun 
mllssen, weil jede Wurzel als zu einer Potenz invers definiert ist. 
Wir hatten so, wie es im 1. Beispiele, S. 154, geschah, auch iiberall 
vorgehen soUen. Aber uns kam es hier doch nur darauf an, daB 
nlan lernt, wie man algebraische Ausdrucke zu differentiieren hat. Das 
andere, namlich die Beriicksichtigung der in Satz 15 ausgesprochenen 
Beschrankungen , lernt man 
besser durch Beispiele, zu 
denen wir uns jetzt wcnden. 

2. B ei spi el: Eine Wandlampe 
L beleiichtc eine Stelle A des EuB- 
bodcnSj die gerade vor der Auf- 
hiingestelle der Lampe und zwp 
in der Entfernung AB=^ a Meter 
von der Wand ist (siehe Fig. 107), 

Der EinfluB der Hohe B L der Auf- 
hftngestelle auf die HeUigkeit der 
Stelle A soli untersucht werden. 

Scheffers, Iiehrbuch d. Mathematik. 
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Die Helligkeit, die ein Scheibchen in 1 m Entfernung von der Lampe L bei senk- 
XBcbtem Auffallen der Strahlen erfahrt, sei als Einbeit der HoUigkeit be- 
ieichnet Nun gilt dass^Ibe Gesetz wie bei Warmestrahlen (vgl. 2. Beispiel^ 
S. 139). WenniA=r Meter ist, wird das in A senkrecht zu LA gestellte 
Scheibchen, das wir uns als Quadrat von der Seitenlange q denkon kdnnen, die 
Helligkeit 1 : r* erfahren. Dieselben Strahlen, die diese Scheibe treffen, werdon, 
Venn die Scheibe fortgenominen wird, ein Stuck des FulBbodens bei A treffen. 1st; 
jenes Quadrat auBerordentHch Wein, so sind die Strahlen, die von L nach dor Scheibe 
gehen, nahezu parallel, so daB der Fleck auf dem FuBboden nahezu ein Bechteck 
ist, dessen eine Seite gleich q und dessen andere Seite langer als q, etwa glcicb p 
ist Die Helligkeiten des Quadrats und des Eechtecks verhalten sich umgekelirt wio 
die Blkchen beider, da dieselbe Lichtmenge, auf groBercn Raum verteilt^ weniger wirkt. 
Also ist 

Helligkeit des Rechtecks q 

Helligkeit des Quadrats ~ ^ ~ ’ 

I so daB die Helligkeit des Rechtecks gleich q:pi^ 

I Streng gilt dies nur dann, weim das Quadrat 

I unendlich Mein wird, d. h. wenn wir nur don 

Punkt A des FuBbodens ins Auge fassen. Das 
^ B gerade unsere Aufgabe. In Fig. 108, wo 

der Querschnitt LB A der Fig. 107 dargestellt 
^ wordcn ist, soUen also die Lichtstrahlcn unendlich 

Fig. 108. beieinander und daher parallel soin, so dafi 

T T> j Drcieck mit den Seiten q und p dem Dreieck 

LBA imt den Seiten BL = * und = r ahnlich wird. Dwaus folgt: 


tt2rnoS‘af‘^Trwn- nchmcn wir also die Quadrat- 

nraiel positiv an. Die Helligkeit y der SteDe A des FuBbodens ist hiernach 

«= 5 . = 

2 ^? ^ 

obeihalb des FuBbodens vor kommcn nur Aufhkngestellen L 

Nennet fte x=0 den Weilten „ 3 1 f den 

AnaeiMniehgroBjTieliDelir ist a = O ffir x t* O 'pv, ^t''r ^ 

litn X = 00 gleiofa Null wird Das wW?.!- ist es klar, daB y fflr 

uu wild. Das erkcnnt man rechnerisch, wonn man y m schreibt: 

jf der feadi « ; # ans « = x nnd . - Znnachst ist 
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l/w' 


u; = 4* 


dv 3 4 
^ 

dw 2 




du? 

dx 


= 2x 


dv 

dx 


= 3ic )/«« == 3 a; j/a* + a* . 


Also kommt nach dor Brucbregel 

dy __ ,l—x,dx j/a^ 4- 

__ 

Oder, da sicli die Wurzel einmal forthebt: 

dy _ — 2a^ ^ 

Nach Satz 8, S. 106, kaim also das Maximum nur ffir 
d. h. a; = i fit 1/2 


2 

^ “2’ 


ointreten. Ba wir wissen, dafi ea cin Maximum gibt, 
brauchenwir dasVorzeichen des Differentialquotienten 
vox imd nach der StcUe a; = ^ ct 2 nicht zu unter- 
suchen; das Maximum muB eben fiir diese einzige 
SteUe stattfinden. Weil x=^ BL ist, werden wir die 
Bildkurve der Bunktion y in die Figur dadurch ein- 
tragen, daS 'wir in L senkrecht zux Wand die 
Ordinate y ^ LF‘ errichten. Wir braucheii also die 
Oorade BL nach oben hin als positive a:-Achse, die 
Oorade BA nach A hin als positive t/-Achse, so dafi 
die Achsen eihe ungewohnliche Lage haben. Wenn 
wir die Strecke a = 1 setzeh, also 

_ ^ dy _ 1 — 

^ + dx Pa? + l‘’ 

ijo bedeutet dies einfach, daB wir nicht das Meter, 
sondern die Strecke BA als Langeneinheit benutzen. 
Werte sind: 



m 

aaHBHBHliHi 

p 

1! 

BI 


BI 



p 

m 

B 


Bi 



p 

m 

B 


B 



p 

m 

B 


B 



p 

m 

B 


B 



p 

m 

B 


B 



p 

a 

IB 


B 



p 

a 

IB 


B 



p 

tm 

S 

a 

B 



p 

1 

B 

B 

IB 



1 

1 

m 

■ 

m 

H 

H 

IB 

m 

m 

m 

m 


Kg. 109. 

Einige zusammengehorige 


X 

1 ^ 

dy 

1 d X 

0 

0 

1 

0,5 

0,36 

0,29 

0,71 

0,38 

0 (Max.) 

1,00 

0,35 

—0,18 

2,00 

0,18 

— 0,1 3 


Hiernach kann man die Helligkeitskurve in Fig. 109 leicht zeichnen. Darin ist 
auch die 2/-Einheit gleichBA gewahlt worden. Zu jederAufhajigestelle 2/ gibt das Lot 
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LF , gemessen mit der Ein heit BA^ die Helliglteit der FuBbodenstelle^ an. Diejenige 
SteUe Lo, die A am hellsten beleuehtet, hat als Hdhe die halbe Diagonale des iibei BA 
erriohteteiL Quadrates. 

S. Beispiel: Welche Form gibt man einem Trichter, damit er bei mQglichat 
geringem Materialverbiauche moglichst groJBes Fassungsvermogen habe ? Sehen wir 
vom AbfluBxohi ab, so xichtet sich der Materialverbrauch nach der Grdfie des Kegel- 
mantels des Trichters. TJnter alien geraden Kegeln (siehe Fig. 110) von gegebener 





Fig. 110. Bg. 111. 

Flacbe des Kegelmantels wird also derjenige gesucht, der den grSBten Inhalt hat. 
Die Mantelfiache betrage M qcm. Wfirden wir den Eadius des Grundkreises und 
die Seitenlange des Kegelmantels beliebig annehmen, so w&re die MantelflH-cho 
nicht gerade gleich M. Also darf nur der Kadius x beliebig angenomnien werden; 
die Seitenlange s muB sicli daraus b^rechnen lassen. In der Tat, wickeln wit den 
Mantel auseinander, siehe Fig. Ill, so geht ein Kjeisausschnitt hervor, dessen Badius 
gleich 0 nnd dessen Bogen gleich dem TJmfange 2nx des Grundkreises des Kegels 
ist Seine Flache ist die HSlfte des Produktes aus Bogen und Radius. Sie soli 
gleich M sein. Daher ist: 

= Mi 

also: 


( 20 ) 

n X 

Die H5he t des Kegels ergiht sich aus Fig. 110 : 



Das Volumen y des Trichters ist einDrittel des Produktes der KreisMche mit 
der Hbhe daher: 

1 , 1 , 

(22) y=3->iae« — = ^ » ]/3£» — a* , 

•usgBdrtckt in ccm. SdbstveratfincUieh ist x nnd die Wurzel positiv. Da y dnioh 
das Produkt von 

und V = 

^gesi^ den DiSerentialipiotienten dy:dx nach der Produkt- 

Der DiSerentialqiiolaent von u wird nach te Kettenregel bestimint: 
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i) = yw = tv^ 
w =: — 71^ ac* 


dv 

dw 

dw 

dx 




2 Yw 


= — 4 71® a:® 


d V 
dx 


2 71® a;® 


2 71® a;® 


Yto 


J/M® — 7I®X^ 


Als Differeixtialquotient von t/ ergibt sich demnach: 


dx 


= J/M® — 7i®a^-i+ i®- 


-2 77*0:3 


JI42~3 77®a:* 




Die Wuizel ist Mer ebenso wie bei t/ positiv zu nehmen. Fiir a; = 0 ist der Differential- 
quotient gleich -|M, also positiv, d. b, zunachst wachst y mit wachsendem a:. Dies 
dauert so lange, bis der Differeiitialquotient gleich Nnll wird, was eintritt, wenn 


( 28 ) 


M® 

3 77* 0:*= d.h. 


wird* Das ist fiir nur einen positiven "Wert von x der Fall. Wird x noch grdBer, so 
wird der Differentialquotient negativ, d. h. dann nimmt y wieder ab. Daher eirdcht y 
fiir den Wert von as, der sich aus (23) ergibt, das Maximum, 
des Trichters nach (21): 

•n o\ * 


Dann ist die Hohe t 


also das V’erhhltnis 

Oder, da aus (23) folgt: 
(S4) 

einfacher: 


t 

£ 

X 


M 




n = 


M 

n 


= V2- 


Man muB daher dem Trichter eine Form geben, bei der sich seine HShe sum Eadins 
wie Va": 1 verhat, also wie die Diagonale eines Quadrates zu seiner Kante. In Kg. IW 
ist diese Form gezeichnet. Wir woUen noch den Winkel « des Kreisaussc^ttes m 
Fig. Ill bestimmen. Sein BogenmaB isfc^iach S. 6 glwch 2 na; : «, also wegen (20) gleich 
2 7 T»a^' ; M, d.h. nach (24) gleich 2 «; t/S oder | n 1/3 oder rund 3 628._ Nach Tafel I 
des Anhangs berechnen w das zugehorige GradmaB. ist to Bogen- 

maB grBBer als n. namlich urn 3,628-5,142 = 0,486. Fur den Best 0.486 ergeben 
sich nach der Talel fast 28». Da zn « selbst 180“ gehoren, ergibt sich das GradmaB 
des Winkels gleich rund 208». Dieser Wert ist in Kg. Ill angenommen worden. 

4. Beiapiel: Zu einem ganz anderen ^* 0 ut die Aufgabe . Aus einer 

Kreisschoibe soli durch Aufschneiden langs eines Badms und ® 

Trichter von moglichst groBem Volumen hergestellt werden. « Badius 

gegebene Radius der Scheibe sei gleich o. Nach dem Zusammendrehen sei der Ea 
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Gnmdkreises des Kegels gleich x cm. Die Seiteidinie des Kegels ist a, also die Kogel- 
yiie i = l^a*— a;*, daher der InMt: 

Hadfci der Produktregel tind Kefctenregel kommt, wie man berechnon moge : 
dy , 2 a* — 3 flJ® 

dx — 

Mm wdse nach, dafi y das Maximum fdr » ~ a.]^i erreicht. Der Grundkreis des Kogcls 
Imt ton die I^nge 2 ti a y Wir baben demnach denjenigen Ausschnitt der Scheibe 
TOa Radins a m benutzen, dessen Bogen gleich 2 tt a /f ist. Siehe Fig. 112. Der zu- 
ZentriTOikel p hat nach S.6 das BogenmaB 2 tt oder rund 5,130, Er tiber- 




«3 i. di. Ha. r. viw'. 

l-ir 


jia«u 


In 



i 


1 

>?■ 


^Tnchter hat daher eine Form, bei der sich die 
Hohe zmnBadias des Gnmdkreises wie die Seite einea 
zm Di^onale verhhlt; dies Ergebnis ist 
Beispiel^ des Ergebnisses im vorigen 

e siehfjV^i’i*]'' von A aul der StraBe 

ab nm B schwenkt dann aufs Feld 

in’drsffaL?^'^®"- StraBe 

Fdd in der zuiiicUegt, kommt er aaf dera 

StefleT; 1 ^ ® J® der 

Zeit eebianclipn* ® verschieden iange 

iange jit7 = »m die unabhangige Ver- 


% U4. 





anderliche. Der "Weg AV wd in as : = |aj Sekunden zuriicklegt. Ber Weg VB 

hat in Metern die L8nge J^(a — x)* + 6*. EbensogroB ist in Sekunden die Zeit, die 
hierftlr gebrauchfc wird. Insgesarat werden also 

y = i sc + V (tt — x)* + 5* 


Sekunden gebtaucht) wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Die Bild- 
kurve dieser Funktion kSnnen wir Punkt fiir Pimkt leicht zeichnen, wenn wir A 
al» AniangSpunkt und g als x-Achse positiv im Sinn nach C benutzen, also die 
y-Achae in A senkrecht auf g eirichten und den Wert j/, der zu AD = a gehort, in 
U* auf g senkrecht anftragen, wodurch to iu einem Punkte ^ der Bildkurve 
kommen. Das Lot DP oder y ist nandich gleich i von AD, vennehrt um DB, 
wenn wir auf de" j^-Achse dieselbe Einheit Wie auf der x-Achse annehmen. Diese 
Einheit bedeutet aber fttr die y-Achse die Sekunde. Nur die Werte zwischen Null 
und a kommen fiir a; in Betracht. Der Differentialquotient von y lafit sich sofort 
hinschreiben, wenn wir den der, Quadratwurzel kenneU. Dieser ergibt sich nach der 
Kettenregel. Sctzen wir nEndich 

so ist: 


W = 

8* + I* 

,2 = a — X 



X>einnach kommt: 


dy 2 g— -a; 


und wie hei y ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen. Fiir x = 0 hat der Differential- 


quotient den Wert 

2 a 

raid dieser Wert ist bei den in Fig. 114 fiir a und b gemachton 
Annahmen negativ. Positiv wSxe er n&ndich nur dann,. wenn 
a 5= AD weniger als -J von AB oder + ft* Jbetrdge, was in 
Fig, 114 nicht der Fall ist. Die Bildkurve wird also zunachst 
fallen (nach Satz 7, S. 104), bis 

a — X _ ^ 

|/(a — ac)* + ^ 3 

wird, d, h. bis JJC geiade f von TJ B betragt. Dies tritt ein, 
wenn D die Lage des Punktes V hat. Wird x noch grSfier, so 
wild der Differentialquotient positiv, die Kurve steigt. Daher 
kommt der Mann in B am schnellaten an, wenn er in F ab- 



Fig. 115. 
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Ti 

a 



X A 

^ 

JD 

jB 


c 

irt 


Fig. 116. 


schwenkt. 1st dagegen a Heiner als | von AB, so steigt die Kurve bestandig, siehe 
Kg. 116. Alsdann tritt nui fur re = 0 ein Grenzminimum ein (vgl. S. 106). In 
diesem Fall ist es das Best®, sogleich von A querfeldein den AVeg nach B einzuscKlagen. 

6. Beispiel: Von A nach B soil ein Hanptrohr einer Leitung gelegt werden 
von dem unterwegs ein Rohr nach C ahgezweigt werden soli. Siehe- Fig. 116. Das 

Rohrstflck von A aus sei am stiiiksten; von ihm 
koste das Meter « Mark. Da das Zweigrohr nach 
C ^e leitung entlastet, darf der Rest des Rohres 
bis B schwaoher sein. Von ihm koste das Meter 
Mark, vom Zweigrohr y Mark, and y seien 
beide kleiner als «. Wo wird man am besten die 
Abzweigstelle V wahlen? Selbstverstandlich nur 
irgendwo aul der Strecke von A bis zum FuB- 
nn ^ , punkte D des Lotes von C auf AB. Das Stflck 

UB wd ^0 imter alien Umstanden zum Preise von ^ Mark fiirs Meter zu legen 
man V so wShlen, daB die Gesamtkosten der Stiicke AV, VI) 
und PC moglichst gering werden. AID sei am und DC sei c m lang. Ist die 

SMe P VOT D urn » m entfenjt, so sind a — x,x und die Rohrlangen, 

ciaher die Kosten in Mark: ^ 

(26) y = a (a—*) + /J » + y ^ 

Die Qnadratwurze^ ist positiv. Um die Kostenkurve fiir die verschiedenen 
Am^en von V zu zeichnen, hat man in V jedesmal ein Lot gleich dem zu- 

IJS?/ darzusteUen. Die 

bteigung der Kostenkurve rst der Differentialquotient: 

dy X 

dx ^ + <a' 

7 n Lf'Z Stoigung ffir ® = 0 negativ, d. h. zuerst faUt die Kurve. . 

^Wa w vom Fallen und Steigen im Sinn des Fortschrittes nach links 
hin.. Wichst a von Null an, so wfichst der Bruch 


+ c* 


Oder 




auch to Steig^. Weil sie zuerst negativ war, kann sie also irgendwo gleich 
Null und nachherpositiv werden. Das Minimum der Kurve muBte an der Stelle sein, wo 


(26) 


p __ a — 
J^a;* + c^v y 


also 


X = c 




V y®— (o— /»)* 


M Yf Y ^ Bedeutung, wenn er reell 

wt md mschen 0 und a hegt. Wenn er nicht reell ist (d. h. wenn y<«-s. 

y zwischen 0 und a liegt, Mt die Kostenkurve be- 

man . 1 ^ 1 .^ ! T “ ® « ®'^«“*‘“»aimum (vgl. S. 106) eintritt. ' In diesem Fall 

siSf u ® ^ “deren Fall dagegen 

abweigen^^d ^^^^ zwischenD und A, von wo aus man das Rohr nachC 
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7. Beispiel: In einer schmalen Strafie von am Breite soli eine Stange von 
I m Lange in ein Tor Mneingebracht werden, indem man sie znerst *an den jen- 
seitigen Hausern anlelmt und dann am miteren Ende ins Tor Mneinzieht. Wie hoch 
mufi das Tor sein, damit si^jh dies ermoglicben laBt? 

Siehe Figl 117, die den Querscbnitt der StraBe und des ^ 

TorwegeS (rechts) darstellt." Wir suchen die geringste ^ 

TorhSbe, also anscheinend ein Minimum, in Wahrheit ^ 

jedocb ein Maximum, nSmlich das Maximum von alien ^ 

Strecken BV, die ^e Stange in ibren verscMedenen ^ 

Lagen aui der Prdntlinie des Hauses bestimmt, In 
einer beljebigen Lage der Stange sei die Kobe ihres Endes ^ T 
IT fiber dem Pilaster gleich x m. Aus der Proportion 
BV:AU=:BW:AW berechnet man leicht die Lange 

Kg. 117. 


von BV, gemessen in Metern. Dabei ist die Wurzel positiv. Wir fragen also nacb 
dem Maximum der Funktion y ffir das Intervall von a; = 0 bis a = Die Aufgabe 
zeigt, dafi es sicher eines gibt, wenn & > a ist. Da man schreiben kann: 


y ss X — a 




erfeibt sich: 


Al. 1 , 


Nach Satz 8, S. 106, mufi mithin fttr das gesuchte Maximum von y 



sein. Mierzu gebdrt als geringste zulftssige Torb5he: 



Fig, 117 ist fto a « 2, Z» s? 6 entworfen. Dann ist die Torhdhe 1,66 m. 

8. Beispiel: Der Querschnitt eines Kanals 
sei ein gleichschenkliges Trapez, siebe Fig. 118. 

Die Flache des Querscbnittes betrage F qm, und 
seine H6he sei gleicb bm. Wie erreicht man, dafi 
die Summe der benetzten Seiten UP,PQ,QV 
mSglichst klein wird? Um irgendein solcbes 
Trapez zu zeicbnen, wird man zuerst ein Kecht- Fig. 118. 

eck ABCD vom Inbalte F mit der H6he h ber- 

steUen und dann seine Seiten AC und BD durch gleicb geneigte Strecken UP und 
VQ dnrch die Seitenmitten ersetzen, wobei tJ A beliebig lang, gleich x m, gewbblt 
werden kann. Dann ist die Summe der SeitenUngen VPfPQ.QV in Metern: 

j/= 2|/4a» + + ^ — 2a:, 
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wobei die Vurzel positiv ist. Man berechne, dab die Funktion 2 / f iir a: = 4 k ^3* ihr 
Minimiim eireicht, nnd weise nach, daB daim die Seitenwilnde unter 60® geneigt rind. 

tt Losung derselben Aufgabe, wenn rich die Kosten 

„ 7 . Seitenflache zu denen fiir 1 qm Grundflache wie « ; ;3 verhalten nnd man 
mSglichst biUig bauen will ? 

10 . Beispiel: Man soU einen Trichter von gegebenem- Volumen herstdlen 
md dabei mbghchst spaisam sein, d. h. der Trichter soU so gewahlt werden, daB seine 
Mant^ache mogHchst gering 1 st. Dies ist eine andere Aufgabe als die im 3. Beispiel 
Wie dort sei derzunachst beliebige Radius des Grundkreises gleich a: cm gesetzt Das 
gegebene Volumen betrage V ccm. Die Hohe i des Kegels ist dann gleich 3V : naj*. 
1^ berectoe nun die Seitenlange s = j/a^' + /* und schlieBlich die Mantelflache 
m Aussclmtt ernes Kreises vom Radius s und von der Randlange 2 x. Diese Mantel- 
flache TOd sioh als erne Funktion y von x daistellen. Gesucht wird ihr Minimum Man 
zeige, daB sich dieselbe Trichterform wie im 3. Beispiel ergibt 


Viertes Kapitel. 

Einiges aus der analytischen Geometrie. 


§ 1. Die Gerade. 

Einen Hauptabschnitt der Differentialrechnung haben wir Mnter 
uns; das Nachste ware nun die Auseinandersetzung der Grundbegriffe 
der Integralrechnung (vgl. S. 2). Ehe wir daran gehen, schalten wir 
bier als Zwischenspiel einiges aus der analytischen Geometrie ein. 
Mit Hilfe der Koordinaten kann man geometrische TJntersuchungen 
durch Eechnungen ersetzen; wir wollen zeigen, wie dies geschieht. DaB 
man Aufgaben der Geometrie rechnerisch losen kann (z. B. die Be- 
stimmung des Eadius des einem Dreieck eingeschriebenen Kreises und 
dergleichen), wissen allerdings alle unsere Leser. Aber das'Wesen der 
analytischen Geometrie ist doch noch etwas anders. Das wird man 
bald sehen; wir erwahnen vorweg, dafi man dies Neue im wesentlichen 
Descaetes (latinisiert Caetesius, 1596 — 1650) verdankt. Wie Leibniz 
(vgl. S. 70) ist auch Descaetes der Allgemeinheit mehr als Philosoph, 
nicht als Mathematiker bekannt. 

In diesem Kapitel handelt es sich um Aufgaben aus der Geometrie 
der Ebene. Wir nehmen wie in § 4 des 1. Kap. ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz an, bestimmen also einen PunktP durch seine Koordinaten 
X und y. Da man nun bei den Langenmessungen in der Ebene eiue 
Langeneinheit benutzt, werden wir hier sowohl die Abszissen x als auch 
die Ordinaten y mit dieser Einheit messen, d. h.: wir wahlen hier 
grundsatzlich die a:-Einheit gerade so groB wie diey-Einheit, 
und dieselbe Einheit soli zum Messen beliebiger Strecken 
in der Ebene dienen. Erflher, als wir unter x und y BUder ver- 
schiedenartiger Gr6Ben, z. B. von Zeiten und Temperaturen, verstanden, 
durften wir dagegen ihre Einheiten nach eigenem Ermessen verschieden 
lang annehmen (vgl. S. 24). Ubrigens, obgleich wir hier die x- und 
y-Einheit gleich groB wahlen, gelten einige unserer Ergebnisse auch 
bei verschiedener Wahl der Einheiten; darauf werden wir in An- 
merkungen hinweisen. 
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Wenn zwei Punkte und Pg durcli ihre Koordinaten x^, und 
Vi gegejben sind, fragt es sich zunachst, wie man ihre Entfernung 
voneinander berechnen kann. In Mg. 119 ist der Sehnittpunkt der 
Parallelen zur ?/-Achse durch P^ mit der Paral- 
lelen zur a:-Achse durch Pg mit 8 bezeichnet. 
Auf das reehtwinklige Dreieck PjPPa kann 
der Satz von Pythagoras angewandt werden; 

PlPi^ = P^8^ + P^8^. 

Die Strecke P^ 8 ist der Unterschied der Ab- 
szissen und die Strecke P^8 der Unterschied 
der Ordmaten von P^ und Pj. Da in der Pormel 
die Quadrate auftreten, kommt es auf die Vor- 
zeichen dieser TJnterscMede nicht an. Deshalb ist PjP^® gleich 
und Pj/S gleich [yi—y^f. Mithin: 

Satz 1: Ist die a:-Einheit der y-Einheit gleich, so ist das 
Quadrat der mit derselben Einheit gemessenen Entfernung 
zwischen den Punkten (% ;yi) und {x^ ly^) gleich 

Dies ist die Form, in der man in der analytischen Geometric den 
Satz des Pythagoras benutzt. 

Nach Satz 4, S. 31, ist das Bild einer ganzen linearen Funktion 

(1) y = cx + Jc 

eine Gerademit der Steigung e. Nehmen wir nun irgendeine in x 
und y lineare Gleichung 

(2) Ax + £y + C=0 

an, in der A, B, C Konstanten sind und B nicht gleich Null sein 
soil, so folgt daraus durch Auflosung nach y: 



(4) c = 

B 

hat. Wir setzten 54=0 voraus. Ist 5 = 0, also (2) die Gleichung 

' Ax+C=0, 



Fig. 119. 
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und ist A 4= 0, so folgt x == — C : A, wahrend die Gleichung (5) der 
Ordinate y gar keine Bedingung auferlegt. Dies besagt: Alle Punkte^ 
{x ; y), deren Koordinaten die Gleichung (5) hefriedigen, sind die- 
jenigen, denen dieselbe Abszisse x = — G : A zukommt. Sie liegeu 
anf einer zur y-Achse parallelen Geraden. Eiiie zur y-Acise paralleled 
Gerade kann man anch als eine Gerade mit unendlich groBer Steigung- 
bezeichnen. Damit steht im EinMange, daB die Steigung e nach (4)^ 
unendlich groJS wird, wenn B == 0 gewahlt wird. Wenn mr schlieJS- 
lich in der vorgelegten Gleichung (2) sowohl A == 0 als auch B = (> 
annehmen, ist sie sinnlos, es sei denn, daB wir auch C = 0 annehmen* 
Dann aber liegt gar keine Gleichung mehr vor. 

Anstatt zu sagen, wir betrachten alle Punkte (x ;y), deren Ko- 
ordinaten X und y eine vorgelegte lineare Gleichung (2) hefriedigen^ 
kSnnen wir auch sagen, ein Punkt (x ; y) sei beweglich, aber der Vor- 
schrift (2) unterworfen. Demnach: 

Sate 2: Ein beweglicher Punkt mit den Koordinaten x 
und y be^chreibt dann und nur dann eine gerade Linie in 
der Ebene, wenn seine Koordinaten einer in x und y linea- 
ren Bedingung 

Ax + By + C^O 

mit konstanten Koeffizienten A, B, C unterworfen werden. 
Die Gerade hat die Steigung — A:B und ist insbesonde^e^ 
im FalleB = 0 parallel zur,y-AchseA 

1. Bei spiel: Wdclier linearen Grleichung 
genligen die Koordinaten a, y aller Punkte, 
die auf der Geraden durch die beiden Punkte 
(8 ; 2) und. (— 2 ; 1) liegon? In Fig. 120 sind 
diese Punkte mit und bezeichnet. Man 
muB die Koeffizienten A, P, C in (2) so wahlen, 
daB diese Gleichung inshesondere fiir a; ~ 3, 
y ss 2 und fUr a; « — 2, y »= 1 gilt, d. h. 
so, daB 

BA42B + C«a, -2A + B + C?«0 

ist Das sind zwei Bedingungen fiir die dres 
Konstanten A, C, Obgleich es nur zwei sind, reichen sie doch aus. Wenn man 
nEmlich die zweite Bedingung von der ersten abzieht, kommt 5 A-f .S = 0, d- h. ea 
muB B = — 6 A sein. Wird dies in die erste Bedingung emgesetzt, so kommt 
— 7 A -f € « 0, d. b. ©s muB (7 = 74 sein. Die gesucbte Gleichung (2) ist daher : 

Aa — 6Ay + 7A=: 0. 

^ DIeser Satz gilt auch dann, wenn die sc-Einheit und die y-Mnheit ver- 
schieden groB sind. 



Fig. 120. 
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Tind da hier A uberall als Faktor vorkommt, kann dieser Faktor gestarichen warden . 
Die gesuchte Gleichung ist also: 

X . — 6 y + 7 = 0. 

Wir maclien noch die Proben, urn zu sehen„ob wir uns nicht veirechnet haben: Fiir 
a; = 3, y = 2 ist die Gleichung richtig, auch fiir a: = — 2, «/ = 1, d. h. die gegebenen 
Punkte Pi imd Pj liegen in der Tat auf der Geraden. Aus der gefundenen Gleichung 
lassen sich die Kbordinaten. beliebiger Punkte der Geraden Pj berechnen. Wahlen 
w z. B. a; = 0, so gibt sie 2^ = 1|; dazu gehbrt der Punkt Q der ^-Achse. Wahlen 
wir X = 5, so gibt sie y = 2|; dazu gehort der Punkt R. 

Wir betonten in diesem Beispiele, daB sich zur Bestimmiing der drei 
Koeffizienten ^4, B, 0 nur zwei Gleichungen ergeben. DaB bloB zwei 
Gleichungen ausreichen, liegt rechnerisch einfach daran, daB es 
ja in der Gleichung (2) nur auf die beiden Verhaltnisse B : A und C : A 
ankommt, denn man kann die Gleichung z. B. mit A dividieren: 

^ + ^y + j: = o. 

Geometriseh steM es damit imEinklange, daB eine Gerade durch zwei 
Punkte Pj und Pg voUstandig bestimmt wird. 

Aus Satz 2 folgt: Statt die geometrisehe Forderung zu stellen, 
daB ein beweglicher Punkt eine bestimmte Gerade beschreiben soli, kann 
man die rechnerische Forderung stellen, daB die Koordinaten x, y 
des beweglichen Punktes eine lineare Gleichung 

Ax + By + C —0 

befnedigen sollen. Dadurch wird etwas aus der Sprache der Geometrie 
m die Spr^he der Rechnung oder Analysis ubersetzt. Man nennt des- 
halb die lineare Gleichung geradezu die Gleichung der Geraden. 


2. Beispiel: Die Gleichung einer Ge- 
raden sei 

Man zeichne die Gerade. Zu diesem 
Zweeke genugt es, zwei Punkte der Ge- 
raden zu bestimmen. Man gibt also dem 
X irgend zwei Werte, etwa x = 1 und 
» = 6. und berechnet das zugehhrige y. 
Fiir X = 1 kommt 3 — 4 =* 0 Oder 

y~ 1 fiir x = 6 kommt 3 y 4- 4 « 0 
Oder y = — l.j. Die Gerade geht also 
^ durch die Punkte (1 ; 1 J) und (5 ; — 11) 

rig. 121. siehe Fig. 121. Ubrigens gilt hier das- 

ehorigen Punkte! 10 und x = + 10 und bestimme die zu- 
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3. Be is pi el: Gesucht wird die Gleichung der Geraden, die*durch den Punkt 
( — 5; — 15) geht und die Steigung 2 hat. Die Gerade mit der Gleichung (2) 
geht durch den gegebenen Punkt, wenn 

— 16B+ 0 

ist, und sie hat nach Satz 2 die Steigung 2, wenn — JL : - 2, also A - — 2 B ist. 

Einsetzen von A = — 2 B in die erste Bedingung gibt — 5 JB + C ~ 0 oder C = 6 R 
Mithin ist die gesuchte Gleichung^: 

— 2J5a: + By bB = 0 

odor einfacher 

— 2a;+2/4-6=0. 

Die Gerade mit der Gleichung 
(6) Ax + By + C = 0 

geht durch den Anfangspunkt, wenn die Gleichung durch a; == 0, y = 0 
befriedigt wird, also wenn das sogenannte absolute Glied C der 
Gleichung gleich Null ist. 

Ist dies nicht der Fall, ist also (7 4= 0, so schneidet die Gerade die 
x-Achse und die y-Achse in Punkten V und F, von denen U eine von 
Null verschiedene Abszissc a und V eine von Null verschiedene 
Ordinate h hat. Man kann a und h leicht berechnen. Denn U muB der 
Punkt (a ; 0) und V der Punkt (0 ; h) sein. Beide Punkte mlissen auf 
der Geraden liegen, d. h. nach (6) muB + 0 = 0 und B J + G — 0 
sein, so dafi a = — 0: A und b^ — Ci B ist. Sind die Punkte U 
und V auf den Achsen gegeben, d. h. sirid a und h gegeben, so folgt 
A == — C :a und J3 =: — C :h, so dafi aus (6) wird: 

— r - — (7 f + C == 0. 

Der Faktor C kann gestrichen und die Gleichung so geschrieben werden; 


0 ) 


£.-J- i — 
I 


1 . 


Satz 3 : Diejenige Gerade, die auf den Achsen die von 
Null verschiedenen Strecken a und I abschneidet, die posi- 
tiv Oder negativ zu messen sind, jc nachdcm die Schnitt- 
punkto auf den positiven odor negativen Achsenhalften 
liegen, hat die Gleichung® 


^ Zur Voranschaulichung sieho Fig. 20, S. 32. Allerdings sind dort die Einheiten 
der Achsen versohieden gewahlt, aber nach der Anmerkung m Satz 2 macht dies 
luchts aus. 

’ Dioser Satz gilt auch, weiui die Einheiten von * und y versohieden sind. Dabei 
ist a mit der ai-Einheit und I mit der y-Einheit zu messen. 


176 


Ymtes Kapitel: Einiges am der analytischen Geometrie, 


Man nennt a und b die Achsenabschnitte der Geraden. 


4. Beispiel: Die Gerade, die auf der a^Achse die Strecke — 2 und auf der 
y-Aclis 0 die Strecke 6 abschneidet, siehe Fig. 122, hat die Gleichung: 

— 2^5 ’ 

die man von den Nennern befreit, indem man sie mit 
— 10 multipliziert: 

5 X — 2t/+i0 = 0. 

Wahlt man z. B. a? = 4, so kommt 2 1 / = 30 odcr ?/ = 15 ; 
in der Tat liegt der Punkt (4 ; 15) auf der (ieraden, 
siehe P. 

Nach Satz 1 hat die Gerade mit der Glei- 
chung (6) die Steigung — A : B. Wenn nun 
zwei Geraden und g 2 durch ihre Gleichungen 
gegeben sind, also zwei in x und y lineare 
Gleichungen 

f r Cl == 0, 

Pig 122. ^ +- 62 = 0 

mit konstanten Koeffizienten -4^, 2?^, und 
^21 (^2 vorliegen, sind die Steigungen — und — Die 

Geraden sind parallel, wenn beide Steigungen ubereinstimmen, 
d. h. wenn 


— ~ . Oder also 

-^2 




5. Beispiel: Die Geraden mit den Gleichungen 

X — hy — 2 = 0 und 2x — 10 2 / — 1 = 0 
sind parallel, siehe Fig. 123. Man berechne die Abschnitte, die sic auf den Achsen 
bestimmen, bei der eisten Geraden a = 2, & = — bei der zweitcn a = und 

Wir wollen jetzt feststellen, unter welcher Bedingung die beiden 
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durch die Gleichungen (8) bestimniten Geraden zueinander senkrecht 
sind. Zu diesem Zwecke betrachten w in Fig. 124 zwei zueinander 
senkrechte Geraden und und tragen auf beiden gleich lange 
Strecken und Pj irgendwo auf. Dann ziehen wir durch P^ und 
Pa die Parallelen zur axAchse und durch Qi und Qa die Parallelen 
zur 2 /-Achse. Dadurch gehen zwei rechtwinHige Dreiecke P^ Qj Bj 
und Pa Qa ^2 hervor. Nieht nur ihre Hypotenusen sind zueinander 
senkrecht, sondem auch ihre Kathetenpaare. Die Dreiecke sind daher 
einander ahnlich. Da ihre Hypotenusen gleich lang sind, handelt es 
sich sogar um kongruente Dreiecke. Nun sind die Steigungen von g^ 
und g^ die Verhaltnisse 


= und = 






Da aber EzQ^ = P^R^ (auch dem Vorzeichen nach), 
Pa Ba = — Bj ist, folgt: 


Oder also: 


R'l Qi 


CiCi — — 1. 


dagegen 


Satz 4: Zwei Geraden- sind zueinander senkrecht, falls 
das Produkt ihrer Steigungen gleich — 1 ist, vorausgesetzt, 
daB die x-Einheit und 2/-Einheit gleich groB sind.^ 

Da die Steigungen und der Geraden mit den Gleichungen (8) 
gleich — Ai : Bj und — Aa : Pa sind, ist mithin die Bedingung ihres 
Senkrechtseins: 

^ ^2 _ i 

Oder: 


( 10 ) 


Ai Aa -f Pa ==.0 . 


Satz 6: Die Geraden mit den Gleichungen 

AiX + Biij + Cl == 0 und Aaa: + Pay + Ca = 0 
sind parallel, wenn 

AiPa — AaPi = 0 

ist, dagegen senkrecht zueinander, wenn 

A] Aj Pi Pa — 0 
ist. 


1 WSrcn die Einheiten nicht gleich groB, so diirfte man nicht — Pi Ri 
setzen, denn dann mttBte R^ Q,, mit der t/-Binheit und Pi Ri mit der davon verschiede- 
nen i-Einheit gemessen werdcn. Der Satz gilt also wirklich nur, wenn die Einheiten 
gleich groB sind. 

Soh«ft«rB, Lehrbuch (1. Mathomatlk. 
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Das Erste gilt stets, das Zweite nur dann, wenn die 
x-Einheit der y-Einheit gleich ist 


6. Beispiel: Die Geraden mit den Gleichungen 
— 8=0, 2x — y — 4=0 

sind zueinander senkrecht, siehe Fig. 125. Man be- 
stimme ihien Schnittpunkt P. Seine Koordinaten x 
und y miissen beide Gleichungen befriedigen. Dar- 
aus findet man leicht x= 3J, «/ = 2|. 

7. Beispiel: Ein Punkt P bewege sich so, dafi 
stets das Quadrat seines Abstandes von 
einem festen Punkt A um eine gegebene 
GroBe das Quadrat seines Abstandes von 

Fig. 125. einem anderen festen Punkte B iibertreffe. 

Der Punkt A moge die gegebenen Koordinaten 
Ox, der Punkt B die gegebenen Koordinaten ^2 Faben. Die Koordinaten 
des beweglichen Punktes .P seien a, y. Nach Satz 1 lassen sich die Quadrate von PA 
und PB ausdrilcken. Hue Differenz soil eine gegebene Grofie, daher eine positive 
Gr5Be aein, die wir also mit c* bezeichnen diirfen. Dies liefert die Bedingung: 



Rechnet man die Quadrate aus und lost man die Klammern auf, so heben sich die 
Glieder jc* und y* fort, und es bleibt nach gehSriger Ordnung 

2(Jx-«ax)a:-f 2(64 — %* + aj* — V — V — = 0. 

Dies aber ist eine in x und y linetue Gleichung, d. h. der Ort des beweglicben 
Punktes P ist eine Gerade. Die Steigung dieser Geraden ist nach Satz 2 gleich 
— (6i — flx): (&2 — a*). Man eikennt leicht, daB die Gerade, die die beiden festen 
Punkte J. und B verbindot, die Steigung (52 — ^ 2 ) — hat. Deshalb ergibt 

sich nach Satz 4, daB die Gerade, die P beschreibt, ziir Geraden AB 
senkrecht ist. 


§ 2 . Der Kreis. 

Wir betrachten jetzt einen Kreis, siehe Fig. 126. Sein Mittel- 
punkt M habe die Koordiuaten a und i. Sein Radius sei gleich r. 
Die Koordinaten a und i des Mittelpunktes konnen auch negativ sein. 

In Fig. 126 sind sie allerdings positiv ge- 
wahlt worden. Welche Bedingung miissen 
die Koordinaten x und y eines Punktes? 
erfullen, damit der Punkt auf dem Bjeise 
liege? Man hat auszudrixcken, daB die 
Strecke M P gleich r oder also ihr Quadrat 
gleich sein soil. Nach Satz 1 laBt sich 
MP^ sofort ausdrilcken. Die Bedingung 
ist also: 

Fig. 126. (1) - iy — bf = rK 
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Statt zu sagen, der Punkt P soil den Kreis um den Mittelpunkt 
(a ; b) mit dem Radius r beschreiben, kann man also auch sagen: Die 
Koordinaten x, y des Punktes P sollen die Bedingung (1) befriedigen. 
Deshalb heiBt (1) die Gleichung des Kreises. Wir sprechen das 
Ergebnis so aus: 

Satz 6; Die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt 
(a;b) und dem Radius r ist: 

(x — a)® + (y — hf = r^, 

vorausgesetzt, daU die a;-Einheit der j/-Einheit gleich seL 
Die Kreisgleichung (1) ist nach y auflosbar, denn es ist 
(y^bf = r^- — (x — a)S 

so daU sich durch Ausziehen der Quadratwurzel ergibt: 

(2) y =‘b ± — {x — af. 

Deshalb kann man auch sagen, dafi der betrachtete Kreis aus den 
BUdern zweier Funktionen y von x besteht, nSmlich der beiden durch 
(2) je nach der Wahl des Vorzeichens der Wurzel dargestellten Funk- 
tionen. Dies wollen wir geometrisch er- 
lautem: Die Quadratwurzel ist nur dann 
reell, wenn r® > (x — a)* ist, d. h. wenn x 
von a urn nicht mehr als r abweicht. Dies 
steht damit im Einklange, daB der Kreis 
zwischen den beiden Parallelen und g^ 
zur y-Achse liegt, die vom Mittelpunkte M 
um die Strecke r abweichen, siehe Fig. 127. 

Diese Parallelen sind Kreistangenten, und 
ihre Bertthrungspunkte bezeichnen wir mit Ai 
und Aj. Damit sich aus (2) reelle Werte 
fiir y ergeben, wShlen wir also x Oder 0 Q 
so, daB Q zwischen g^ und g^ liegt, weil dann und nur dann 
(x — a)*<r* ist. Zu diesem x gehOren zwei Punkte P^ und Pj des 
Kreises, namlich die auf der Parallelen zur y-Achse durch Q. Pie 
ParaUele zur x-Achse durch M treffe diese Gerade in R. Die Strecke 
MR ist gleich x — a (positiv, wenn R wie in Fig. 127 rechts von M 
liegt, andemfalls negativ). Nach dem Satz des Pythagoras sind PP^® 
und BP 2 ^ beide gleich r* — MRK Also kommt; 

ItP^r= BPl = r^ — {x—af, 

daher einzeln: 

iJPj r= 4- — ]/r^ — {x — a)\ 

12 * 
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Weil QB — b ist, Haben und Pg die Ordinaten b + BPi und 
& — RPj, und dies siad gerade die beiden Werte (2). Man sieht also, 
dab in (2) das Pluszeieben der Worzel zu den Punkten P^ des oberen 
Halbkreises von bis A^ gehort, das. Minuszeichen zu den Punkten P^ 
des unteren Halbkreises von bis J. 2 . Die Bilder der beiden durch 
(2) Oder also unaufgelSst dureh (1) dargestellten einwerti- 
gen Funktionen y von x sind demnach diese beiden Halb- 
kreise, und die beiden Funktionen y sind nur in dem Intervalle 
zwischen und also in dem Intervalle 


a — a; g + r 

reell. 

In Fig. 127 haben wir a — 3,h = l,r = b angenommen und die 
beliebige Abszisse x = OQ — 6 gewShlt. Dann hat die Quadratwurzel 
den Wert 4, so daB P^ und Pg die Ordinaten 11 und 3 haben. 

Wir woUen es nun dahingestellt sein lassen, ob vrir den oberen oder 
unteren Halbkreis betrachten, d. h. wir schreiben statt ( 2 ): 

(3) = J + (a: — a)®, 

indem wir uns vorbehalten, die Quadratwurzel positiv oder negativ zu 
nehmen. Der Differentialquotient dieser Funktion y von x wird nach 
der Kettenregel berechnet: 

y = h + yg = b + zi, z=r^ — t — x — a, 







80 daB konunt: 
(4) 


_ — i 

dx dr dt dx 
dy X — a 


Daraus, daB vdr das Voirzeichen der Quadratwurzel beliebig gelassen 
haben, darf man keineswegs schlieBen, daB das in (4) rechts zuerst 
stehende Minuszeiohen liberflhssig ware. Wird namlich der obere Halb- 
kreis betraobtet, so ist die Wurzel positiv, also — {x — a) mit einer 
positiven GrbBe zu dividieren, wird der untere betraehtet, sd wird da- 
gegen — (a: — «) mit einer negativen Gr 6 Be dividiert. 

Naeb (3) darf die Quadratwurzel durch y — 6 ersetzt werden. Also 
gibt (4) : 




§ 2. Der Kreis. 
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Welcher Punkt P des Kreises der Punkt (x ; y) auch sein mag — siehe 
wieder die fruhere Pig. 126 — , stets hat der zugehdrige Radius MP 

die Steigung 

MR X — a ' 

Da das Produkt aus ihr und dem Differentialquotienten (5) gleich — 1 
ist und da (5) die Steigung der Kreistangente vorstellt, folgt also aus 
Satz 4, S. 177 , dafi die Kreistangente zum zugehorigen Radius senkrecht 
ist, eine wohlbekannte Tatsache, die hierdurch rechnerisch bestatigt wird. 

In der Kreisgleichung (1) kommen, wenn man aUes ausrechnet, 
Glieder mit x\ y^, x und y und ein konstanter Summand vor. Ins- 
besondere haben die Glieder mit und den Koeffizienten Bins, 
also denselben Koeffizienten. Betrachten wir nun eine belieb^e 
Gleichung von der Form 

(6) A{x^ + j/2) +Bx + Cy + D=(i, 

in der a? und if denselben Koeffizienten A haben. Fare = 0, so 
lage eine lineare Gleichung vor, d. h. die einer Geraden (vgl. Satz 2, 
S. 173). Deshalb sei .4 4= 0 vorausgesetzt. Dann darf mit A dividiert 
werden; 

+ y^ + lx + + j 0 . 

Die Glieder 

X'‘‘ + -j .K und ?/* + -j ?/ 
lassen sich durch Addition von 


5* 

r4> 


und 


C» 


zu vollstandigen Quadraten erganzen. Diese Addition darf 
gemacht werden, wenn man dieselben GrbUen auch rechts hinzufiigt. 
Bringt man aufierdem D : A mit dem Miauszeichen auf die rechte Seite, 
so ergibt sich also, daB die Gleichung (6) auf die Form 

-f (y + 

gebracht werden kann. Dies aber ist eine Kreisgleichung, denn die Ver- 
gleichung mit (1) lehrt, dafi 


( 7 ) 


a 


B 

TA’ 



die Koordinaten der Kreismitte sind und 
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der Kreisradius ist. AUerdings ist r nur dann reell und von Null ver- 
schieden, wenn ist. Im Fall 

schrumpft der Breis in seinen Mittelpunkt zusammen. Im Fall 
& <4cAD ergibt sich gar keine reelle Kurve. Somit gilt der 

Satz 7; Jede Gleichung von der Form 
A{x^ + t/) + Bx + Cy + D == 0 , 


woiin die Konstanten J., B, G, D den Bedingungen 
4+.0 und B^+C^ — 4AD^0 

geniigen, ist die eines Kreises. Umgekehrt: jeder Kreis hat 
eine Gleichung von dieser Form. Voraiisgesetzt wird dahei, 
da£ die ai-Einheit gleieh der y-Einheit sei. 



1. Beispiel: Ein Punkt P bewege sich in der 
Ebene so, daJS das Verhiiltnis seiner Ab- 
stande von zwei festen Punkten und 
bestandig dasselbe bleibt. Was fur eine Kurve 
beschreibt er? Als ic-Achse wahlen v^ir die Gerade 
Fi als Anfangspunkt 0 die Mitte von F 2 ; 
insbesondere liege F^ auf der positiven a:-Achse. 
Die Strecke 0 F^ sei gleieh c, Siehe Fig. 128. Hat 
der bewegliche Punkt P die Koordinaten a und y, 
so sind (vgl. Satz 1, S. 172) 


(aj— c)2-f 2/^ und = (aj + c)* + t/* 


die Quadrate seiner Abstande von und Po. Soil das Verhaltnis der Abstande einent 
konstanten Wert « haben, so mufi also 

{x + cy H- 3/2 

sein. Bringt man den Nenner auf die rechte Seite, multipliziert man dann alle 
Quadrate aus und oxdnet man schlieBlich die Gleichung, so kommt: 

(l-~«*)(a;2+3/2)_2c(l + 42)x-hc®.(l — 0. 

Diese Gleichung ordnet sich der in- Satz 7 angegebenen -Form unter, indem hier 
A = l— 4®, J5=— 2c(l+ ^2)^ C=0, — *2) 

ist. Mithin ist die Bahnkurve von P ein Kreis. DaJ3 sein Mittelpunkt auf 
der Geraden P 2 liegt, erkennt man leicht. Welche Abszisse hat er? 

2. Beispiel: Ein Punkt P bewege sich in der Ebene so, dafi die Summe der 
Quadrate seiner Abstande von n festen Punkten Pi, bestandig 

dieselbe bleibt. Was fiir eine Bahn beschreibt er? Der bewegliche Punkt P habe 
die Koordinaten x und y, Die festen Punkte Pj, . •F^ mogen die Abszissen 
Oj, flg • • • <1^® Ordinaten . \ haben. Nach Satz 1, S. 172, ist 

PiP*= + 

Enfcsprechende Werte gehenfhr PjF*, . . . P,j P® hervor. Soli die Summe der Quadrate 


§ 3 . Die Ellipse. 


der Abstande von glekh einer Konstanten sein, die offenbat positiv 

gewahlfc werden muB und also c* heiBen moge, so miissen dabei x tmd v die Be- 
dingoiig erf alien: ’ 

(a — ai)»+ (a:_aj)«+ . ..4. (jj — ajs 

+ (.y— hf + (y— hy + . • . 4. (j^ — * c*. 

**** Quadrate aus, so gibt die Ordnung nach Potenzen Von a: und ^ 
«(**+ J*)— 2 (0^4- a, 4- ...4. fl„)a — 2(6 i4 ...+ ijy 4. 

+ fli* + Oa* + •• •+ a„‘ 4- V + V + •• •+ i„* — «* = 0. 

Sie ordnet sich der in Satz 7 angegebenen Gleichung nnter, indem Mer 
A=«, 5 = — 2 (ai4 aj 4 . ... 4 . dj, ^ --2 \+ 

D =a Oj* + 4- * » • 4 + &ji* 4- 4- . . . 4. ^ 

ist. Mithin is t die Bahn des Punktes P ein Kreis. Nach (7) sind die Ko- 
ordinaten a und i der Kreismitte M: ^ ^ 

a = ^ “a + b «« , _ hi d- -1 + h . 

* nn ' 

f '^“‘hmetischen Mittel der Abszissen und Ordinaten aJler festen 
ii'unkte ^1, F ^. . . F Man bezeichnet diesen Punkt M als den Schwerpunkt aJler 

vorKegen, 

a = + 

2 . » 2 — , 

woraus man sieht, daB dann AT die Mtte zwisehen F^ tmd Pj ist. 

§ 3. Die Ellipse. 

Wir Ifisen nun eine Aufgabe, die mit den beiden letzten Beispielen 
eine Ahnhchkeit hat. Dadureh gelangen wr zu einer Kurve, die oft 
in den Anwendungen der Mathematik vorkommt : 

Ein Punkt P bewege si,ch so, daB die Summe seiner Ab- 
stande von zwei festen Punkten F, und P* immer dieselbe 
bleibt. Mechanisch kann man 
die Bahnkurve des Punktes, die — I — — 

eine Ellipse heiUt, dadureh 

herstellen, daU man einen un- / \ \ 

ausdehnbaren Paden, dessen ( \ \ 

Lange grSBer als die Entfer- - — \ — J — . 

nung von F^ bis F^ ist, mit V ® ^ / 

seinen Enden in F^ und F^ \ / 

festknttpft und dann mittels 

Zeiehenstiftes P irgendwo an- ^ 

spannt; bewegt man 'den Stift, Pig, 130. 
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indem man dea Faden stets gespaant halt, so behalt er immer dieselbe 
Ehitfemuagssumme von and (aamlich die Fadenlange) und 
beschreibt die Ellipse, siehe Fig. 130. Praktischer ist es, einea aooh 
am die Streeke Fj ISageren Fadea za nehmen, seine Enden za- 
sananenzaknupfen und ihn dann am zwei in and Fg angebrachte 
Stifte lose heramzaschlingen. Wird er darch den Zeichenstift P ge- 
spannl, so kann man die Karve in einem Zage beschreiben. Man 
sieht, daB sie langlichrund die Pankte F^ and F^ einschlieCt and zvrei 
Spnmetriegeraden hat, namlich die Gerade Fj F^ und die Mittelsenk- 
rechte von F^ F^. 


Fig. 131. 


Wir ■wahlen die Gerade 
Fj Fj als a>-Achse und ihre 
Mitte als Anfangspunkt 0. 
V Der feste Punkt F-y liege auf 

der positiven x-Achse, sjehe 
\\ Fig. 131. Die Streeke OFy 
, \ habe die Lange c, so daB die 
Entfemung von F^ bis Fj 
gleieh 2 c ist. Die konstante 
J Summe der AbstSnde des be- 

/y wegliehen Punktes P oder 

y {x-,y) von Fy und Fj muB 

selbstverstandlich gr&Ber als 
die Entfemung 2 c ange- 
nommen werden; sie sei mit 
2 a bezeichnet, so daB a > c 
anzunehmen ist. Dio Ab- 


sttode des Punktes F von Fy und haben die naoh Satz 1, S. 172, 
ZH bereclinenden Quadrate. Also wd gefordert: 

y{x — c)“ + + V(^+ o'*) + r/ = 2tt. 

Dabei sind die Wurzeln positiv. Da wir'' aber die Wurzeln dutch 
zweimaliges Quadrieren entfemen werdeni ist dies gleichgOltig. (Dar- 
aus folgt, daB das Ergebnis, zu dem vrir gelangen werden, aueb dann 
richtig bleibt, wenn die eine Vurzel positiv and die andere negativ 
ist, d. h. wenn wir fordem, daB die Differenz der Abstande des 
beweglichen Punktes F von Fy und F^ konstant sei. Natftrlieh mufi 
man dann diese Differenz 2o < 2c wahlen. Auf diesen Fall, der eine 
andere wichtige Kurve, die Hyperbel, liefert, kommen wir im nftchsteh 
Paragraphen zurQck.) 

Zunachst schreiben wir die Gleichung so: 

y {x — (if ■= x — y {x cf + . 
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Wird sie quadriert, so kommt nach geioriger Ordnung: 

ex+ a^=:aj^(x + ef + 

Abermaliges Quadrieren gibt: 

(a^ — c^) {a^ — c^). 

Weil a > c vorausgesetzt wurde, gibt es eine Strecke h, deren Quadrat 
gleich — c® ist. Man findet sie, indem man den Rreis um mit dem 
Radius a mit der y-Achse in den Punkten und zum Schnitt 
bringt, da diese Punkte yon 0 die Entfemungen ± b haben. Schreiben 
wir nun b^ statt a^ — c\ so lautet die Gleichung so: 

b^x^ + 

Oder nach Division mit libersichtlicher so: 

S+fi=i- 

Sie heiBt die Gleichung der Ellipse. Sie zeigt, da6 z. B. fur 
x—O die Ordinate y = ± b ist, also B^ und B^ der Kurve angehoren. 
Ferngr kommt y = 0 fur a: — a. Daher gehoren auch die Punkte 
Ai und A 2 auf der a:-Achse, deren Abszissen a und — a sind, zur 
Kurve. Das leuchtet auch geometrisch ein. Man nennt A^ A^ und 
Bi B^ die Haupt- und Nebenachse der Ellipse und die Punkte 
^ 1,^2 und Rj, Ba i^re Haupt- und Nebenscheitel. 

Auf Grand der Gleichung (1) kann man mehrere einfache Kon- 
struktionen der Ellipse gewinnen: 

Erstens: Wir verwenden den Kreis um 0 mit dem Radius a, 
siehe immer noch Fig. 131. Die Ordinate eines Ehipsenpunktes P trele, 
gehorig verlangert, den Kreis in U. Ist Q der FuBpunkt der Ordinate, 
so muB 0 -\- Q gleich a® sein. Also ist 

Qll^ ~ — a:* . 

Nach (1) ist aber 

= — 

Daher wird, weil liberdies' Q U dasselbe Vorzeichen "wie y hat: 

(2C/=4v Oder ^ = 4 . 

ft ® y h 

Dies besagt: Wenn man alle Ordinaten'Q 17 des Kreises um 0 mit dem 
Radius a im konstanten Verhaltnis b : a verkleinert, ist der Ort der 
Endpunkte P der neuen Ordinaten die Ellipse. Die Ellipse ist also affin 
zum Kreise mit der Hauptachse als AffinitStsachse, vgl. S. 88. 
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ZMveitens: Wir verwenden den Kieis um 0 mit dem Kadius h, 
siehe Fig. 132. Dann ergibt sich ganz entsprechend, so dafi wir den 
Beweis dem Leser ftberlassen kbnnen, folgendes: Wenn man von alien 
Punkten V dieses zweiten Kreises die Lote RV auf die y-A-chse fallt 
unddiese Lote KF in dem konstanten Verhaltnis a :b vergroBert, 

d. h. jedes Lot RV durch 
ein Lot RP so ersetzt, daB 
sich RP zu J? F wie a zu h 
verhslt , ist der Ort der 
hervorgehenden Punkte P 
wieder die Ellipse. Hieraus 
folgt noch eine ganz andere 
Erzengung der Ellipse: Man 
denke sich die Ellipse aus 
der Ebene der Zeich- 
nung herausgedreht um 
die Gerade herum, 

und zwar so weit, bis der 



der Hauptscheitel A-i senkrecht fiber der Stelle A liegt, wo der Kreis 
die positive a:-Achse trifft. Wegen OAi = a und OA = 6 und wegen 
RP : RV = a :b folgt, daB dann jeder Punkt P der Ellipse senk- 
recht fiber dem entsprechenden Punkt V des Kreises liegt, d. b. die 



Ellipse liegt dann auf dem 
geraden Kreiszylinder, 
dessen Grundkreis der Kreis 
um 0 mit dem Idadius b ist 
und der auf der Zeichen- 
ebene senkrecht steht. Folg- 
lick kann man die Ellipse 
als ebenen Schnitt eines 
geraden Kreiszylinders 
erzeugen. 

Brittens: Zu jedem 
Ellipsenpunkte P gehttrt naoii 
dem Vorhergehenden ein 
Punkt U des Kreises um 0 
mit dem Radius a and ein 
Punkt V des Kreises um 0 
mit dem Radius b. Nan ist, 


wenn der FuBpunkt der Ordinate von F mit -S bezeiehnet wird, s- Fig. 138: 


SV _ y QJP — QJE. 

OQ “* 


§ 3, Die Ellipse. 
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Wie wir wissen, ist aber 

RV^^x md QU-=~y. 

Also ergibt sich: 

^ 

OS ~ hx OQ’ 

Dies bedeutet, dafi V und V auf einem von 0 ausgehenden Strahl 
liegen. Man kann daher die Ellipse auch so herstellen : Dm 0 als Mittel- 
punkt zieht man die Kreise mit den Kadien a und b. Ein beliebiger 
Strahl von 0 aus treffe den groBen Kreis in ZJ, den kleinen in V. Das 
Lot von U auf die a:-Achse und das Lot von V auf die i/-Achse (dieses 
uber V verlangert) treffen einander dann in einem Punkte P der Ellipse. 
Dies Verfahren zeigt, daB die Ellipse vbllig in dem Kinge zwischen beiden 
Kreisen verlliuft. 

Viertens: Ziehen wir in der letzten Figur durch P die Parallele 
zum Strahl OVV, so wird sie die ir-Achse an einer Stelle X und die 



j/-Achse an einer Stelle Y treffen. DaOYPD und OJPF Parallelo- 
^amme sind, ist YP = OU = a und XP — OV = b. Dies sind 
Streeken von konstanten LSngen. Mithin ergibt sich die Ellipse so: 
Man vermerkt auf einer starren Geraden, z. B. einem Lineal, drei 
Punkte X, Y, P, so daB XP = b und YP = o ist, und legt das Lineal 
so auf das Achsenkreuz, daB X auf die aj-Achse und Y auf die jz-Achse 
fSJlt, siehe Fig. 134. Dann ist das Lineal noch beweglich, indem X 
Iftngs der a:-Achse und Y kings der y-Aohse gleiten kann, wobei der 
Punkt P die Ellipse beschreibt. So geht die techniseh angewandte 
Erzeugung der Ellipse mittels des sogenannten Ellipsographen 
hervor. 
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punktes P mit den beiden von P nach den festen Punkten 
Fi und jPjj gehenden Strahlen gleiehe Winkel bildet. Die 
Gerade, die in P auf der Tangente senkreoht steht und die Normale 
der Ellipse in P heifit, ist also die Mittellinie ron -^C Pi P F^. 

Dies fahrt zu einer physikalischen Eigenschaft der Ellipse: 
Wenn die Ellipse eine Linie vorstellt, von der die Licht- oder Wtome- 
strahlen zuruckgeworfen werden, folgt, daB alle von einer in Pi ange- 
braehten Quelle ausgehenden Strahlen nach F^ gelangen. Dasselbe gilt, 
Wenn Pj mit F^ vertauscht wind. Deshalb heiBen Pj und Pj die Brenn- 
punkte der Ellipse. PjP und F^P nenntman die Brennstrahlen des 
EUipsenpunfctes P. Sie haben nach der ursprunglichen ErMarung der 
Ellipse auf S. 183 die konstante Summe 2 a, die gleich der Hauptachse 
jdi J .2 der Ellipse ist. SchlieBlich ist noch zu erwhhnen, daB 0 der Mitt el- 
punkt und das Verhaltnis c :a die Exzentrizitat der Ellipse heifit. 
Dies ist das Verhaltnis OPj : 04i. das kleiner als Bins ist. Je grbBer 
dies Verhaltnis gewahlt wird, um so langlicher wird die Ellipse. Ist es 
dagegen gleich Null, d. h. wird c=’0 angenommen, so fallt F^ mit P* 
in 0 zusammen, und die Ellipse wird zum Kreis um 0 mit dem 
Radius a. Jeder Kreis ist also eine Ellipse, namlich eine 
mit der Exzentrizitat Null und mit im Mittelpunkte zu- 
sammenf allenden Brennpunkten. 

§ 4. Die Hyperbel. 

Wir wenden uns nun zu der auf S. 184 nebenbei erwahhten Aufgabe: 
Ein Punkt P soil sieh so bewegen, daB die Differenz seiner 
Abstande von zwei testen Punkten P^ und P* bestandig 
dieselbe bleibt. Die Bahnkurve heifit eine Hyperbel. Wird das 
Achsenkreuz wie bisher gewahlt, die Entfernung PjPi gleich 2cge8etzt 
und die konstante Differenz mit 2a bezeichnet, so muB, wie schon auf 
S. 184 gesagt wurde, a <c angenommen werden. Man kommt hier zu 
derselben Gleichung 

(a* — c®) = a* (a^ — c®) 

wie auf S. 185, d. h. : Ein Punkt P gehfirt der Hyperbel an, wenn seine 
Koordinaten x und y diese Gleichung befriedigen. Weil a < c ist, stellt 
aber jetzt a® — c® eine negative GrbBe vor, so daB wir besser tun, 
die Gleichung nach Multiphkation mit — 1 so zu schreiben: 

(c® — a*)z® — a®t/*=a®(c® — a*). 

Nun gibt es eine Strecke h, deren Quadrat e®--o® ist. Sie geht in Pig. 136 
hervor, wenn man um 0 den Kreis vom Radius c legt, OA^ = a auf der 
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in 


positiven a-Achse auftragt, in das Lot auf die a:-Achse errichtet 
and mit dem Kieis in C und D zura Sehnitte bringt. Dann ist nto- 



Fig. 136. 


lieh AjC — AjZ) — b. La c* — a* gleich 6* ist, lautet die Be- 
dingung jetzt so: 

b^a? — 

Oder nach Division mit ubersichtlicher: 



Sie heifit die Gleichung der Hyperbel. Obgleich sie sieh von der 
Ellipsengleicbung (1) auf S. 186 nur in einem Vorzeichen unterscheidet, 
hat die Hyperbel , wie sich zeigen wird , doch eine dwchans andere 
Gestalt als die Ellipse. 

Aus (1) ergibt sieh durch AuflSsung nach y: 

(2) j/ =. 

a 

Mithin ist die Hyperbel das BDd zweier einwertiger Funktionen, da 
die Wurzel entweder positiv oder negativ angenommen ■werden kann. 
Die Wurzel ist reell, solange x absolnt genommen grdfier als a ist. Dem- 
nach gibt es zu alien Abszissen x, die grdfier als a Oder kleiner als — a 
sind, Punkte der Hyperbel, und zwar zu jeder zwei, and venn x ins TJn- 
endliohe strebt, gilt dasselbe von y. Die Hyperbel Uuft also ins 
Unendliche. BloJB fttr a: = -|- a und x = — a ergibt sich nur je ein 
Punkt, da dann y = 0 wird. Diese Punkte sind die sehon erwahnte 
Stelle Aj sowie der zu hinsichtlich 0 sy.Tametrisch gelegene Punkt 
Aj. Man nenut sie die Scheitel der Hyperbel. Auf der y-Achse gibt 
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es jetzt keine Scheitel. Dagegen gibt es zu Abszissen x zwischen — a 
und + a keine Hyperbelpunkte. Die Erklarung der Hyperbel durch 
die gestellte Aufgabe lehrt, dafi die Hyperbel ebenso wie die Ellipse 
die a-Achse und die y-Achse als. Symmetriegeraden hat. Diese Geraden 
heiUen die Haupt- und Nebenaehse der Hyperbel. Aber auch 
die Strecken 2a und 2b nennt man so. 

Nach (1) ist: 

^ an 

a? s^j' 

Strebt X von a aus nach + <» oder von — a aus nach — oo, so nimmt 
die rechte Seite von Null an bestandig zu, indem sie nach strebt. 
Absolut genommen ist also y : x stets kleiner als b :a und erstrebt 
diesen Wert nur, wenn x ins Unendliche strebt. Wir ziehen daher 
von 0 aus die Geraden mit den Steigungen b : a und — b : a. A li e 
Punkte der Hyperbel liegen dann in denjcnigen beiden Winkelfeldem 
zwischen diesen Geraden, die und Aj enthalten. Die eine Gerade 
ist die durch 0 und C, die andere die durch 0 und D, und sie liegen 
symmetiisch zur z-Achse, siehe Pig. 136. Die Hyperbel besteht dem- 
nach aus zwei getrennten Zweigen. 

Aus (2) berechnet man leieht den Diflerentialq[Uotienten Oder die 
Steigung der Tangente: 

^ _ b a 1 

ix a — (ji a a> 

r 

Die letzte Form zeigt, daB die Steigung fttr a: = ± « unendlich gro6 wird, 
d. h. daB die Kurve in und senkrepht aufsteigt. WS,chst x von a 
bis + 00 Oder nimmt x von — a bis — oo ab, so nimmt der absolute 
Betrag der Steigung bestandig ab, und zwar strebt er' nach b : a. Die 
Hyperbelaste streben also danach, im Dnendlichen zu den Geraden 0 € 
und OD parallel zu werden. Aber noch mehr: Berechnet man wie im 
Fall der Ellipse die Abszisse t des Punktes T, in dem die, Tangente 
eines Hyperbelpunktes P oder (a:; y) die x-Achse trifft, so findet man 
denselben Wert wie in (4), S. 189, nkmlich: 



Strebt X nach + co oder — oo, so strebt daher t nach Null. Je weiter 
also ein Punkt auf der Kurve hinausrttckt, urn so ntlher kommt seine 
Tangente an den Anfangspunkt 0, den Mittelpunkt der Hyperbel, 
heran. Da gleichzeitig die Steigung der Tangente nach der Steigung 
einer der Geraden OG undOD strebt, folgt, dafi man die Geraden 
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OC undOD als die Tangenten der Hyperbel im TJneiidlich- 
fernen auffassen muB. Derartige Tangenten heifien Asymptoten. 

Da die Abszisse x fur die Punkte der Hyperbel absolut genonunen 
nie kleiner als a ist, wd der absolute Betrag von t n^h (3) nie groBer 
als a. Alle Hyperbeltangenten treffen daher die ic-Achse zwisehen den 
Scheiteln und Aj. Genau so wie bei der Ellipse (vgl. S. 190) kann 
manbeweisen, dafi die Tangente eines Hyperbelpunkt.es P den 
Winkel des Dreiecks F^F^P btei P in gleiche Teile zerlegt; 
aber jetzt ist es der Innenwinkel. Deshalb heifien und 
die Brennpunkte der Hyperbel und F^P und F^P die Brenn- 
strahlen des Hyperbelpunktes P. 

Die Asymptoten der Hyperbel haben, da sie Geraden sind, lineare 
Gleichungen (nach § 1). Da sie dureh den Anfangspunkt gehen, fehlt 
in ihren Gleichungen das absolute Glied (S. 175). Die eine Asymptote 
ha,t die Steigung b : a, die andere die Steigung —b:a. Deshalb sind 



Oder, -vfie man auch statt dessen schreiben kann: 

|-f = 0 und = 0 

a 0 a h 

die Gleichungen der Asymptoten. Soli ein Punkt (x ; y) auf einer der 
beiden Asymptoten liegen, so muB also fur ihn eine dieser beiden 
Gleichungen bestehen. Deshalb druckt das Produkt der Gleichungen, 
nSmlich 



die Bedihgung dafiir aus, dafi ein Punkt {x-, y) entweder der einen oder 
der anderen Asymptote angehort. Diese Gleichung lafit sich auch so 
schreiben: 


( 4 ) 



Man kann sie als die Gleichung des Asymptotenpaares bezeichnen. 
Sie unterscheidet sich von der Hyperbelgleichung 

^ ^ — 1 
a« ~ ' 


dadureh, dafi rechts Null statt Bins steht. 

Nun -wollen wir eineAufgabe der analytisehenGeometrie behandeln, 
die zu Anfang bloB in Bcrechnungen besteht, aber doch ein recht 
ntitzliches Ergebnis liefern wind: 

S 0 h « I f e r 8 , Lohrbuoh d. Mathemal ik. 


13 


194 


VierteB KapUel: Einiges aus der ancdjitisehen Geometrie. 


Wir suchen die Schnittpunkte einer beliebig gewahlten 
Geraden mit der Hyperbel sowie die Schnittpunkte der- 
selben Geraden mit den Asymptoten der Hyperbel. 

Eine beliebige Gerade g wird nach Satz 2, S. 173, durch eine lineare 
Gleichung gegeben: 

(5) Ax + By-\-C = 0, 

wo also A, B, C irgendwelche Konstanten seien und A und B selbst- 
verstandlich nicht beide gleich Null sein durfen. Soil nun der Punkt 
(a:; y) eiti Schnittpunkt dieser Geraden mit der Hyperbel sein, so ist zu 
verlangen, daB seine Koordinaten x, y sowohl die Gleichung der Hyper- 
bel als auch die Gleichung (5) der Geraden g befriedigen. Somit handelt 
es sich daruni, zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x, y (jetzt 
nicht Veranderlichen) aufzulosen. Dies geschieht, indem man eine der 
Unbekannten eliminiert, d. h. etwa y mit Hilfe von (5) durch a: aus- 
druckt: 


und diesen Wert von y in die Hyperbelgleichung einsetzt. Denn dann 
bleibt eine Gleichung iibrig, die nur noch die eine Unbekannte x ent- 
halt, namlich: 

(Aa:+C)» _ 

Wird das Quadrat ausgerechnet und wird alles mit — a^b^B^ multi- 
pliziert, so kommt nach gehoriger Ordnung: 

(7) (a® A* — S* B2) J.2 _|_ 2 A C a; -f a* (C® + b^B^) = 0. 


Wenn also x eine Losung dieser Gleichung (7) ist und mittels ihrer 
y aus (6) berechnet wird, hat man die Koordinaten eines Punktes, 
in dem die Gerade g die Hyperbel schneidet. Da (7) eine quadratische 
Gleichung ist, gibt es zwei Lbsungen x, also zwei Scitaittpunkte. Aber 
nach S. 112 konnen die Lbsungen auch zusammenfallen oder imaginar 
werden. Also gibt es hbchstens zwei Schnittpunkte. Wir wollen sie 
Pj und Pj nennen und ihre Abszissen mit x^ und a^ bezeichnen, siehe 
Fig. 137. Da diese Abszissen % und x^ die Lbsungen der quadratischen 
Gleichung (7) sind, ist ihre Summe nach einer auf S. 114 gemachten 
Bemerkung gleich dem mit dem Minuszeichen versehenen Bruch aus 
dera Koeffizienten von x und dem Koeffizienten von in (7), d. h. 
es ist: 


( 8 ) 



ia»AC 
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Nun betrachten w die Schnittpunkte derselben Geraden g mit den 
beiden Asymptoten. Da die Gleichung (4) die Bedingung dafur ist dafi 
ein Pnnkt (x;y) einer der beiden Asymptoten angehort, handelt es sich 



darum, x und y so zu bestimmen, daU sie sowohl die Gleichung (4) 
als aueh die Gleichung (5) der Geraden g befriedigen. Wieder liegen 
also zwei Gleiohungen mit zwei TJnbekannten x und y vox. Wie vor- 
hin eliminieren iidr y, indem wir aus (5) entnehmen, daB sich y 
in der Form (6) dutch x ausdrttckt, und indem -wir dfesen Ausdruek 
statt y in (4) einsetzen: 

^ (A® Jh Q® „ 

Ausrechnung, Multiplikation mit — und Ordnnng liefert: 

( 9 ) (a^ — ¥B^)x^ + 2a^ACx + a^(B==0. 

Dies ist wieder eine quadratische Gleichung' fiir x. Das war vorher- 
zuschen, denn die Gerade g schneidet die beiden Asymptoten in zwei 
Punkten; es muB also zwei Abszissen x geben, die (9) befriedigen. Die 
beiden gesuchten Punkte wollen wir ijSi und ijlg nennen, siehe wieder 
Fig. 137. Nun beachte man, daB sich die quadratischen Gleichungen (7) 
und (9) nur in ihrem le'tzten, von x freien Glied nnterscheiden. MitMn 
gilt ic Foraiel (8) aueh fdr die Abszissen der Punkte und d. h.: 
Die Summe der Abszissen von Pi und Pg ist gleich der 
Summe der Abszissen von i|Si und Pg. 

Dies aber hat eine geometrieehe Bedeutung: Der Punkt M in 
der Mitte zwischen i^i und iPg hat die Abszisse (Wir 

erinnern an die letzte Bemerkung im 2. Beispiel, S. 183.) Deshalb 

13 * 
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Wir suchen die Schnittpunkte einer beliebig gewahlten 
Geraden niit der Hyperbel sowie die Schnittpunkte der- 
selben Geraden mit den Asymptoten der Hyperbel. 

Eine beliebige Gerade g wird nach Satz 2, S. 173, durch eine lineare 
Gleiehung gegeben: 

(5) Ax + By + G = (}, 

wo also A, B, C irgendwelche Konstanten seien und A und B selbst- 
yerstandlieh nicht beide gleich Null sein durfen. Soil nun der Puhkt 
(x; y) ein Sehnittpunkt dieser Geraden mit der Hyperbel sein, so ist zu 
verlangen, daB seine Koordinaten x, y sowohl die Gleiehung der Hyper- 
bel als auch die Gleiehung (5) der Geraden g befriedigen. Somit handelt 
es sich daruni, zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x, y (jetzt 
nicht Veranderliehen) aufzulosen. Dies geschieht, indem man eine der 
Unbekannten eliminiert, d. h. etway mit Hilfe von (6) diirch x aus- 
druckt: 

(6j = 

und diesen Wert von y in die Hyperbelgleichung einsetzt. Denn dann 
bleibt eine Gleiehung iibrig, die nur noch die eine Unbekannte x ent- 
halt, namlich: 

a* (Aa:+C)* 
a* 52 ~ ^ • 

Wprd das Quadrat ausgerechnet und wird alles mit —aH^B^ multi- 
pliziert, so komiut nach gehdriger Ordnungr 

(7) {a^A^~}^B^)x^ -f ia^ACx -f a^{C^ -|- ja ^2) = o. 

LTm i r i hat man die Koordinaten eines Punktes, 

Gleirunfk? S ^ die Hyperbel schneidet. Da (7) eine quadratische 
SISTi? es zwei Losungen z, also zwei Schnittpunkte. Aber 

werln Akn X” zusammenfallen oder imaginEr 

werden. Also gibt es hochstens zwei Schnittpunkte. Wir wollm sie 

Gleichunff n\ Losungen der quadratischen 

BemerkuL ileich^dim “^‘^h einer auf S. 114 gemachten 

dem tZr ^r^^^hen versehenen Bruch aus 

““t; ^rid dBm Koeffizienten von a;* in (7), d. h. 


x, -f a:, = • 


2dAC 
7 * 4 * — 5*52 
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Nun betrachten wir die Schnittpunkte derselben Geraden g mit den 
beiden Asymptoten. Da die Gleiehung (4) die Bedingung dafiir ist, daB 
ein Punkt (x;y) einer der beiden Asymptoten angehort, handelt es sich 



darum, x und y so zu bestimmen, dafi sie sowohl die Gleiehung (4) 
als auch die Gleiehung (5) der Geraden g befriedigen. Wieder liegen 
also zwei Gleiehungen mit zwei Unbekannten x imd y vor. Wie vor- 
hin eliminieren wir y, indem wir aus (5) entnehmen, daB sieh y 
in der Form (6) dutch x ausdrttekt, und indem wir dfesen Ausdruck 
statt y in (4) einsetzen: 

a* ■“ 

Auarechnung, Multiplikation mit — und Ordnung liefert: 

(9) (a«A» — + ^a^ACx + = 0. 

Dies ist wieder eine quadratische Gleiehung fiir x. Das war vorlier- 
zuH(iheu, denn die Gerade schneidet die beiden Asymptoten in zwei 
Punkten; esmuB also zwei Abszissen x geben, die (9) befriedigen. Die 
bfiiden gesuchten Punkte wollen wir und ijSj nennen, siehe wieder 
Fig. 137. Nun beachte naan, daB sich die quadratischen Gleiehungen (7) 
und (9) nur in ihrera letzten, von x freien Glied unterscheiden. Mithin 
gilt die Formol (8) auch fdr die Abszissen der Punkte und $ 2 , d. h.; 
Die Sumrae der Abszissen von Pj und ist gleich der 
Humme der Abszissen von und 5 P 2 . 

Dies aber hat eine geometrische Bedeutung: Der Punkt M in 
der Mitte zwiachen iPi und $2 Abszisse ^ (% + a^). (Wh 

erinnern an die letzte Bemerkung im 2. Beispiel, S. 183.) Deshalb 
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Inhalt. Mithin ergibt sich, daB die ParaJlelogramme ORiPiS^ und 
OB 2 P 2 S 1 gleichen Inhalt haben. 

Das Parallelogramm also, das von den Asymptoten 
und den durch einen Hyperbelpunkt P zp den Asymptoten 
parallel gelegten Geraden begrenzt wird, hat einen Inhalt, 
der fur alle Hyperbelpunkte P derselbe ist. 

Insbesondere heiBt eine Hyperbel gleichseitig, wenn ihre 
Asymptoten zueinander senkrecht sind. In diesem Fall kami 
man die Hyperbel be- 
sonders bequem dar- 
stellen, wenn man als 
Koordinatenachsen 
die Asymptoten be- 
nutzt. Denn wenn x 
und y die Koordinaten 
eines Punktes P der 
Kurve in diesem Ach- 
senkreuze sind , siehe 
Fig. 140, ist das so- 
eben erwahnte Para,lle- 
logramm das Rechteek 
mit den Seiten x undy. 

Mithin hat die gleich- 
seitige Hyperbel im 
neuen Aehsenkreuze 
die einfache Gleichung: 

(10) * 2 /= konst. 

Demnach ergeben sich die gleichseitigen Hyperbeln jetzt als die Bilder 
der B'unktionen 

( 11 ) 2 /=— • 

Im ersten Beispiel auf S. 139 lag die Punktion y = l:x vor, und wir 
erwfihnten schon damals, daB ihr Bild eine Hyperbel heiBt, siehe 
Fig. 92 ebenda. 

Wenn man die Einheit der j/-Achse nicht so groB wie die der 
a)-Achse wUhlt, heiBt dies, daB man bei y in (10) noch einen kon- 
stanten Paktor hinzufiigen muB. Da man ihn durch Division auf die 
rechte Seite bringen kann, wo schon eine Konstante steht, folgt: 
Auch wenn die x-Einheit und j/-Einheit versehieden lang 
sind, ist das Bild der Punktion (11) eine gleichseitige Hy- 
perbel, deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind. 
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SchlieMch wollen wir annehmen, eine gleiehseitige Hyperbel habe 
als Asymptoten Oj und eine Parallele zur !B-Achse der Ordinate k 
und eine Parallele zur y-Achse mit der Abszisse h, siehe Fig. 141. 1st 

dann F oder {x ; y) ein Punkt der 
Kurve, so sind x~h und y — h seine 
Abst&nde von den Asymptoten. An 
die Stelle der Gleichung (10) tritt also 
jetzt diese: 

{x — A) (y — h) = konst. 

Oder ausmultipliziert: 

( 12 ) xy---'kx--hy 

Jede m xy^ X und y lineare Gleichung 

(13) Axy -^Bx + Cy 4-i? ==0, 

worin 4+0 ist, laBt sich auf diese Form bringen, denn nach Division 
mit A kommt: 

® 2 / + 3 ; + 3 3 /+ 2 = 0 , 
so daB die Vergleiehung mit (12) lehrt, daB bier 




■ffird. Demnach ist (13) die Gleichung einer gleiehseitigen Hyperbel, 
deren eine Asymptote zur t/-Achse parallel ist und die Abszisse — C : A 
hat, wahrend die andere Asymptote zur !»-Aehse parallel ist und die 
Ordinate — Bx A hat. 

Die AnflSsung der Gleichung (13) nach y gibt: 


und dies ist eine sogenannte linear gebrochene Funktion von x. 
Es ist besser, — B und — D mit B und B zu bezeichnen, v^eil dann das 
Minuszadien fortfSllt. Dann folgt der 


Satz 8i Das Bild einer linear gebrochenen Funktion 


Bz+D 

Ax+C 


(Ad=0) 


ist eine gleiehseitige Hyperbel. Die Asymptoten der Hy- 
perbel sind zu den Koordinatenachsen parallel, und der 
Mittelpunkt der Hyperbel hat die Abszisse — OzA und die 
Ordinate BzA. 



§ 5, Scliiefivinklige Koordinaien 


Im 8, Beispiel auf S. 145 und im 10. Beispiel auf S. 146 begeg- 
neten uns derartige Funktionen, namlich 


' Wx + w 


0,307 . — 0,30725 4 * 30,7 

y = " ' x" ( 1 ^- *) = — 5 — -■ 

Satz 8 steht mit den Figuren 98, S. 145, und 99, S. 146, im Einklange. 


§ 5. Schiefwinklige Koordinaten^ 

Den rechtwinkligen Koordinaten, die wir bisher bestSndig benutzt 
haben, sind zuweilen sogenannte schiefwinklige Koordinaten vor- 
zuziehen. Zu i h rem Begriffe kommt man so; 

Ein Punkt P sei nebst seinen Koordinaten 
X und y in einem rechtwinkligen Achsenkreuze 
OX, OY dargesteUt, siehe Fig. 142. Die Ab- 
szisse X ist die ParaUele RP zur s-Achse, 
die Ordinate y die Parallele QP zur y-Achse. 

Man denke sich nun die Achsen OX und OY 
sowie diese Strecken RP und QF als starre 
Stabe , die miteinander in 0,R,P und Q 
durch Gelenke verkniipft seien. Wenn man 
dann den rechten Winkel XOY in irgendeinen anderen Winkel a 
verwandelt, g^t cine neue Lage des Punktes P gegeniiber den 
Achsen OX und OY hervor, weil OQPR dann ein Parallelogramm 
wrd, siehe Fig. 143. Man sagt, dafi der 
Punkt P jetzt auf ein schiefwinkliges 
Achsenkreuz OX, OY bezogen sei, 
indera man nach wie vor die Parallelen 
RP und QP zu- den Achsen als .seine Ab- 
szisse X und seine Ordinate y bezeichnet. 

Nimmt man im ursprUnglichen recht- 
winkligen Achsenkreuz 0 A, or statt des Fig. 143. 

Punktes P eine Figur an und unterwirft 

man alle ihre Punkte demselben Verfahren, so geht eine neue Figur 
im schiefwinkligen Achsenkreuze hervor. Insbesondere gehen alle 
Punkte einer Kurve in die einer neuen Kurve fiber. Betrachten 
wir z. B. die Bildkurve der quadratischen Funktion 

' Dieser Paragraph karm iiberscWagen werden. 




Fig. 142. 
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in Kg. 144, die eine Wiederholung der Kg. 39, S. 51, ist, und iiben wir 
auf dies Bild das Verfahren aus, so geht die Abbildung der quadratischen 
Fnnttion in Pig. 145 hervor. 



mmmmmmmmmmmmmmml 



J^ssssliiSai 


P%. 144. 



Fig. 146. 


em^e UnteKchied zwischen den recht- und schiefwinkligen 
Kw^aten b^t Jit also darin, daB an die SteUe des rechten Winkels 

vor sind alle 

a^Kooidmaten znr ^-Aehse paraUele Strecken und alle u-Koordinaten 
zurf-Achsenarallele Strecken. n.ooramaten 

Vortede die schiefwinkligen Koordi- 
siiid ja die rechtwinkligen bequemer 
^ ae die ^jendung karierten Papiers erlanben. Aber das folgende 

Vorteil .chielwmkligff AchsjLut, 

(1) = i 

naten x= JfP oL « = ? p „3ei ^yperbelpunkt P mit Koordi- 

0§P filial s» mufi das 

^haensch aaszn*6cten, haben wir zanSch^rT “ ^'***®“”l*“'** **^*'®"- 
Asymptoten anamebiMn, mittels derer^r^V t 

gemessen werden sdlea. Wir wMen also Koordinaten * und y 

Achsen. Als Hs^beneinlieit werdefS Sm ^ *p'’“u J® 

wit dann das Parallelogramm benutzen, das 
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diese beiden den Winkel « einschlieBenden Langeneinheiten als Seiten hat und in 
Fig. 146 geschrafft ist. Mit dieser Flaeheneinheit gemessen stellt sich die Fl^che des 
Parallelogramms O Q F als das Produkt dar. Demnach ist die Gleichung 



Fig. 146. 


der Hyperbel, bezogen auf das im allgemeinen schiefwinklige Achsen- 
kreuz ihrer Asymptoten, stets von der Form: 

^2) xy ~ konst. 

Dies gilt auch, wenn man die Flaeheneinheit anders wahlt. Denn dann tritt 
links noch ein konstanter Faktor auf, den man durch Division auf die reehte 
Seite bringen kann. Man wird zugeben, dafi die neue Gleichung (2) vor der 
alten Gleichung (1) Vorzflgo hat, ist sie doch sehr bequem nach y auflosbar in 
der Form y « konst. : x. Wenn iibrigens beide Koordinaten mit derselben Langen- 
einhait gemessen warden, hat der eine Scheitel der Hyperbel gleich grofie 
Koordinaten % ^ y ^ m. Da diese der Gleichung (2) geniigen mussen, ist dann die 
Konstante in (2) gleich m*, Ah, xy^ stellt die Hyperbel dar. 


Ntiini woltejo wir noch einige XJmsttode hervorheben, die man bei der 
Anwondung schiefwinkliger Achsenkreuze beach ten. muB. Da der Be- 
griff der schiefwmkligen Koordinaten allgemeiner als der Begriff der 
reohtwinkligen ist, mu6 man sich davor hiiten, ohne Priifung alles, 
was sich fiir das rechtwinklige Achsenkreuz ergab, auf schiefwinklige 


zu ibertragen. ^ ^ , tvt o 4. i a 

Ein Tor allem wiohtiger Unterschied ist dieser: Isach oatz l, o. 

■wird das Quadrat der Entfernung zwisehen zwei Punkten P, und P, 
mit den Koordinaten Xi, j/i und a:,, gegeben durch: 


(3) 

Dies gilt 
vorliegt, 


Pi Pa* = («i — • 

nicht mehr, wenn ein schiefwinkliges Achsenkreuz 
dann dann tritt an Stelle der Fig. 119, S. 172, die Fig. 147, 



202 


Vieries Kapitel: Einiges ms der aiialyiisclien Geomeirie, 


in der das Dreieck PxSPz nickt rechtwinkHg ist, so daB der Satz 
des Pythagoras nieht anwendbar ist. Bei schiefwinkligen Koor- 
dinaten tritt an die Stelle von (3) eine umstandlichere Formel, die wir 
nicht benutzen woUen^. Hieraus ziehen wir die Lehre: tJberall da, 
wo man in der analytischen Geometrie Entfernungen 
zwischen irgendwelehen Punkten zu betrachten hat, wird 
man rechtwinklige Achsen bevorzugen. 



Fig. 147. 



Wenn demnach hier das schiefwinklige Achsenkreuz versagt, gilt 
dies doch nieht bei gewissen anderen Betrachtungen: Das Bild 
einer beliebigen ganzen linearen Funktion 

(4) y=cx + lc 


ist auch in schiefwinkligen Koordinaten eine Gerade. Denn 
der auf S. 30, gegebene Beweis im Fall rechtwinMiger Koordinaten 
beruhte auf der Betrachtung ahnlicher Dreiecke, die auch im schiefen 
System auftreten. In der Tat, nach (4) ist 



das konstante VerhMtnis der Zunahmen von y und x. Sind also P und 
Q zwei zu (4) gehorige Bildpunkte (x;y) und {x + Ax; y + Ay), so 
bleibt das Dreieck mit den Seiten A x und A y stets zu seiner ursprting- 
Hchen Gestalt ahnlich und ahnlich gelegen, wie groB man auch den Zu- 
wachs A X von x wahlen mag. Siehe Fig. 148. 

Die Schnittpunkte A und B der durch (4) dargestellten Geraden 
mit den Achsen ergehen sich , wenn man j/ == 0 Oder a; == 0* wSilt, 
Fiir sie ist demnach a; = — Jc :c oder t/ =&, d. h. OA=^~-k :c und 
OB wobei OA mit der Einheit der a;- Koordinaten und OB mit 
der Einheit der j/- Koordinaten zu messen ist. Bezeichnen wir OA mit 

^ Mit Hilfe der Trigonometrie, die wix hier noch vermeiden, erkennt man, daft 
im Fall der Pig. 147 die Formel gilt: 

Pi = (% — ihf + iyi — yzf + 2 (a;, — x^) (y^ — y^) cos «. 
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B mit I, so ist also h =l und c= — Tc:0A~ — & : a, so 
gibt: 

h , 1 

mit I und Ordnimg der Gleichung liefert: 

- + ^ = 1 

glich gilt diese Gleichung einer Geraden, die auf 
hsen die Strecken a und h abschneidet, auch im 
inkligen Achsenkreuz und auch dann, wenn man die 
en auf beiden Achsen verschieden lang gewahlt hat. 
3 a mit der a:-Einheit und h mit der ?/-Einheit messen, Damit 
3, S. 175, verallgemeinert. 
n ferner 

■^1 ^ Bx y Gy = 0 , X -1- jBj y -j- G^ = 0 

‘hungen zveier Geraden im schiefwinkligen Achsenkreuze sind, 

; die erste auf den Achsen die Strecken % = — Oj : Ay und 
Gy : By und die zweite die Strecken a,, — —C^iA^ und 
: Sj ab. Die Geraden sind parallel, we nn ay : by = : b^ 

3 Ausrechnung dieser Gleichung gibt als Bedingung des 
lisraus: 

AyB,y~A,yBy = 0. 

auf den Parallelismus bezUgliche erste Halfte des 
5, S. 177, gilt somit auch ira schiefwinkligen Achsen- 
Dagegen ist die im Fall rechtwinkliger Achsen ebenda auf- 
Bedingung fiir das Senkrechtstehen nicht richtig 
Anwendung schiefwinkliger Koordinaten. Denn d,er 
daftir beruhte auf Fig. 124, S. 176, aus der wir entnahmen, 
Dreieeke und PyyQ^Ryy einander ahnlich sind, weil sie 

e zueinander senkrechte Seiten haben, was im schiefwinkligen 
reuze nicht zutxifft. Die Bedingung ffir das Senkrechtstehen 
r viel umstandlicher. Wir sprechen sie nicht aus und merken 
tJberall da, wo man in der analytischen Geometrie. 
ader senkrechte Geraden zu betrachten hat, wird 
chtwinklige Koordinaten bevorzugen. 

Steigung einer Geraden von einem Punkte (x;y) nach 
nderen Punkte {x+ Ax-,y + Ay) bezeichnen wir auch jetzt 
z)x Ay : Ax wie in Satz 7, S. 40. Der Unterschied besteht nur 
lafi die Strecken A y und Ax im Fall sehiefwinldiger Koor- 
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dinaten iiicht zueinander rechtwinklig sind, siehe wieder Pig. 148. Wir 
konnen diesen Begriff der Steigung auch auf die Tangenten von Kurven 
anwenden und genau so me friiher, vgl. S. 66 u. f., erkennen, dafi die 
Bildkurve einer Funktion y = f(x) an der zu irgendeinem x gehSrigen 
SteDe diejenige Tangente hat, deren Steigung durch den Differential- 
quotienten dy:dx angegeben wird, wobei an die Stelle der Fig. 69, 



Fig. 149. 


S. 66, jetzt die Fig. 149 tritt. Man 
kann daher genau so wie ini reeht- 
winkligen Achsenkreuze die Tangente 
der Bjjfdkurve ermitteln, indem man x 
eine beliebige Zunahme Ax erteilt imd 
die zugehorige Zunahme Ay von y so 
wahlt, Ay : Ax gleich dem Diffe- 
rentialquotienten wird. Der so hervor- 
gehende Punkt mit den schiefwinkligen 
Koordinaten x Ax, y Ay liegt auf 


der Tangente des Kurvenpunktes (x; I/). 

Weiter woUen wir hier auf die schiefwinkligen Koordinaten nicht 
eingehen; das Vorhergehende genugt fur den Fall, wo der Leser sie ge* 
l^entUch gebrauchen will. In unserem.Buch werden wir reehtwinklige 
Koordinaten benutzen. Sobald also spaterhin kurzweg von 
Koordinaten- x und y die Kede ist, sind darunter immer 
reehtwinklige Koordinaten zu verstehen. 


§ 6 . Dreieckskoordinaten ^ 

Aflgemein gesagt sind Koordinaten Grofien, durcK deren 
Ir^PiTr. irgendweicher Punkte bestimmt wird. In 

™ man deshalb auJJer den gebrauchlichen rechtwinkligen 

Iken^b betrachteten schiefwink- 

l^n not* manche Arten von Koordinaten anwenden. Wir veben nur 

r und^r^ TpHp p Punkt P hat von ihnen gewisse Abstinde 

% und r,. Jedem Punkte P werden also Strecken r, und r, zuireordnM 

^dmert), und man kann r, und r, als Koordinaten von P beSchnen 
^Bestapstttcke heiBen, nebenbei bemerkt, dipolare zwei- 

Irste dS°ln unvollkommen, denn 

^ei StrecW ind . der^ ? 

- l_r gehort zu zwei Strecken r, und r„ deren Summe 

*Wte besonderer Bedeutung 

gen aer graphischen Darstellung von Mischungen soin 


§ 6. Drekckskoordinaien. 


205 


groSer als ist, nicht nur ein Punkt P, sondem auch nach ein 
zweiter Punkt Q, wie Fig. 150 zeigt. 

Der Umstand, daB die Ebene zwei Dimensionen hat, bringt es 
mit sich, daB jnan zur Festlegung von Pnnkten in der Ebene 
immer mit zwei Bestimmungsstucken oder Koordinaten 



Fig. 160. Fig. 161. 


auskommt. (Im Raume muBte man drei gebrauehen.) Wenn man 
also fUr einen Punkt P in der Ebene mehr als zwei Bestimmungsstiicke 
auswfthlt, z. B. die Abstande von mehreren Polen, sind alle bis auf bloB 
zwei iiberzahlig, d. h. alle lassen sich durch bloB zwei ausdriicken. 
Dies wird sich insbesondere bei denjenigen Koortoaten zeigen, die wir 
jetzt betrachten wollen, bei den Dreieckskoordinaten. Wir wollen 
namlieh einen beliebigen Punkt in der Ebene dureh seine 
drei Abstande von den Seiten eines festen Dreiecks be- 
stimmen, Dabei bes'chranken wir uns auf den Fall, wo das 


feste Dreieck gleichseitig ist^ 

Unter a, 6, c verstehen wir die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks 
ABC. Die Ecke A liege der Seite a gegenuber, B der Seite I 
und C der Seite c, siehe Fig. 151. Gemessen niit einer angenoi^enen 
likngeneinheit seien x, y, z die lotrechten Abstande Q^ BP, PP ernes 
beliebigen Punktes P von den Geraden a, I, c. Diesen Dreieeks- 
koordinaten a;, y, z geben wir bestimmte Vorzeiehen; ® 

teilt die ganze Ebene in Halbebenen, und wenn P auf a selbst begt, 
ist aein Abstand a: von a gleich NuU. FolgUch ist es naturgemaB fest- 
zusetzen: Die Koordinate a; soil positiv oder negativ Jej^h- 
dem P in der einen oder anderen Halbebene liegt. ^a^’^ene 
mit positiven Abstanden a; wahlen wir diejemge, m der sicb ae 


1 Es gibt noch andere Arton von Dreieckskoordmaten, man n* 
in g«wi.sMm Tml<m der Goometrie verwendet. Aber sie smd fur un 
so wkhtig. 
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Punkt A befindet. Ganz entsprechend setzen wir fest, dafi y oder ^ 
positiv Oder negativ sein soli, je nachdem P auf derselben oder auf 
der entgegengesetzten Seite von h oder c liegt wie dei Punlct oder 
C. Nunmehr sind die Dreieckskoordinaten x, y, z irgendcines be- 
stimmten Punktes P der Ebene bestimmte positive oder negative 
Zahlen. Li jedem der sieben Gebiete, in die man die Ebene durch 
die Geraden a, 6, c zerlegt, kommt eine besondere Zusammenstellung 
der Vorzeichen von x,y,z vor, siehe Fig. 152 . Fur den eingezeichneten 




Punkt P z. B. sind x und z positiv, wahrend y negativ ist. Insbesondcre 
ist das Innere des Dreiecks ABC dasjenige Gebiet, in deni 
alle Koordinaten K, !/, 2 positiv sind. 

Hat man x und y bestimmt gewahlt, so ist P der Schnittpunkt 
derjenigen Parallelen zu a und 6, die in den AbstS,nden x und y und 
zwar auf der einen oder anderen Seite von a und b verlaufen je 
naebdem x und y positiv oder negativ sind. Die dritte Koordinate 
2 von P muB sich deshaJb berechnen lassen, falls x und y bekannt 
md. Wie dies geschieht, erkennt man leicht, wenn man durch P auch 
dieParahele zur dritten Seite e des Dreiecks ABC zieht, siehe Fig. 153 . 
Die durch P gezogenen Parallelen zu den Dreiecksseiten enthalten seeks 
Streefcen, nai^ch diejenigen, die von ihren Schnittpunkten init den 
Ihmeefaaten bis P gehen. Diejenigen beiden Strecken, die von den 
Schnittpunkten JJ und F mit der Dreieckseite a ausgehen, schliefien 
imt dimr Seite ein gleichseitiges Dreieck ein, so daB sie einander gleick 
^d. Ihre gemeinsame Lange sei 5. Entsprechend sei I) die gemeinsame 
<ter beiden Strecken, deren Anfangspunkte auf 6 liegen, und a 
« dar bmden Strecken, deren Anfangspunkte auf c liegen. Man sieht, 
h von gleichseitigen Dreiecken mit den Kanten 

S, 9 und 5 smd. Nun weiB man aber oder kann, wenn man es, wie zu ver- 
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inuten, nicht mehr weiB, leicht mittels des Satzes von Pythagoras aus 
«inem halben gleichseitigen Dreieek ableiten, dafi sich die Hohe zur 
Kante in einem gleichseitigen Dreieek wie y' 3 zu 2 verhalt. Somit ist 


Oder: 


Man erkennt ferner, daB 517 = 5 , ? 7 F=j und FO = l 5 , also 
clie Summe von f, und 5 gleich der Lange der Xante des 
jg'leichseitigen Dreiecks ABC ist. Man nibge sich iiberzeugen, 
daB dies auch dann gilt, 

Averin P nicht im Innem 
des Dreiecks ABC liegt, 
siehe z. B. 1%. 154. Man 
xnuB in diesem Pall fUr j, 

1 ), 5 dieselben Vorzeichen- 
l>estimmungen wie fiir x, 
y , z treffen, z. B. 5 posi- 
tiv Oder negativ recRnen, 

Je nachdem P auf der- 
selben Seite von a liegt 
wie A Oder nicht. In 

164 ist also j und l) 
rxegativ, dagegen 5 posi- 
ttv, HO daB p + ^ 4- 5 in 
Wahrheit cine Differenz 
bedeutot, die abor augen- p. 

scheinlioh gleieh der po- ^ ' 

sitiv gemessenen Kantenlange des Dreiecks ABC ist. 

Diesc Kantenlange sei mit h bezoichnet, so dafi wir haben: 
(3) £ + '^ + 5=*. 

Mieraius folgt dureh Einsetzen der Werte ( 2 ) und Multiplikation mit 
: 2 die Gleichung: 

Oa k die Kantenlange des gleichseitigen Dreiecks bedeutet, ist 
A V^k nic.hts anderes als die Lange A der HShe des Dreiecks, Somit 
icoinrat; 



x~>ry-\~z—h. 
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ies ist die Gleichung, die zeigt, wie man die dritte Dreieckskoordinate z 
jendeines Punktes P sofort in der Form 

i) z =h — X — y 

jrechnen kann, wenn man die beiden ersten Dreieckskoordinaten x 
id y von P kennt. 

Der TJmstand, daJJ sich die dritte Zoordinate z in der Form (6) 
irch die beiden ersten ausdriickt, raacht es rechnerisch erklSrlich, 
iB es keinen Punkt P gibt,. dessen Dreieckskoordinaten samtlich negativ 
Iren. Denn wenn x and y negativ sind, faJlt z nach (5) positiv aus. 
sometriseh ei^bt sich dasselbe daraus, daB es nach Fig. 152 kein 
ibiet gibt, in dem x, y, z alle drei das Minnszeichen haben. Die- 
ligen PunkteP, fiir die x oder y oder z gleieh Null ist, liegen auf a 
er J Oder e. Die Ecken A, B, C des Dreiecks sind dadurch geketm- 
ichnet, daB von ihren Koordinaten je zwei gleieh Null sind. Es gibt 
inen Punkt, dessen Koordinaten samtlich gleieh Null sind. 

Wir erwlihnen nun die Anwendung der Dreieckskoordinaten 
der Chemie, um deren Willen wir sie iiberhaupt besprechen: Wenn 

5 Langeneinheit gleieh dem hunderten Teil der Hohe h des gleich- 
tigen Dreiecks AB C gewShlt wird , ist h = 100 zu setzen, so 

6 (4) gibt: 

) x-{-y + ^— 100. 

folgedessen kann man die Dreieckskoordinaten zur Veran- 
haulichung der prozentualen Anteile von drei Stoffen 
i einer aus ihnen hergestellten Mischung oder Verbindung 
nutzen. Enthalt die Mischung x% des ersten und y% des zweiten 
offes, so muB sie (100 — x — y)% der dritten enthalten, und dies sind 
ch (6) gerade z%. Deshalb versinnlicht uns der Punkt P mit den 
•eieekskoordinaten x, y, z eine bestimmteArt der Mischung. Bei dieser 
Butung sind x, y, z positive GrbBen; es kommt also nur das Innere des 
eiecks AB C in Betracht. Jeder Punkt auf einer der drei Kanten ver- 
schaulicht eine Mischungsart, bei der einer der drei Stoffe fehlt; jede 
r drei Ecken dient zur Versmnlichung eines der drei reinen, unge- 
schten Stoffe. 

Man wird die Hohen des Dreiecks AB C zweekmaBig in Skalen 
rart einteilen, daB ihre FuBpunkte die Zahl 0 und ihre Enden die Zahl 
0 tragen, und dann dureh die Teilpunkte die Senkrechten zu den Hohen 
[hen. In Fig. 155 sind nur die zu 10, 20, 30, . . . gehorigen gezeichnet. 
t Hilfe des so entstehenden Netzes von Parallelenscharen kann man 
eht die Veranschaulichung bestimmter Misehungsarten vomehmen: 
ir Punkt P in Fig. 155 deutet diejenige Mischung an, bei der 10% des 
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ersten Stofies mit 30% des zweiten uad 60% des dritten Stoffes zu- 
sammeatreten. 

Eine Gerade g duxch A hat nach Mg. 156 die Eigenschaft, dafi filr 
alle ihre Punkte P das Verhaltnis von y zmz dasselbe ist, d. h. alle die-r 
jenigen Mischungen, in denen das Verhaltnis des Anteils 
des zweiten zum Anteile des dritten Stoffes das n3<inliche 
ist, werden dutch die Punkte einer Geraden g durch A dar- 
gestellt. Dabei teilt diese Gerade g die Kante£ C in einem Punkte 
G so, dafi das Verhaltnis von BO zvl OC gleich dem reziproken Werte 
jenes Verhaltnisses ist. 




Wenn man will, kann man statt der lotrechten AbstSnde 
X, y, z der Punkte P von den Seiten des Dreiecks die oben 
eingefiihrten Strecken j als Dreieckskoordinaten der 
Punkte P benutzen. Sie sind zu den Seiten des Dreiecks parallel, 
siehe Fig. 163 auf S. 206. Da ihre Summe nach (3) gleich der Kantenlange 
h ist, ward man danoi fc =100 setzen. In diesem Fall bringt man die 
Skala von 1 bis 100 von 0 bis A, von A bis B und von B bis C ah. Will 
man dann z. B. den Punkt P mit den Dreieckskoordinaten 5 = 10, 
^ = 30, s = 60 haben, so zieht man durch den Teilpunkt 10 der Skala 
CA die Parallels zu B C, dutch den Teilpunkt 30 der Skala AB die 
Parailele zu OA und dutch den Teilpunkt 60 der Skala P (7 die 
Parallele zu AB. Alle drei schneiden einander, da die Sunune von 
10, 30 und 60 gleich 100 ist, in einem Punkte P. Man gelangt so 
zu demselben Punkte P wie in Fig. 165, wo a; = 10, y = 30, s — 60 
gewahlt worden war. Also kommt die Benutzung der Dreieeks- 
koordinaten 5 , t), 5 , wenn man k — 100 setzt , auf dasselbe hinaus 
wie die Benutzung der Dreieckskoordinaten x, y, z, wenn man h = 100 
setzt, und es ist Geschmaekssache, was man lieber tun wBI, 

Nach Fig. 163 sind j und niohts anderes als s chief win klige 

Sclieffeis, Lehrbucli d. Mathdmatlk* 14 
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Koordinaten des Punktes P in dem von a und i gebildeten Achsen- 
kreuze, da j parallel zu i und ^ parallel zu a ist (vgl. S. 199). Daraus 
folgt, ^ alle diejenigen Punkte P, fur die zwischen y und ^ eine 
lineare Gleichung 

(7) a 1 + 6 ^ = c 

besteht, in der a, h und c Konstanten sind, auf einer Geraden liegen. 
Selbstredend sollen a und b nicht beide gleich Null sein. Wegen (2) kann 
man start (7) schreiben: 


Nach (4) ist femer 


20... . 2b 


* + y + » 


gleich Ens. Daher darf rechts dieser Faktor hinzugefiigt werden^ ohne 
daB dadurch ein Fehler entsteht. Dann kommt: 

, 25 c 

j^x + j^y= _(x + y+z). 

Bnn^n wir ^e Glieder auf die linke Seite und fassen w die mit a; be- 

y behafteten zusammen, so geht augenscheinUch 
erne Gleichung von der aDgemeinen Form hervor: 

(®) ax + by + cz= 0 , 

VO a, J, c Konstanten sind. 

PunkteTpr™^“^ umkehren: Wir betrachten diejenigen 

B,^gung von der FoJiTcS) 

dx + i y e {h~x — v)=0 

OdCT 

(<^~c}x+Jb~c)y= eh. 

Bun* Multiplikation mit 2 : yi" folgt hieraus nach (2): 

(«~c)f + (b — c)5=_l4^/ 

1 ^ 3 * 

arter gldch^gind, ^ da r h sSmtlich ein- 

n»ten in dem Adisenkreiw • f Koordi- 

raden Lmie. Also ^ Gleichl^ einer ge- 

^e. Also hat sich ergeben: Dann und nur dann, wefn 
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die Dreieekskoordjinaten a;, y, z des Punkt^s P eine Be- 
dingung von der Form 

ax-\-by -j-cz—0 

befriedigen, in der nicht alle drei Eonstanten a, 5, c gleich 
groB sind, ist der Ort des Punktes P eine gerade Linie. 

DaB der Fall a = b =c unmBglich ist, sieht man daraus, daB die 
dann vorliegende Bedingung 

® + 3 / + 2 =0 

mit der Gleichung (4) oder (6) unvereinbar ist. 


14 * 




Fttnfkes Kapitel. 

Grundbegriffe der Integralrechnung. 


§ 1. Funktionen mit demselben Differeniialquotienten. 


'Wii gehen von einer sehr ernfachen Bemerkung aus : 

1st der Differentialqnotient einer Funktion y — /(a:) 
fflr alle Werte von a: gleich Null, so ist die Funktion eine 
Konstante. Die Bildkurve der Funktion hat namlich, wenn ihr Diffe- 
rentidquotient uberall gleieh Null ist, iiberall Tangenten parallel 
a>.Achse, kann also nie steigen oder fallen und mulJ folglieh 
me zur a^Achse parallele Gerade sein; mit anderen Worten: Die 
Ordinate y hat fur aUe Bildpunkte dieselbe GrbJJe. 

Wenn w also von einer Funktion wissen, daB ihr Differential- 
quotient meht nur fur einzelne Stellen, sondern fur alle 
Werte von x innerhalb eines Intervalls gleich Null ist 
■wroen auch, daB die Funktion innerhalb dieses Intervalls konstant 


nnnwJ “ zwei Funktionen von a:, deren Differehtial- 

f herausstellt, daB 

beide Funktionen denselben Differentialquotienten haben 
was konnen mr daraus folgem? nauen, 

Wir sdiheBen so: Auch die Differenz 


ist eine Funktion von x. 
quotient 


y =u{x)~v {x) 

Nach der Summenregel ist ihr Differential- 


du__dv 
dx~ dx dx 


I^mktion von a; sein wie 
kmnmt; ^ ^ ^ gegenseitig fort, und es 
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Nach der vorausgescMckten Bemerkung folgt somit, daB y eine Kon- 
stante ist. Da y die Differenz u — v bedeutet, ist also u — v = konst. 
Daher gilt der 

Satz 1: Haben zwei Funktionen u{x) und vfx) yon x 
fur jeden Wert von x iibereinstimmende Differential- 
quotienten, so ist ihre Differenz konstant: 

u{x) — V (x) — konst. 


Wir konnen dies oft anzuwendende Ergebnis so erlautern: Ange- 
^on3l^len, zwei Leute laufen hintereinander her. , Sobald der eine 
I^samer laufe, tue es auch der andere; die Gesehwindigkeit des 
einen sei Jtlso immer gerade so grofi wie die des anderen. Der erste 
Laufer lege in x Sekunden den Weg u (x) und der zweite den Weg 
v(x) zuriick, etwa in Metern gemessen. Nach S. 70 sind du:dx 
und dv.dx ihre Geschwindigkeiten- zur Zeit x, und unsere Voraus- 
setzung besagt, daB beide Geschwindigkeiten einander fttr jeden Wert 
von X gleich seien. Nun leuchtet ein, daB, wenn der erste Laufer 
zu Anfang c Meter Vorsprung hat, dieser Vorsprung immer derselbe 
bleibt. Also ist stets u — v ~c, d. h. konstant. 


Die Funktionen u(x) und v{x) haben Bildkurven, siehe Fig. 167. 
Die Voraussetzung, dafi u (x) und v (x) fftr jeden Wert der Abszisse 
denselben Differentialquotienten haben sollen, 


besagt im Bilde: Jede Parallele zur J/-Achse 
triSt die Kurven in Punkten A und B, denen 
Tangenten mit derselben Steigung, d. h. parallele 
Tangenten zukommen. Satz 1 lehrt, daB infolge 
dessen die Ordinatendiflerenz u~v konstant, 
also jBj = OiOj usw. ist. Dio 

Kurve (u) entsteht daher dureh Verschieben 
der Starr gedachten Kurve (n) urn irgendeine 
Streeke parallel zur Ordinatenachse. Die Ver- 



Fig. 167. 


schiebung kann nach oben Oder nach unten stattfinden. 


Den Satz 1 fassen wir noch etwas anders, indem wir die Gleiohung 
des Satzes nach v(x) aufldsen; 


Satz 3: Hat eine Funktion«(a;) fiir jeden Wert von a: den- 
selben Differeptialquotien'ten wie eine Funktion u(x), so 
hat sie die Form: 


!;{«) konst. 

Haufig, bei den praktischen Anwendungen meistens, braucht man 
die unabhftngige Veranderliche x nur in einem gewissen Intervalle, 
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indem x »uf alle Werte zwiachen zwei bestimmten Werten 
a und I beschrankt vird. Obgleich wir in Satz 1 und 2 von 
„iedem“ Wert von x gesprochen haben, ist damit doch nur jeder 
Wert innerhalb-des fur a: erlaubten Intervalls gemeint. 

Nach Satz 2 sind uns alle Funktionen mit einem vorge- 
schriebenen Differentialquotienten bekannt, sobald es nns 
gelingt, eine einzige derartige Funktion zu ermitteln. Fragen 
-ffir z. B. nach alien Funktionen, deren Differentialquotient 2x ist. 
Fine Funktion von dieser Art ist nach deni Satze sind also alle 
Funktionen von der verlangten Art von def Form x^ + konst. 

DaB aich miendlich vide Funktionen ergeben, indem eine viU- 
kiirlidie additive Konstante vorkommt, soll.noch weiter erlSutert 


•werden. Wir benutzen dazu das soeben erwShnte einfaeho Beispiel. 

V Da die Funktionen als Kurven abgebildet werden 
^ und die Differentialquotienten die Steigungon der 
/ tx Tangenten angeben, bedeutet die Frage geometrisch: 

sieht eine Kurve aus, bei der die Stei- 
y' gung der Tangente an jeder Stelle {x-,y) 

‘ gleich 2a; ist? Wir kdnnen leicht an jeder Stelle 

^ C der Ebene eine Gerade von dieser Steigung zeichnen. 

Fig. 168. ^9™ ^ z- B. die Einheiten auf beiden Achsen 

gleich groB wahlen und irgendeinen Punkt P an- 
nehmen (siehe Fig. 168), hat-er ein bestinuntes x —OQ. Wir gehen 
nun von P wagerecht um eine Einheit nach rechts weiter und dann 
um die Strecke 2 a: nadi oben weiter (nach unten, wenn x negativ 

■ ist, also P links von der y-Achse 
f ^ licgt). Dadurch kommen wir zu 

f ) einem Punkte T, der, mit P ver- 

t f bunden, diejenige Gerade durch P 
r f b'efert, die die vorgeschtiebene Stei- 
t i gung hat. Weil die Tangente immer 
™ nftchster Nfthe ihres Be- 
f f rUhrungspunktes von Bedeutung fttr 
f i die Kurye ist, zeichnen wir nur 

i i t k V 't 4 it * Geraden PT 

durch P ^s einen Pfeil. Fuhren wir 
^ 1 ^ V \ \-*-y f f t f i ‘Bes fur viele Punkte der Ebene aus, 

so ergibt sich die Darstellung in 
Fig. 169. Fig. 169. Allen Punkten P, die un- 

aaehium. die m jedem ihrer Punkte P den zugehiirigen Pfeil be- 


^ \\\ vw-fr/ f iff t 
i n^.v w-f// f f t i 


K \ \ v \\- 
i ^ VyV W- 

\ U \\ V 


f- fl f t 
f f h 1 1 
f t 1 1 
t/f It 1 1. 

1 1 r- 

f f 1 1 1 


n H f t t t 

\ \ t f t 


i u V w 
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‘^nttf 

‘^fftti 


Fig. 169. 



§ 1. Fmhtionen mii dmselben Differ enUalguoiienten. 


216 


riilirt. Die Pfeile sind Wegweiser fiir die einzuschlagende Richtung. 
tlberlafit man sich der Stromung, die sie anzeigen, so erhalt man 
Kiirven wie die eingezeichnete, die \vir absichtlich freihandig gezog^n 
haben. (Nach S. 95 sind es iibrigens Parabeln.) 

Die Mg. 159 bezieht sich auf den Fall, wo der vorgeschriebene Diffe- 
rentialquotient gleich 2x ist. 1st ein anderer Differentialquotieiit vorge- 
schrieben, so hat man durch jeden Punkt (a;; y) der Ebene diejenige 
Gerade zu legen, die dort gerade diesen als Steigung hat. Man bekommt 
dann ein anderes Bild, das aber ebenfalls den Eindruck einer Stromung 
macht und bei dem wieder Punkte mit gleichem x parallele Wegweiser 
haben. Hiermit ist ein Verfahren gefunden, mittels dessen 
man die Aufgabe, zu einem gegebenen Differentialquo- 
tienten die zugehorigen Funktionen zu finden, an'genahert 
durch das Zeichnen von Bildkurven, von Stromlinien, losen 
kann. Bei jeder derartigen Aufgabe sind, wie bewiesen wurde, alle 
Bildkurven einander kongruent. Ist eine von ihnen gezeiehnet^ so 
kann man aUe andern so herstellen: Man paust die Kurve und die 
3 /-Achse durch und verschiebt dann das Pauspapier Itogs der 2 /-Achse. 
In jeder Lage gibt die Kurve auf dem Pauspapier eine der gesuchten 
Bildkurven. 

Dies angenftherte Verfahren gibt uns aber nicht die Form el fur 
die erfragten Funktionen. Es ist bloB ein guter Notbehelf. 

DaB die Frage nach denjenigen Funktionen, die einen 
gegebenen Differentialquotienten haben, hfiufig in den An- 
wendungen auftritt, soli durch zwei Beispiele verdeutlicht werden: 

1. Beispiel: In einem zylindrischen GefaB, das um seine- lotrechte Achse 
gedreht werden kann, soi AVasser. Die bei der Drehung auftretende Flieh- oder 
Zentrifugalkraffc bewirkt eine Krlimmung der Oberflache des Wassers. Ist die 
Drehung gleichmafiig, so bildefsich ein Gleichgewichtszustand aus. Die Frage ist, 
welche Oberfliiche das Wasser dann hat Natttrlich ist sie eine Kotationsflache, 
d. h. eine Fliiche, die durch Drehen einer ebenen Kurve um die Achse entsteht 
Wir fragen nach dieser ebenen Kurve, dem Profil oder axialen Querschnitte der 
Oberfllche. Wir fassen — siehe Fig. 160 — irgendeine SteUe P dieses Profils ins 
Auge, benutzen die Drehachse als 2 /-Achse und die wagcrechte Gerade des Axial- 
schnitts, die auf dem Gefafiboden Uegt, als 
a;-Achse, so dafi der Punkt F Koordinaten cc 
und y hat Auf beiden Achsen nohmen wir 
dieselbe liingeneinheit an. Zu jedero Ab- 
stande x von der Drehachse gehdrt eine ge- 
wisse H6he y der 01)erflache; also ist y eine 
vororst noch unbekannte Funktion von x. Um 
diese Funktion zu ermitteln, denken wir uns 
die obersto Schicht des Wassers Iftngs des 
Profile in lauter gleich schwere sehr kleinc 
Teilchen zerlegt. Auf jedes Teilchen wirkt Fig. 160. 
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die Schwere mit derselben Kraft nach unten. Sie sei mit a bezeichnet und dutch 
die Streche P 8 veranschaulicht. Die Zentrifugalkraft dagegen, die wagerecht nach 
auBen Mn wirkt, ist nicht fiix alle jene Tedchen dieselbe, vielmehr bekanntlich 
(wie beim Gesetze des Hebels) proportional zur Entfernung x des Teilchens von 
der Drehachse. Ist sie in der Entfemung Eins gleich ft, so ist sie fiir das in 
P befindliche Teilcben gleich h dargestellt durch eine gewisse Strecke P F. Beide 
Krafte haben eine Mittelkraft P Q. Diese konnen wir nun in zwei Komponenten zer- 
legen, eine langs der Tangente t der Profilkurve, eine langs der Normale n m t 
durch P. Der Komponente PN langs n wird durch die Unzusaminendriickbarkoit 
des Wassers das Gleichgewicht gehalten, die Komponente P T liings t dagegen 

L bewirkt eine Fortbewegung des Teilchens P 
/t auf der OberflacHe des Wassers. Wegen des 
erreichten Gleichgewichtszustandes abet darf 
6 ^ p jfe bx das TeilchenP bei der Drehung nur um die 

1 Achse rotieren. Also muB die Komponente 
s | FT gleich Null, d. h. P§ senkrecht zu i sein, 

\ } so dafi Q mit N zusammenfallt, siehe Fig. 161. 

Bedeutet P' auf der Profilkurve einen unend- 

S lich nahe an P heranriickenden Pimkt, desse’n 

Fig. 161. Koordinaten um und dy griiBer als die 

von P sind, so kommt P' auf die Tangentcn t 
von P, und das rechtwmkhge Dreieck mit den Katheten d x, dy wird dem recht- 
vnnkhgen Dreieck mit den Katheten Fi\^=aundPF = hx ahnlich, da P P'XPA" 
vdrd. Also folgt: 

dy _ lx 
dx^ a ' 

Die Profilkurve ist somit das Bild einer Funktion y von as, deren Diffe- 
rentialquotient gleich hz:a ist. Von jetzt an liegt die rein mathematische 
Aniga^ Tor; Welche Funktionen y von a: haben den Differentialquotienten 
' i. ® 1^‘ffercntialquotient von Ja? ist, stellt bx:a den Differentiai- 
q^eato von !&!£» :« vor. Also fragen wir; Welche Funktionen haben denselben 
M^tialquebenten wie die Funktion ibx>:a? Naeh Satz 2 sind es die 


Fig. 161. 


Nach Satz 2 sind es die 


wo c ir^n^M Kome bedeutet . Mithin ist die Profilkurve eine Parabel (vgl. 
«^;n p! t! l^Mise als Synunetrieachse hat Dabei bedeutet c die H 6 he des 
iito Wrkt Feststellung der Werte von a und b 

ist ^\r ®5*7^*®^'®“®.^°“®*ante 9,81 bedeutet fails die Langeneinbeit das Meter 

ein Meter entfemt von der Drehachse gleich 4 71 ® Daher ist: 


- 71® W® 

» = 2 — a;« + c. 
9 


E»Aai z. R in der Sekunde zwei Umdrehungen statt so ist n = 2 und 

y = 8,06 ic® + c • 



2 ] 


§ 1. Funktionen mit demselben Differentialguotienim. 

Wean die Langenoinheit nicht das Meter, sondem das Zentimeter ist, 

y= 0,0805*“+ e. 

Ist der Eadius des GefaBes 10 cm, so geht hieraiis fiir die hochste Stelle a = 10 dei- 
Wert y = 8,05 + c hervor. Diesen Fall zeigt Fig. 161 in verkleinertem Mafistab. 

2. Beispiel; Urn die ungefiihre Form der Kette einer Hangebrueke zu er- 
raittcln, kOnnen wir nns vorstellen, zwischen zwei gleichhohen Punkten A und BMnge 
ein Seil, von dem lotrechto Seile ausgehen, die einen schweren Stab C D wageieclit; 
tiagen. Siehe Fig. 162. Gegenuber der Schwere dieses iiberall gleich starken Stakes 
komme das Gewicht der unausdebn- 
bar gedachten Seile nicht in Bo- 
tracht. Der tiefste Punkt des tra- 
genden Seils -.4 ii sei 0. Die Wage- 
redite durch 0 sei die rc-Achse, die 
Lotrechte durch 0 die 2 /-Achse; aui 
beiden benutzen wr dieselbe Lan- 
ganeinheit Die Langeneinheit des 
Stabes babe das Gewichfc k, Auf 
irgend ein Stdck 0 P des Seils wirkt 
das Gewieht des ziigehbrigen Stab- Fig. 162. 

stttckes U Q. Ist x die Abszisse 

von P, so ist dies OeWicht gleich kx. Das Gleichgewicht wird nicht gestort, wenn 
mr ms den Bogen OP stari denken. Auf ihn wirken dann diei Krafte: Erstens 
die Schwere kx, die langs der MitteUinie zwischen der 'i/-Achse und der Lot- 
rechten PQ angreift, zweitens die Spannung die die andere Seilhalfte in O 
nach der negativen a:-Achse hin ausiibt, drittens die Spaimimg a, die das obere 
Beststtick I* A des Seils ausiibt. Diese greift in P in der Bichtung der Tangenbe 
von P an. AJIe drei Krlifte kdnnen einander nur dann das Gleichgemcht halten., 
"wenn sich aus ihnen, parallel verschoben, ein gosehlossenes Dreieck,- und zwsbr 
unter Beachtung der Fortachreitungssinne der Krafte, bilden lafit. Siehe die 
Nabenfigur, Die Koordinaten eines zu P unendlich benachbarten Punktes P' unteir- 
scheiden sieh von denen vonP am d£c, dy^ und P' liegt auf der Tangente von I*, 
Da i die Richtung der Tangente hat, wird das rechtwinklige Dreieck mit dem 
Katheten da;, dy zum reehtwinkligen Dreieck der Nebenfigur ahnlich und ahnlicli 
gelegen. Hieraus folgt; 

d y _ kx 
dx Sq 

Wie h ist auch Sd konstant, weil Sq die Spannung an einer ganz bestimmten Stelle, 
nlmlich in 0, badeutet. Hiemach ist die Seilkurve die Bildkurve einer Funitiom 
y von deren Diffarentialquotient gleich kx : Sq ist. Welche Funktion ist dies ? 
Die Frage ist dieselbe wie im vorigen Beispiele, nur stehen k und Sq an Stelle von 3^ 
und a. Daher kommt: 

k 

y = ^ 4 - konst 

2 Sq 

Well fiir a; « 0 auch ^ « 0 (in 0) ist, muB die additive Konstante gleich 0 seim. 

Also ist; 
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Das Seil bildet daher eine Parabel^. 

In beiden Beispielen zerfiel die Losung der Aufgabe in zwei Teile, 
Im ersten Teil wurde durch Betrachtungen aus der Mechanik festge- 
stellt, velchen Differentialquotienten die gesuchte Fimktion haben mnC. 
Dann lag die rein mathematische Aufgabe vor, eine Funktion zu 
finden, die diesen Differentialquotienten hat. 


§ 2. Das Integral. 

Handelt es sich darum, ein noch unbekanntes Gesetz zwisehen zwei 
Veranderlichen x und y zu ermitteln, so weiB man zunachst meistens 
von der gesuchten Funktion y von x, daB sie fiir einen gewissen be» 
kannten Wert von x auch einen bekannten Wert hat. Handelt es sich 
z. B. um die Bestimmung des beim freien Fall in x Sekunden zuriick- 
gel^en Weges y, so ist fiir a: =0 auch ?/ =0. Oder : Will man das 
Gesetz ausfindig niachen, nach dem sich ein erhitzter Korper mit 
der Zeit x abkiihlt, so wird man von einem Anfangszustande des 
Korpers ausgehen, also annehmen, daB er zu einer bestimmten Zeit 
so und so warm sei. Solche Angaben nennt man die gegebenen 
Anfangswerte von x und y, 

Man wird dagegen im allgemeinen nicht wissen, wie groB y fiir ein 
beliebiges x ausfaUt. Wohl aber wird es oft gelingen, in jedem Augen- 
blicke festzustellen, um wieviel sich y von da an andert, wenn sich x 
von diesem Zustand aus weiter um eine sehr kleine, genauer um eine 
unendHch Meine GrdBe andert. Denn viele Naturerscheinungen bieten 
erhebhch einfachere Verhaltnisse dar, wenn man sie nur fur eine 
unendhch Meine Spanne von Veranderungen ins Auge faBt. Man 
Kt also oft imstande, durch Betrachtungen nicht mathematischer 

ermitteln: Vorausgesetzt, die unabh^ngige 
irgendeinen Wert a: erreicht und andere sich 
Differential dx weiter; dann andert sich die ab~ 

vStniTT T Differential dy, und das 

Tersta“!L^ ^ Funktion von x 

verstanden. Fur einen bekannten Anfangswert a voti r 

habe y ein en bekannten Anfangsvert 6; aufierdem sei be- 

Seil al.ein 

von P, sondeni zur des Seilboffen«? n P Abszisse x 

linie W, die w btpSl Dann geht die Ketten- 
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wie sich dy:dx durcli x ausdriickt, d. h. es li^go 
a- 1:1. JSerdem eine Forme! vor von der Form : 


(i> £=■/(»)■ 

jMCit; ajideren AVorten: der Differentialquotient von y sei 
gegeben. Wie driickt sich dann y selbst dureh x aus? 

Dies ist die Grundaufgabe der Integralrechnnng. Ma,n 
neiint die gesuchte Funktion y von x ein Integral; die Aufgabe, sie 

zii finden, bezeiehnet man als die Aufgabe, /(a:)zuintegrieren. Warum 

man die gesuchte Funktion ein Integral nennt, das soil jetzt durch 
eine Betrachtung erlautert werden, die zugleich die zu losende Aufgabe 
anschaulicher maeht. Dabei wird es sich empfehlen, ein einfaehes Bei- 
spiel ins Auge zu fassen : 

Gesucht wird eine Funktion y von x. Erstens soil y =0 
sein, wenn a:==3ist.i Zweitens soil y den Differentialquo- 
trienten haben: 


< 2 ) 


Ay _ , 


x\ 


Die Forderung (2) kann so geschrieben werden : 

(3) dy=(i,lx^dx. 

Sie zeigt: Wenn x z. B. den Wert 4 erreicht hat und dann von da urn 
nnendUch wenig, um dx, zunimmt, wird y um 0,1 . 16 . da: oder 1,6 dx 
znnehmen. So kdnnen wir fiir jeden Wert von x feststellen, um wievid 
2/ wachst, wenn x unendhch wenig von dem angenommenen Wert an 
'weiter wS,chst. Wir kennen also alle kleinsten Teilchen dy, 
ans denen sich y Schritt fiir Schritt durch fortwahrende 
Auddition zusammensetzt. Deshalb hat zuerst Jakob Bernoulli 
(1.654r-1705) Oder vielleicht sein Bruder Johann (1667—1748), beide 
se-liAveizerische Zeitgenossen von Leibniz (S. 69), die gesuchte Funktion. 
y die functio integrals, das Integral, namlich den Gesamtwert 
Oder das Ganze genannt im Gegensatze zu ihren kleinsten Teilchen 

den Differentialen. 

Wir kdnnen nun ein Kaherungsverfahren anwenden, das zwar 
miiliselig ist, abei' zu einer besseren Einsicht verhilft: 

Zuerst ist a: = 3 und y = 0. Lassen Avir x von 3 an um recht wenig, 
z. B. um 0,01 zunehmen und fassen wir diese Zunahme angenahert als 
das Differential dx auf, so zeigt (3), daB y um 0,1 . 3^ . 0,01, also um 

1 Dies ist eine willkiirliche Annahme. Entsprechend -wie im folgenden wSre 
die Aufgabe zu behandeln, wenn man als Anfangswert von x irgendeine andere be- 
st irnmte Zahl waWte. 
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C^09 zuniinnit. Da y zuerst gleich. Null war, baben wir ietzt zwei 
Wertepaare: 


X 

y 

3 

0 

3,01 

0,009 


Vom Wert 3,01 ar wachse x wieder um 0,01. Wenden wir abermals 
Fennel (3) an, indem wir jetzt a; =3,01 annehmen und dx durch 
0,01 ersetzen, so geht als Zuwaehs von y der Wert 0,1 . 3,01® . 0,01 
Oder 0,0090601 hervor. Damit erhalten wir «n drittes’Weitepaar: 


X 

y 

3,02 

0,0180601 


Von diesem Zustand aus wachse x abermals um 0,01. Die Formel 
(3) ^bt jetzt, ebenso wie vorher angewandt, als Zuwaehs von v 
den Wert 0,1.3,022.0,01 Oder 0,009 120 4, so da6 ein viertes Werte- 
paar hervorgeht: 


X 

y 

3,03 

0,027 180 5 


So konnten wir fortfahren. Wahrend x Sehritt fttr Schritt um dies el be. 
btfoBe 0,01 wachst, ist die Zunahme von y Schritt fiir Schritt anders, 
na,mhch zuerst 0,009, dann 0,009 060 1, dann 0,009 120 4 usw. Dies hat 
semen Grand darin, daJJ in (3) rechts die Grobe a: auftritt. die von 
Setatt zu Setot emen anderen Wert hat, namlich zuerst 3, dann 
3,01, dann 3,02, dann 3,03 usw. 

Dies Verfaluen ist nur angenahert ; richtig ware es nur dann, 
wenn der ]eweilige Zuwaehs von a; nicht 0,01, sondetn unendlich Hein 
ware. Infolgedessen hauft sich Fehler auf Fehler. Die Fehler lassen sich 

0,000001 wachsen laBt; dann kommt man aber auch viel langsamer 
vorwarts. Immerhin konnen wir uns eine VorsteUung davon rnachen 
wie das^, das irgeudeinem Wert a: entsprioht, als Summe aller der- 
jenigen unendlich vielen und unendlich kleinen Zhnahmen 
dy hervorgeht die y Sehritt fur Sehritt vom Wert Nufl an eriahrt 
Wnn, ^e unabhai^^e Veranderliche vom Wert 3 an bis a; wachst’. 

™ Integrale gebrauchlichen Be- 

Eine Summe namlich, die aus vielen GUedem besteht, die nach 
emem gewissen Gesetz aufeinander folgen, schreibt man am be- 
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quemstexL so, dafi man nur ein aHgemeines Glied der Summe angibt, 
davor das Zeichen S (== Summe) setzt und sonst noch geniigende 
Angaben macht, aus denen herauszulesen ist, was gemeint ist. Man 
kann z. B. die Summe 

14,14.14-.".. 4 -A. 4 --i_ 

lT^2‘3~ - ~99llOO 

so schieiben: 

100 , 


auch wird man sofort wissen, was der Ausdruck 

10 

gn* 

4 

bedeutet, namlich die Summe der M2,.gebildet fiir alle Werte w =4, 
5, . . . 10, also 42 + 5^ + . . . 10* AhnUeh verfahren wir nun, um das 
Integral y auszudriicken. Hier handelt es sich aber um eine Summe 
von nach Null strebenden GrbBen, deren Anzahl iiber jede Zahl 
wachst. Derartigfi Sununen bezeichnet man nach Leibniz mit einem 
langgezogenen Summenzeichen, dem Integralzeicheny^ (Man unter- 
scheidet also wie zwischen dem Differential dx und der Differenz Jjc. 
vgl. S. 67.) Wir schreiben also nach (3) so: 

X 

(4) y— j' 0,la:“da:. 

3 

■Diese Formel soli besagen: 

y ist die Summe aller unendlich kleinen Zunahmen dy^ 
die die Werte 0,1 a:* da: haben, wobei jedoch in diesen Sum- 
manden die GroBe x nach und nach die Werte 3, 3 + da:, 
3 4-2da:, 3 + 3da:... haben soil, bis die unabhangige Ver- 
anderliche nach unendlich vielen Schritten irgendeinen 
Wert X erreicht hat. 

Gelesen TOrd (4) so: y ist das Integral iiber 0,1. a:®. da? 
von 3 bis x. Dbersettt man sich die Worte „Integral iiber“ mit „Summe 
aller“, so ist die Eedeweise V6llig verstandlich. Aber die Formel (4) 
ist nicht die Lbsung der gestellten Aufgabe, sondern nur 
eine andere Ausdrucksweise der noch zu ICsehden Aufgabe. 
Wir haben es, wie der Leser sieht, gar nicht eUig mit der Losung der 
Aufgabe; die wird sich nachher sehr einfach ergeben. Vorlaufig ist es 
uns viel wichtiger, den Anf anger mit dem Wesen der Aufgabe und der 
gebrauchlichen eigentiimlichen Darstellung (4) vertraut zu maehen. 
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Und dies wird uns noch besser gejingen, wena wir nunniehr daran gehen, 
der Summe (4) eine graphisehe Bedeutung beiziilegen. 

Die Formel (3) lautete: 

dy = 0,1 x^dx. 

Sie gibt den jeweiligen Zuwachs voa y als Produkt von 0,1 und 
dx an. Dabei ist da; der etwa wie vorhin immer gleich groB ange- 
nommene, aber nach Ni^U strebende Zuwachs von x. In 0,1 x? 
dagegen ist fiir x der jeweils sehon erreichte Wert* zu setzen, von 
deni aus die unabhangige Veranderliche beim nSchsten Schritte 
meder um dx bis zum folgenden Werte x + dx zunimmt. Das 
Prod^t aus dx und 0,1 x^ kann man nun bildlieh durch die 
Plaene eines Rechtecks darstellen, dessen Seiten die LSngen 
ijr dx und 0,1 x^ haben. Wir nehmen 

.jp ein Achsenkreuz an, siehe Fig. 163, und 

errichten als Ordinaten die jeweiligen 
/ Werte von 0,1 x\ Da wir mit y die 

* gesucbte, uns noch unbekannte Funk- 
^ ^®2cichnet haben, miissen wir 

o ^ ^ ^ ®*^er diese Ordinaten zur Ver- 

:o^ meidung von Verwechselungen 

r 3c -»■' anders bezeichnen, etwa mite. Wir 

Fig. 163. benutzen also ein a:e-Koordinaten- 

n o _ 1 . - , system. Zu einer beliebieen Abszisse 

uy=a;gehortdannemeOrdinatpOP— » — 0 1 ...2 nr i 

oJAs f?* 

04 ^ Sd ’onlh w 

odidich dddunihifr 1 TH. n ^ unsere Betrachtmag 

einen 

^ unemffich klaner Zawaobn’ * ® Der andere Faktor <?a; ist 

Abszissenai IZ " kurze Strecke der 

=ALA =4 4 1 ^er nehmen wp; eine kurze Strecke A.A. 

®%Sltoengge^amiaen nm aS daB sich die 

Behandlnng der Au%abe bezieht. erlftuterte angenaherte 

w so: Zuerst ist z=3, also der eine Faktor 


rroautt dy ut daher die Flache des 
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aus AqAi und zu vervollstaridigenden Kechtecks. Nunmehr ist 
X von 3 Oder OA^ bis zum Wert S + dx oder OA^ gewachsen. Die 
Ordinate A^B.^ stellt jetzt wieder • den zugehorigen Wert 0,1a:® dar, also 
den ersten Faktor des Produkts dy, wahrend der zweite Faktor wieder 
dx, d. h. die kleine Strecke - 4 iyl 5 j(=Jo^i) ist. Dies Produkt dy, d. h. 
das zweite Glied der zu berechnenden Summe, ist demnach der Mialt 
des aus A^A^, und A^B-^ zu vervollstandigenden Rechtecks. AJsdann 
1 st X bis zum Wert Z + 2d x oder gewachsen. Jetzt ist also 0,1 x^ 
Oder 0,1 -OA^ die Ordinate A^B^ und dx gleich ^ 2 -^ 3 - Daher hat das 
aus - 4 . 2.43 und A^B^ zu vervoUstUndigende Rechteck als Dihalt den 
dritten Summanden jener Summe, usw. Hierbei ist noch anzumerken: 
Wenn wir die z-Einheit gleich der a:-Einheit wahlen, wie es in Fig. 163 
geschehen ist, gilt als die Flacheneinheit das Quadrat uber dieser 
Langeneinheit. 

Gehen wir so Scbritt fiir Schritt weiter, bis die unabhftngige Ver- 
knderliche x irgendeinen Wert OQ erreicht hat, so ist der zugehdrige 
Wert der gesuchten Funktion y die Summe der Inhalte 
aller jener Rechtecke. Richtig wird die Figur 163 erst, wenn die 
Strecke ==-^ 2-^3 — • • •) Null strebt. Das lafit sich 

nicht zeichnen, wohl aber denken. 

Die Punkte B^, Bi, B^, B^. . . sind die Stufeneckpunkte einer 
Treppe, die unterhalb der Bildkurve der Funktion z = 0,1 a;* hinlftuft. 
AUe Stufen sind gleichbreit, nSmlich gleich dx. Dagegen sind die 
Stufen verschieden hoch, weil die Bildkurve verschieden stark ansteigt. 
Aber auch die Stufenhdhen sind unendlich klein. Denn wir 
haben uns die Ordinaten AoBo. AiBi, AjP*. . . nnendlich dicht neben- 
einander zu denken; daher ist jede folgende nur unendlich wenig von 
der vorhergehenden verschieden, well z = 0,1 a:* als quadratische Funk- 
tion stetig ist. 

Mittlerweile wird der Leser aelbst schon zu einer Vermutung dar- 
iiber gelangt sein, was dutch die Summe y der Inhalte aller jener unond- 
lich schmalen Rechtecke dargestellt wird, nSmlich die Flache, die 
einerseits von der Abszissenachse, andererseits von der Kurve B^P 
und links und rechts von den Ordinaten AoBq undQP umgrenzt wird. 

In unserer Figur 163 freilich ist diese Flache grfiJier als die Summe 
der Rechtecke, da zwischen Treppe und Kurve noch lauter kleine Drei- 
ecke liegen. Wenn man sich aber vorstellt, dafi die Ordinaten -4<,Bo, 
. . unendlich nahe aufeinanderfolgen, kann man beweisen, 
dafi der Unterschied, nSjailich die Summe der Inhalte dieser Dreiecke, 
nach Null strebt. Dies geschieht so: 

In Fig. 164 haben wir Fig. 163 wiederholt und aufierdem noch 
oberhalb der Bildkurve eine zweite Treppe mit densdlben Stufenbreiten 
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emgezachnet. Zwischen beiden Treppen liegen Meine Reehtecke, 
die m ilg. 164 geschiaflft sind. Offenbar ist die Summe der vorhin 
erwaimten Heineii Dreieeke kleiner aJs die Summe dieser geschrafften 
Reehtecke. Daher genttgt es, naehzuveisen, daJJ die Summe 
dieser Reehtecke unendlich klein wird. Ihre Summe kann 
man leieht bilden, indem man alle Reehtecke parallel zur a>Achse so weit 



Fig. 164. 



verschiebt, bis sie gerade ubereinander liegen und eine Saule bilden, 
wie es in Kg. 164 geschehen ist. Die Grundlinie dieser Saule ist dar, 
die Hohe die Differenz von QP und AoBo, also ihr Flacheninhalt 
gleich dem Produkt der Strecke QP — A(,Bf, mit der nach Null 
strebenden GroBe da:, und daher strebt der Flacheninhalt der 
Saule nach Null. 

Dieselbe Schlufifolgerung gilt, was sogleich hier bemerkt werden 
kmin, ganz unabhangig von der Gestalt der Bildkurve, die hier das Bild 
der Funktion 0,1a:* jst und in anderen Aufgaben eine andere Kurve 
sein wd. Denn wenn die Kurve nicht wie in Fig. 164 steigt, sondern 
wie in Fig. 165 fallt, laJSt sieh ebenfalls jene erste Treppe zeichnen, 
ind®n man wieder zwischen der Anfangsordinate AqBq und der End- 
<Hrfinate QP lauter gleichsehmale Reehtecke einschaltet, wobei die Hbhe 
mnes jed® ReAteeks stets gleich der linken begrenzenden Ordinate 
Bfc l^ur li^ Wer diese erste Ikeppe oberhalb der Kurve. Die 
wife vorhin in Fig. 164 konstruierte zweite Treppe liegt dagegen jetzt 
untohalb der Kurve, aber die, Differenz zwjschen den Flacheninhalten 
bis zur dnen und anderen Treppe ist auch jetzt gleich dem Inhalt 



einer Saule und strebt also nach Null, weil 
die Saule unendlich schmal wird. 

Wenn endlich die Bildkurve teils steigt, 
tdls fallt, wie in Fig. 166, kann man sie in 
dnzelne Teile AB, BC, CD, DE zerlegen, 
so daB sie in jedem einzelnen Teile nur 
steigt Oder nur fallt. Fiir die Teile AB 


Kg. 166. 


§ 2. Das Integral. 


225 


und CD gilt dieselbe SchluBfolgerung wie bei Kg. 164, fiir die 
Teile BC und DE dieselbe "wie bei Kg. 165. Das Endergebnis ist 
also auch bier, dafi die Summe der sehmaleii Rechtecke, derea Hohen 
jeweils die links gelegenen Ordinaten sind, nach der Fiache strebt, 
die statt von der ersten Treppe von der Kurve begrenzt ■wdrd, s’o- 
bald die Rechteckbreiten nach Null streben’^. Also folgt: 

Satz 3: Liegt in der Ebene die Bildkurve einer Funk- 
tion 0 == /(af) vor, die innerhalb des Intervalls, in dem man 
die Werte der Abszisse a: betrachtet, stetig ist, so ist die 
Flache, die von der a;-Achse, von der Anfangs- und der End- 
ordinate AqBo QP der Kurve begrenzt wird 

(siehe Fig. 167), gleich der Summe der Inhalte derjenigen 
unendlidh vielen gleichbreiten, aber unendlich schmalen 
Rechtecke, die man sich in folgender Weise hergestellt zu 
denken hat: Man teilt Ao Q in lauter . 
gleich groBe und nach Null stre- 
bende Teile dx, errichtet in jedem \a 
T eilpunkte die Ordinate bis zur 'tH, 

Kurve und zieht durch jeden Ordi- 'TtTfTTnTf 

naten-Endpunkt die Parallele zur 

ai-Achse im positiven Sinn dieser 1 1 1 1 . 1 . 1 : 1 . 1 1 i IJ i .l l■ l L jc 

Achse bis zur folgenden Ordinate, ” 

die, wenn ndtig, zu verlangern ist. 

Diese Geraden begrenzen die Rechtecke. 

Unser Satz gilt aiich, wenn die Bildkurve teils oder ganz unterhalb 
der »-Aehse verlauft. Dock wollen wir dies erst nachher er- 
lautern, um jetzt nicht zu weit abzuschvreifen. 

Kehren wir vielmehr zu der auf S. 219 gestellten Aufgabe zuriiek. 
Sie bestand darin, diejenige Funktion y von x zu fidden, die fiir 
« =3 den Wert Null hat und deren DifEerentialquotient 


ist. Einerseits sahen wir, daB -wir die Aufgabe durch die Formel 

y—J'Q,la?dx 

3 

ausdrtok^n kfimien. Andererseits haben wir erkaniit, da6 sich y als 

^ Dieser ScliluQ gilt niclit mehr, wenn die Kurve in dem betrachtetcn IntervaU 
unendlieb oft steigt und fallt. Aber derattige aufiergewohnliclie Funktionen kommen 
fir uns niebif In Betracht. 

Scliiffers, MrbtioU d* Mmihomatik. 
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die Summe der Inialte von unendlich Vielen unendlich schmalen 
Rechtecken auffassen lafit und dafi diese Summe nichts anderes ist 
ids die Mache, die von der avAchse, von der Ordinate der Stelle 
2=3, von der Ordinate der beliebigen Stelle x imd von der Bild- 

kurve der Funktion z = 0,1®* 
begreizt vrird. Siehe Kg. 168. 
Dabei gilt als Flacheneinheit, 
weil w X und z mit derselben 
Einbeit gemessen haben, das 
Quadrat, dessen Seite eben jene 
Einbeit ist. Es ist in Fig. 168 
besonders angegeben. (Die Figur 
brauchen wir nacbher noch ein- 
mal, daber die dann zu be- 
sprecbenden iibrigen Angaben 
darin.) Beide Arten, uns 
Fig. 168. von der gesuchten Funk- 

tion y von X einen Begrifl 
zu macben, geben noeh, keineswegs die LSsung der Aufgabe. 

Aber "wir woDen diese LSsung jetzt endlieb bringen. Sie ist sehr 
emfach: y soil ja den DiSerentialquotienten 



baben. Nun hat a:» den Differentialquotienten 3a:*, also 4 a:* den Diffe- 
rtntialquotienten a* daher|.0,l.a:» den Differentialquotienten 0,1a:*. 

t ^ eiue Funktion, die denselben Differentialquotienten wie 
y bat. Nacb Satz 2, S. 213, bat daber y die Form 


y— 


■ffo c me Eonstante ist. Da ferner fur 
non y ^eicb Null sein soil, mufi 


a: =3 der Wert der Funk- 


id 


^ — 10 + , d. h. c = 
sein. Demnacb ist 

die gesHclite Funktion. 

0- 1 ^-^” OA ^ geschraffte Flacbe den Wert (5), wo 

SI wir OQ = 7 angenommen, 

M d^_ ^ to y der Wert *.7*- oder 10,533 ergibt 
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Wir kdnnen die Aufgabe und ihre Losuag (5) in der 
einen Gleichung zusammenfassen: 

X 

( 6 ) J 0,lx^dx^ 

3 

Verweilen wir noch ein wenig bei ihrer geometrischen Deutung in 
Fig. 168. Lassen wir die Endabszisse x oder 0 Q um unendlich wenig, 
um dx Oder QQ\ zunehmen, soaijidert sich auch die Flache?/. Sie 
wachst um den Inhalt d y des unendlich schmalen Streifens P P Q Q , 
der oben durch ein unendlich kurzes Kurvenstiick PP' begrenzt wird. 
Der Inhalt des Streifens ist grofier* als der des Rechtecks PRQQ'^ 
Wenn wir durch P' die Parallele ziir rr-Achse ziehen, bis sie die 
verlangerte Ordinate QP in R' txifit, entsteht dagegen ein zu groBes 
Rechteck R'P'QQ\ Also ist: 

Rechteck PRQQ' <dy< Rechteck R'P'QQ'. 

Da QP die zu x gehorige Ordinate z =0,1x2 Qp' die zu x + dx 
gehorige Ordinate 0,l(x + dx)2 kommt: 

0,1x2 ,dx <dy < 0,1 (x + dx)^ . dx. 

Dividieren wir mit dem Zuwachs dx^ der positiv ist, so bleibt nach 
wie vor der erste Ausdruck kleiner als der zweite und dieser kleiner 
als der dritte. Also kommt: 

0,1 x2 <! ^ <c 0,1 x^ “1- 0,2 X d X -f- 0 ,1 d x2. 

Folglich ergibt sich durch den Grenziibergang nach Satz 10, S., 66. 

Der Leser moge sich daruber klar 'werden, daJJ wir hier den 
fruheren Weg umgckehrt eingeschlagen haben: Wir haben gezeigt, 
daB die Fiache y eine Funktion ist, deren Differential- 
quotient gleich 0,1a:* ist, wahrend wir vorher zeigten, daB 'die 
gesuchte Funktion y, d. h. die Funktion, deren Differentialquotient 
gleich 0,1a:* ist, als die Flache dargestellt werden kann. — 

Die Betrachtungen, die wir hier an einem Beispiele durchgefuhrt 
haben, gelten im groBen und ganzen auch sonst. Wir diirfen uns 
deshalb jetzt kurz fassen. 

Die allgemeine Integratio nsa uf gabe lautet: 
Gesucht wird eine Funktion y von x, die erstens fur 
einen gegebenen Anfangswert a: == a den Wert Null hat 

16 * 
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und die zweltens einen gegebenen Differentialquo tienten 

( 7 ) 

hat, wo also f(x) eine gegebene stetige Funktion von x sein 
soil (In unserem Beispiele war f(x) die Funktion 0,1 nnd a 

Statt (7) konnen wir schreiben: 

(8) dy {x)dx . 

Diese Fennel zeigt: Wenn die unabh^gige Veranderliche irgendeinen 
Wert X erreieht hat und dann um dx zunimmt, soli dadurch eine Zu-^ 
nahme von um f {x)dx bewirkt werden. Also: 

Satz4: 1st y eine Funktion von x, die fiir x=^a den 
Wert Null hat und deren Differentialquotient rfy gleich 
einer gegebenen stetigen Funktion f(x) ist, so hat man y 
aufzufassen als eine Summe von unendlich vielen unend- 
lich kleinen Zunahmen f{x)dx, die eintreten, wenn x vom 
Anfangsw.ert a bis zu einem beliebigen Werte Schritt fiir 
Sehritt jedesmal um die unendlich kleine Grbfie dx zu- 
nimmt. Dabei ist in f{x) unter x der jeweils schon erreichte 
Wert der unabhangigen Veranderlichen zu verstehen. In 
Forniel: 

y= f 

a 

Die Formel liest man so: y ist das Integral uber f{x) dXy 
erstreckt von a bis x, 

Wie im Beispiele konnen wir immer y als FI ache deuten. An 
die Stelle der Bildkurve von z = 0,1 x^ tritt die der Funktion 
z = f{x). Wenn die Einheiten der x und z irgendwie gewaUt 
sind, ist als Flacheneinheit das Rechteck zu benutzen, dessen beide 
Seiten diese beiden Langeneinheiten sind. In Satz 3 haben wir schon 
ausgesagt, daB jene Flache als Summe von unendlich vielen unend- 
lich schmalen. Rechtecken aufgefaBt werden darf. 

Wir haben nun nur noch einen Umstand zu erorteni, den wir 
oben (auf S. 225) erwahnten, ohne darauf einzugehen: Jedes von den 
schmalen Rechtecken hat die Grundlinie dx^ w3.hrend seine Hohe die 
jeweils erreichte Ordinatenlange f{x) ist, so daB der Inhalt des Recht- 
ecks das Produkt f(x)dx ist. Hierbei sind nun die Vorzeichen 
beider Faktoren f {x) und dx zu beachten. Daher konimen vier 
FaJle vor, siehe Fig. 169—172: 
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e =f\x) liegt oberhalb der ai-Achse, d. h. f ix) ist auch positiv. le e 

Mg. 169. Hierist die Flache /(a:)da! positiv. liegt 

2 . Fall: a: iiiimnt wie vorher zu, a er ^ 
nnterbalb der avAchse, d..h. ffx) ist negativ. Siehe g. 

Mache f'ix)dx ist jetzt negativ. 



_ „ • + on fi h a: ist negativ, wSbrend die Bildkurve 

3. Fall: x nunmt ab, d. h. isx negduv, 

oberMb der »-Actoe Uegt. d.h. /(*) P""' 

Die Flaebe /(«)d» W jetzt eegatize liegt unter- 

4. Fall: « nimmt wie vorher ab „ p? djeiie 

halb der «-Achze, A b. / (*) W negativ. Siehe Jig. 172. We 

iix)dx ist alsdann positiv. 

s. den FBlen 4 rateSr toei.: 

« A„,endnn^n U.«^^ 

Endvrert von i ''“/"®'’'™?.L'Xnehnien Mt. Dnsero Setraeh- 

als Anfang wahlt und x von da an abnenm 

tung gibt den 

Satz 6: Das Integral 

y=.J'f{x)dx, 

gebene Funktion /(») Koordinatensystem 

Zu diesem Zweck hat _ , . . ^ die Bildkurve der 

gegebenen ^bszissenachse, der zug =fl 

Flache, dio von der Kurve, ^er ads^ . . , • _ 3. gej^grigen 

gehorigen Ordinate "“‘J ^®p,^“^eijilieit ist dabei das aus 
Ordinate begrenzt wird. Fla Pechteck Die Flache 

der X- und der ^-Einheit hergestellte RechtecK. 
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tann als die Summe derjenigen unendlieh yielen xm- 
endlieh schmalen Rechtecke aufgefafit werden, die ent- 
stehen, wenn man zwischen der Anfangs- und der End- 
ordinate lauter Ordinaten in gleichen und nach Null stre- 
benden Abstanden einschaltet und durch jeden ihrer End- 
punkte die Parallele zur aj-Achse zieht, bis sie die folgende 
Ordinate trifft Der Inhalt eines solchen unendlieh kleinen 
Eechteeks ist mit Riicksicht auf sein Vcrzeichen in Reeh- 
nung zu stellen, das von den Vorzeichen der Grundlinie 
und Hohe abhangt. Das erste Vorzeichen ist positiv oder 
negativ, je nachdem x^a ist, das zweite, je nachdem die 
Kurve positive oder negative Ordinaten hat. Voraus- 
gesetzt wird ferner, daJ3 f(x) in jlem betrachteten Intervalle 
von a bis x eine stetige Fnnktion von x sen 



Fig. 173. Fig. 174. 


Zur Erlautenmg der Yorzeichen mSgen noeh die Elg. 173 und 
174 dienen. Das Eutegral 


J' f{x)dx 

a 

wo der Endwert x> a ist, die Summe der geschrafften 
Machen^(^e, von denen das linke positiv, aber das rechte nfegativ 
wt. to W^heit steilt also hier das Integral eine Flaehendifferenz dar. 
Daadbe in ilg. 174, nur gind Her die Vorzeichen gerade umgekehit, 
wed der Endwert z < a ist, die unabhahgige Veranderliche x also ab- 
nimmt, d. h. dx negativ ist. 


Wie man totegrale wirklich berechnet, dariiber sagt Satz 5 

Integralbegriff beleuchten. In den 
^ Beispiele, in denen die Berechnung 
tor totegrale kerne Schwierigkeiten machen wird. Erst viel sphter 
werden wir die eigentlichen totegrationsverialiren bespreclien ^ 




§ 3 . Beispiele zur FIfichenmessung. 

Die Aufgabe, Elachen auszumessen, ist nach dem Vorhergehenden 
eime Aufgabe der Integrabreclmung. Zur Einubung des IntegralbegnSes 
empfiehlt es sich daber, zuerst Beispiele aus der Hachenmessung durch- 
zunehmen. Wir werden sehen, dafi manche in den Naturwissen- 
schaften und in der Technik auttretende GroJJen als Intepale zu defi- 
nieren sind. Daher erhellt, daJJ taan mancherlei in den An- 
wendungen wiehtige Begriffe in besonders anschaulic er 
Weise durch Flachenraume darstellen kann. Wir erwahnen 
es, um darauf Hnzuweisen, dafi Aufgaben iiber Biachenmessung auch 
fiir andete Zweeke wichtig sind. 

1. Beispiel: Die Bildkurve der quadmtischen lUnWon « + *'» + ^ 

Paiabel (vgl. S. 95). Man soil die Flache beredmen, die zwisAen dw , 
der SB-Achae, der Ordinate der Stelle * = a# und der zu emem behebigen a-gehonge 
Ordinate gelegen ist. Diese Flache ist das Integral: 


y=J' {a + bx+ e3?)dXf 


d. h. diejenige Funktion y von L. die fflr Wert M 

DaerentialqiTotient gleich o + 5* + ist Wir kennen 
von x, die diesen Differentialquotienten hat Denn da 1 , x, 
qnotientem von x, f x», and, ist a 4- h* + «*• der von 

aa; + i 

Dio gesuchte Funktion y von x ist also eine Funklio^ f^iv^^rJ?**”******' 
qnotienton hat wie diese. Nach Satz 2, S. 213'-hat ne deshalb die Form . 

y as; aaC 4* ^ * 

wo k ane Konstante ist WeU y = 0 sein soil, wenn x = x, ist 
0 as fla?o + 4 ^ 

sein, d.h. i a 

Tc = — aai,— — * 

so dafi sich ergibt: 

(1) y=o(x-av,)+i5(**-a;.*) + ie(»^-®**)- 

Nun ist zu beaehten, dafi die Fliiche y aus poritiv® imd 

stehen burn. -Zahlenbeispiele sind deshalb ntitzbch: Bei da Paiabel, die die 

Bildkurve da Funktion 

a= 6—4x4- a? 

ist siehe Kg: 176. wo w wie im vorigen Para^aph^ ^e Or^te T-'-T 
sum Bnters^ede von dem Werte y da Fl&che, erhalten w, da a - 6, k- 4, 
ca= 1 ist, nach (1) die Fl&che: 

(2) y=: 6 (X—Xo) — 2 (** — *»*) + 
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Da die Parabel vollstandig oberhalb der a;-Achse verlauft, stellt die Formol die 
Flache mit Plus 2 eicheii vor, weiin x'> ist, mit Minuszeichen, wenn xcix^ ist. 
Die FlSiCbe z. B., die zwischen den zu a; = 0 und x.= i gehorigen Ordinaten liegt, 
ist, wie man durcli Einsetzen von iCj, = 0 , a; = 4 in ( 2 ) erkennt, gleich 13 J Flachen- 
einbeiten. In Fig. 376 sind die Abszissen- und Ordinateneinheit gleich grofi, so 
dafi die Flacheneinheit ein Quadrat ist. Setzen wir in ( 2 ) fiir Xq deifcyWert 0 und 
Mr X den Wert ~ 1 , so ergibt sdch der zwisehen der Abszissehachse, eer Parabel, 
der y-Achse und der zu a; = — 1 gehorigen Ordinate gelegene Flachenraum mit 




Fig. 175. Fig.l76. 

Minuszeichen, daa;<a:o ist. In der Tat kommt der Vert — 8 J. Der Flachen- 
rai^ ist also gleich 8 J Flacheneinheiten. Daraus folgt, daB die Flache, die 
zwischen der Jc-Achse , der Parabel und den zu Xq== — 1 und £c = 4 gehorigen 
Ordinaten liegt, gleich 13-| + oder 21 f Flacheneinheiten ist. Die Formel ( 2 ) 
gibt wirklich diesen Wert, wenn darin Xq = — 1 , a; = 4 gesetzt wird. 

ISiehmen wir je.tzt die Parabel an, die das Bild der quadratischen Funktion 
z — . — 3 4 - 8 a; — 2 x^ 

ist, slehe Fig. 176, so ist a = — 3, 5 = 8 , c = — 2, so dafi ( 1 ) die Flache gibt: 
i^y 2/ = — 3 (x ^ x^y 4- 4 (a;2 — — \(x^^ Xq®) • 

Wahlen wir z. B. Xq = 0 , x = 4, so kommt y = 9|. Da hier x >X 0 ist, liegt entweder 
der Fall der Fig. 169 oder der Fall der Fig. 170 vor, d. h. die oberhalb. der x-Achse 
gelegenen ilachenstiicke sind positiv, die unterhalb der x-Achse gelegenen negativ. 
W^eil die P^abel zwischen x == 0 undx = 4die x-Achse zweimal durchschneidet, ist 
das Ergebnis gleich dem oben gelegenen Flachenstiick, vermindert um die beir 
den unten gelegenen. Die Schnittstellen der Parabel mit der x-Achse gehen au^ 
der quadratischen Gleichung 

— 3 4- 8 x— 2 x 2=:.0 
hervor, woraus nach S. 110 folgt: 

X = 2 ± j/iF. 
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0'k)erlialb der x-kohm liegt also das Maelienstiick voa 

So = 2 — il'io = 0,419 bis a = 2 + ^ ViO = 3,581 . 

Anf dies FlSchenstiick allein ■wollen ■wit jetzt die Formel (3) an'wenden. Weil Mar 

X — Kj = 

a*— a/ = {a+ ZoX® — ®o) = 

a* — ®a® = (a® 4- a ail + V)(® — ^o) = ^ 19 


ist, "wobei XlO poaitiv ist, kommt nach (3); 

y = 3| • I^io = 10,641 . 

Da diese Fl&che, ■vermindert um die beiden uaterbalb der a-^ise gd^ei»B 
Stiicke von a = 0 bis a = 2 — XiO und von a = 2 + | XlO bis a = 4, 
nach der vorigen Rechnung gleieh 9^ ist, miissen diese beiden gptsen Stuebe 
unterhalb dor a-Achse zusammen absolut genommen gleieh 3 ^ . I^lO — 9| oder 
rund 1,208 Fl&cheneinheiten sein. Jene ' beiden spitzen Stiicke Md 
wegen der Symmetrie der Parabel hinsichflich dei zu a= 2 geh5ngen_Ordinate 

(vgl. S. 96) gleieh grofi, so dafi auf jedes ^ (3J . J'lO — 9J) | ^ KlO — 34) 

Sheneinheiten e^tfailen. Dieaei Wert ergibt sich in der Tah aber negativ 
■wenn in (3) fiii a„ der Wert Null und fur x der Vert 2 - i XlO gesetzt wird. 

Die Formel (1) fvir die FlSche von a,, bis a bei iigendeiner Parabd 
,^4^ 0 = a + bx + cx* 

kaim nock etwas anders geschiieben warden, ^ftSer^die^^ 

Ordinate bestimraen, die znr Mitte zwiscben baden, a. 
i(xo+ a)geh6rt. Nach (4) gehort zor 

Abszisse xo die Ordinate So =fl+!'^o+«o’’ 

„ i(x+a„) .. z,= a + ih(x + x„)^ie{x+x,f. 


02 = a + hx + 


Also ist: 
dalier 


00 + 4«1+ 2a = 6«+ Xo) + 2c(a?+ xag-i- x,*). 




Hx-Xo)(0o+ V) + 

. w . der Hache y Wenn wir i (x-^) beseidineE. 

Dies aber ist der Wert ( 1 ) der Wt daher: 

so dad die Strecke von Xo bis x gleieh Parsbel mit mr 

Die Flache y, die von ^er =-Aeb ^iaer qnadia- 

y-Achse paxalleler A-chse, i h. eiM ^^ 4 e^„r 

tischen Funktion “+ *’®+^f’/stellt sich, wenn Zi die in der Mitte 
End ordinate H begrenzt wird, “ _ Ordinate ist und z, von ,^1 

zwiseben den Geraden 00 geUge^^^^ 

sewie zi von Zj den Abstan > 

y,= ^rt(%+40x+ HY 

ffiehe Fig. 177 . 
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2. Beispiel: Jetzt liege die zweiwertige Funktion 2 [/J + 8 vor. Ihre Bil.d- 
kunre, siehe Fig. 178, geht aus der in Fig. 106, S. 164, hervor, weim man die Ordi- 
naten verdoppelt and dann die Kurve am 8 Einheiten nach oben verschiebt. XJin 

die Satze des vorigen Paragraphea 
anwenden zu konnen, miiseen wir 
festsetzen, dafi j/x entweder positiv 
Oder negativ genommen werden soli. 
Im ersten Fall gilt die obere, im 
zweiten die untere Kurve. Bie 
Eache, die von der Kurve, der 
a;-Acbse und den zu a? = 1 und 
einem beliebigen x gehdrigen Ordi- 
naten begrenzt wird, hat den 
Inhalt: 

X 

Fig. 177. Fig. 178. y= ^*(21^*+ 8) i*. 

1 

Si« ist eine Fnmktioii y der Endabszisse a mit dem Differentialquotienten 

2 yS + 8 = 2 *^ + 8 . 

AuB^em ist sie ^dcJiNijUffir *= 1. Nun ist a ^ der Differentialquotient von 
f ** Denmacli hat die Fnnktion 

8 * 

dHBdb«tt Mlfeentialqnotienten vie y, so dsB aus Satz 2, S. 213, folgt; 
y~T 8ae+ ky 

wofeeSneKonstanteist. Dat/ = 0 iur a = 1 seinmuB, konunt: 

0 = 4J/P + 8 + i. 

angenommen, so ist KT®= +1, sonst gleich-1. Also ist im 
*=-4-8 = -% 

d^iegmi i» zwdteii Fall: 



8=— 6|. 

Im Fall Yx > 8 ist also : 


aadim PaD }'i< 0 ; 


K** + 8x— 9i 


y=II'*®+8*— 6|. 

* • 8 + 8 -4^1 odor m i^h 

Wart - 4- 8 + 8 - 4 — 6 i odJiai gemeint ist, den 

die GieSe 33 ^ — J 4 | od« 18 f geschialfte FlSehe hat 
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3. Beispiel: Eine FunktLoa / (a) habe fiir x = a einen poativen Vert, ebenso 
Ito graBere Werte vott x, so daB ihre Bildkuive fur x^ a oberhalb der a-Achse 
verlfiuft, etwa -wie A P in Fi|. 119. Nun soU die Flaehe bestimmt weiJen, die too 
der Kurve -von A bis P und von den Strecken 0 A imd 
0 P begrenzt wd. Dabei aei A dex zu x = a und P 
der zu einem beliebigen a > a gehSiige Ponkt der 
Bildkurve. Die Flaehe ist jetzt nicht so begrenzt 
wie bishei. Vir fiihren die Aufgabe desbalb auf die 
Bestimmung andeier Flachen zurilck, indem wir die 
Ordioaten PA und QP ziehen. Die Flaehe zwischen 
der a-Achse, der Kurve und PA. und QP ist das 
Integral 



fi(x)dx. 

Das Dreieek OP A hat wegen BA.= /(«) den Inhalt ia/(a); also stellt 

ff(x)dx+ 

m lUata OHfAO w. !■* ■«“t“ t.* “‘nf 

abnziehen, die gleieh ^x/(x) ist. Demnach hat die in tig- 5» 

Fl&che den Inhalt: 

y=.Ji(x-)ax+ iaf(a) — ixi(x). 

In der Figur haben wir ubrige^ die =4 

ist hier /(x) = 16 ; x*. AoBerdem haben wir a - 2 angenonune 

ist. Dalisr kommt: 

2 

• ffii ic = 2 

B. M«. .rf«t.nd. St I). •« -1 =- 

W«t Null liat uttd derai Biffereiiddq^lie ^ “ _ 16 : i. Ddnm"* i»t 

de, 1 : - r d= r». 

das Integral nach Satz 2, S. dJidS, erne niui. 

+fc, 

d. K .1 1-.1- Fiir X = 2 soB die Funition sea; 

wo ft eine Konstante bedeutet. Fur x- <2 s 

fc ist daher gleieh 8. Also komint: 


16 




A 

a; 


1, Kg. ‘ M»ii. w ai. 

Bmal so gtoB wie die Flachenei ei . «,„psseii ha denen 

In den Beispideh liaben 

feL^o ^ ““ 
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Endabszisse gleicli einer bestiiiii?;tt6ii Zahl setzt. Wird^ von vom- 
heroin die Aufgabe gestellt, die Flache zu berechneii, die von dei 
rc-Achse, der Bildkurve der Punktion f(x) und den zu bestimmten 
Abszisseii x =^ci und x = 1) gehorigen Ordinaten begrenzt vrird, sc 
handelt es sich um den Wert des Integrals 

z 

y=f 

a 

fiir a: =&, also um den "Wert von: 

b 

(7) y f{x)d,x. 

a 

Man nennt a und b die Grenzen des Integrals. Wir diirfen bei der 
Losnng der Aufgabe nieht von vornherein als obere Grenze den be- 
stiminten Wert h einsetzen, weil wir ja zunachst eine Funktion von x 
ermitteln mussen, die den Differentialquotienten f(x) hat. Wollten wir 
von vornherein x = l setzen, so wurde nieht eine Funktion von x 
gesadit, sondern eine bestimmte Zahl. Diese konnen wir nicht 
geradezu finden. Vielmehr miissen wir auch dann, wenn die 
obere Grenze des Integrals wie in (7) bestimnit gew^hlt 
worden ist, vorerst die obere Grenze noch beliebig, gleich 
X, lassen: 

X 

y7 (x)dx. 


Erst Each: Erledigung der Aufgabe, dieses Integral zu be- 
reehiEen, setzen wir im Ergebnisse den bestimmten Wert i 
far X ein. 

Man nennt ein Integral (7), bei dem beide Grenzen bestimmte 
Zaldenwerte baben, ein bestimmtes Integral. 

Wir nehmen jetzt an, zwei Kurven Ci und 
Cj seien gegeben, die zwischen zwei Senkrechten 
zur x-Achse verlaufen, siehe Kg. 180. Dann 
ist die Kacic zwischen den Grenzgeraden und 
beiden Kurven die Diffierenz der Plache von 
der z-Acbse bis zur oberen Kurve und der 
Hache von der a:-Achse bis zur unteren Kurve Cj. 
Jede dieser Flachen ist nach Satz 3 als eine 
Summe von unendlieh schmalen Rechtecken auf-. 
zufassen, die in der Kgur angedeutet sind. Die 
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m SteX 

geich der Ordinatendiflerenz yon e, Ld e S ^ 

2Sh™“ri^/j “ ielrderTActa 

Is" *' *-Aohse und der neaen Km-e y liejt. 

Bildkurye von U{x) una die yon Ux), so bedeutet 


Flaehe (c, e,) = Flache (xc,) - Flaehe (x c,) = Flache (x y) 

ist, wo die Bezeichnungen ohne weiteres yerstandJich sind, ergibt sich, 
wenn a und x die Abszissen der Anfangs- und Endordinate bedeuten: 

^ Z X 

(9) y'fi (x) Ax -Ji^ (x) d X = yi/i (x) - /a (x)] dx. 

(I a a 

Ehe wir dies als Satz aussprechen, bemerken wir, dafi man unter dem 
Integranden des Integrals (8) die-^Funktion f (x) versteht (entsprechend 
'wie man vom Subtrahenden, Miimenden and Dividenden redet). Mit 
Benutzung dieser Bezeichnung konnen wir die Formel (9) so wieder- 
geben : 


Satz 6: Die Differenz zweier Integrale zwiseben den- 
selben Grenzen ist gleich dem Integral der Differenz der 
Integranden zwischen denselben Grenzen, 


4. Beispiel: Die im 1, Beispiel betrachfceten Funk- 
tionen; 


— 3-f8a: — 2x“ und 6 — 4:X 


habea als Bildkurven Parabeln und c^, die sick, in 
dasselbe Koordinatensystem eingetragen, in zwei Punkten 
schneiden^ Siehe Fig. 176 und Fig. 175 sowie die neue 
Fig. 181. Die Schnittpunkte sind leicht zu finden. Sie 
haben Abszissen a:, zu denen bei beiden Kuiven die- 
selben Ordinaten gehoren; alsa ist fiir sie: 


— 3 4* 8a; — 2a:2 = 6— 4a; 4* a:* 


Oder 

3x2-12x4-9 = 0. 

Diese quadratische Gleichung bat die losungen x — 1 
und a =s 3 (vgl. S. 110), Wollen wir nun die gescbraffte 



Fig. 181 . 
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FliUilie zwischen den beiden Kurven Ci und Cj bestimmen, 
Differenzkurve y, d. h. die Bildkurve der Punktion: 


Oder 


(—3-1- Sx — 2ii^) — (6 — 4a;+ 
— 9 + 12x — ^xK 


so bilden wir die 


Sie ist aucb eine Parabel und^ schneidet die rr-Achse an den Stellen x - 1 und 
a; = 3. Die gesuchte Haelie ist das bestimmte Integral: 

2 

/* 

J (— 9 + 12a: — 3a:“)d®. 

1 

Zuerst bereclmen wir aber wie gesagt das Integral mit veranderlich gelassener oberer 
Orenze x\ 


z 



+ 12x---‘^a^)dx. 


Wie der Leser selber ausrechnen moge, ergibt sich: 

y :=z — 9£c + Gcc® — 4 ^ 

Ffir a = 3 kommt also der Wert = 4 fiir die in Fig. 181 geschraffte Flache. 

Da TO beim Hacbenmessen sind, schalten ivir noch einige Bemer- 
kungen ein, die ach zwar auch darauf beziehen, aber unsere Be- 
trachti^ der Integrale nicht weiterbringen. Deshalb mbgen dies'e 
Bemerkungen in Ideinerem Druck stehen; man mag sie nach Belieben 

mitnehmen oder uberspringen. Gebraucht werden sie in iinserem 
Buehe nicht. 
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ZttnS-clist “bespreclieMi wir eine Vorrichtung zmn mecliaiHsclieii Ausmesseii lie- 
liebiger Miclieiistiiclce, ein sogenanntes Planimeter, insbesondere das Polar- 
pi ami laeter: 

Vir nebmem eine Strecke AB vom der Lange I (siebe Fig. 182) an, die 
wir amf der Bbene irgendwie fortbewegen, Ms sie in eine Emdlage UV kQmmt Die 
IMdem A and B besdireiben Kurven AU und BY. Die Stiecke iiberstreiclit eine 
gewisse, in der Fignr gepirnkteteFlaebe, die wir bestimmenwollen. Urn Ton AB nach 
UV zn kommen, kdnnen wir auch. so Terfahren: Wir verschieben I parallel, bis A nacb 
U kommt, so dafi I ein Parallelogramin ABUW uberstreicbt. Dann dreben wir I ans 



» die 

vorhin angenommeme Beweguiigsvorgang, Wir _ sei Jl,Bi dne d® 

caches Verschiebea md Dreben xweimaJ TO 

lagen, die I bei der riclitigen Beweg^ ge g verschieben I parallel 

I yen AB paraUel nach dreb^ « . ‘^7 ll^lten Xwei 

.a ABa Bacb U-W, und dreben I “‘"ich am ^ in d« Lage ^7^ 

der Z-wisehenlagen A^ Bx und B* ein, ^ von Zwiscbenlagen des 

der Fall der Fig. 184 vor. Wenn 5*^ toch Tersebieben und Brehen 

States dnschalten und von jeder lage i Tnachen der Parallelogramitte nnd 

iibergehen vie in Fig. 186. veieht die Stab 1 bei der riebagen 

Kreisausschnitte nur nooh wenig Ton der Schritte dber jede Zahl 

Bewegung fiberstreiebt. Wenn ie ^jeht auieiiiaadei foigen, findet 

wacbst und die benuzten Zwischenla^n tm _ beveisen, kt niebt schwer. 
voile Cbereinstimmung: statt Dies m aller btrenge m 

Aber das Gesagte mag hier von A die Entfemnng a bat. ein Bld- 

Am Stebe 1 sei nun an ema Stelle B, ^ venn man 

oben angebraebt. dessen Acbse der Sto . ^^ei der 

duich geeignete Vorfcehrungen den S^b 1 d^ 2eigervoTricbtung angebraobt. 

bin belregUn Stab etsetst ^“J^^Hangen Weg eine Stelle anf dem 
80 daB man unmittelbar ablesen kann. einen vie ue 
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Urnfange des Rldchens zunicklegt, Wir lassen nun den Stab Z (siehe Fig. 186) zuerst 
ein Paiallelograinm von der Hohe dh imd dann einen Kreisausscknitt mit dem Zentri- 
■winkel dtp beschreiben. Obgleich dasKadchen bei der erstenBeweg^g auch in der 
Achsenricbtung glei|;et, rollt docb dabei nur ein Stiick 
des Umfanges von der Lange dh ab. Bei der z Wei ten 
Bewegung rollt dagegen der IJjreisbogen dk ab, der 
zum Zentriwinkel dtp und Radins a gehdrt. Daher ist 
dk= a dtp nacb S. 6, wenn wir den "V^nkel dtp ira 
Fig- 186. BogenmaB messen. Nach AbscMuB bei der Bewegungen 

l^n wir also an der Zeigervorricbtung den Weg 

dr = dh^ adtp 

ab. Andererseits baben die Flachen des Parallelogramms und Kreisausschnittes die 
Summe 

dF — Idh “i- , 

denn ld<p kt dec Bogen, I der Radius des Kreisausschnittes. JSfach der ersten Formel 
ist: 

dh = df — ad tpi 

setzen vdr dies in die zweite ein, so kommt: 

dF — Idr ^1(1 — 2a)d(p. 

Die Gesamtllaclie, die der Stab bei der angenomm^nen Bewegung von der An- 
fai^age AB bis zur Endlage UV beschreibt, ist eine Summe von lauter solchen 
Teilen dF fur den Fall, dafi dh und dtp' nach Null streben. Bemerkt werden muB 
dabei, daB dh oder dtp negativ in Rechnung zu ^etzen ist, sobald eine der bei den 
Bewegungen entgegengesetzten Sinn annimmt, was sehr wohl vorkommen kann. 
Die Summe aller Grofien I dr ist gleich der Konstante I, multipliziert mit dem aul 
dem Radchen zum Schlusse abgelesenen Gesaintwerte r aller Drehungen dr, 
Beim zweiten Glied ^l{l—2a) dtp ist der Faktor \l(l^ 2a) konstant. Die 
SumBB aller dieser Gro^n ist also gleich ^ 1 1 ■— 2 A), multipliziert 4nit der 
Summe der WmkAdtp aller Kreisaussphnitte. , Sorgen wir .nun .dafdr, daJB 
die Summe aller Winkel dtp gleich Null wird, so bleibt als Gesamt- 
iidie dnfach: 



{10) F = if, 

wo i die Stablange und r den vom Zeiger angegebenen Weg auf dem Radumfange 
Weutet. IMe Yorrichtung, die dazu dient, die Summe aller Winkel d tp gleich Null 
zu mache®, b^teht in folgendem: An den Stab I kniipfen.wir in A mittels eines Go- 
lenkes einen zweiten Stab von beliebiger LItoge m an. 
4:^ — ^ \ andere Ende P dieses S tabes, der Pol, wird 

" / I mittels eines Stiftes an einer Stelle der Zeichenebene 

V siehe Fig. 187.“ Jetzt lassen wir B eine ge- 

y schlo^ene Kurve c duicblaufen. Dabei macht der 
Punkt ^ eine pendelnde Bewegung langs eines Kreisr 
^ bogens um P hin und zuriick, so daB der Stab I einen 

- ^ ^ gewissen Flaehenraum :^scben diesem Kreisbogen 

und der Kurve c uberstreicht, wobei aber die von der Kurve e eingeschlossene Fl^che 
nur emmal, dag^en ier ubrige M jener FlEche doppelt von I iiberstrichen wird, 
^ Sinnen der Bewegung. Da die Strecken dh 

und die Wmkd dy. im einen Sum poativ, im andeten negativ sind, heben sich die 
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doppelt iiberstrichenen Flachenraume auf, und es bleibt als das Ergebnis die 
von der Kurve c eingeschlossene Flache F iibrig. Denkt man sich duich 
irgendeinen festen Punkt eine Parallele zu I gezogen nnd lafit man sie walirend der 
Bewegung bestiindig parallel zu den jeweiligen Lagen von h so pendelt diese Parallele 
dnrch e.inen gewissen Winkel lun und zuriick in ihre Anfabgslage. Die Winkel, die 
sie bei jedem Teil der Bewegung bescbreibt, sind die Wipkel drp; die Sum me aller 
Winkel d(p ist also in der Tat gleich Null, so dab die Formel (10) gilt. 

Mithin ist die Flacbe F der geschlossenen Kurve c 
gleich der LUnge von I, multipliziert mit der am 
Radchenrande abzulesenden Zahl r. Das Planimeter 
ist iibrigens so eingerichtet, daB man am Radchen* 
rande nicht r, sondem. sogleich das Produkt Ir, also 
die Flache F abliest. 

Die Winkel d heben sich gegenseitig nicht auf, 
wenn jene gedachte Parallele zu I in ihre Anfangs- 
lage zurilckgelangt, nachdem sie eine ganzo Um- 
drehung um ihren festen Punkt gemacht hat. Dieser 
Fall, fiir den also die Formel (10) nicht gilt, tritt 
ein, wenn der Pol P wie in Fig. 188 im Iimern der 
Kurve c angebracht worden ist. Solche Falle 
miissen also vermieden werden. Ist die aus- 
zumessende Flache F zu groB, so zerlegt man sie in kleinere Stiicke, die man 
einzeln ausmiBt. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man ohne ‘besondere Vorrichtung ange- 
nahert die Flache einer gezeichnet vorliegenden geschloSsenen Kurve 
bestimmen kann. Jede Flache kann man durch Teilung mittels gerader Linien 
in Stiicke zerlegen, die wie die in § 2 betrachteten Fllchen je durch eine Kurve, eine 
Gerade und zwei dazu senkrechte (Jeraden begrenzt 
werden. Wir beschranken uns daher auf Flachen, die 
von einer r-Achse, einer Kurve c und zwei Ordinaten 
eingescMossen werden. 

Ein erstes Naherungsverfahren ergibt sich so: 

Wir zerlegen die Flache, siehe Fig. 189, durch eine Anzald 
Ordinaten iii ^ Streifen von gleicher 

Breite m und fassen jeden Streifen als ein auch oben 
geradlinig begrenztes Trapez auf. Der Inhalt des Fig. 189. 

ersten Trapezes ist nach bekannter Formel | m (zo + Zj). 

Die Summe aller Trapeze gibt fiir die Gesamtflache als Naherungsformel die soge- 
nannte Trapezformel: 

(II) F = m (i 4* 2?! + 02 + . . . -f j -j- } 0^), 

Eine andere Naherungsfoxmel beruht darauf, daB man die Kuxvenbogen durch 
Parahelbogen ersetzt, namHeh durch Bogenstiicke von Bddkurvett quadratischer 
Funktionen a + hz + esc®. Wir sahen, daB die Flache zwischen der Parabel, der 
z-Achse, einer Anfangsordinate Zq und einer Endordinate den in (6) ange- 
gebenen Wert 

hat, wenn z^ die Mttelordinate ist und m dieselbe Bedeutung wie vorhin hat. "^Hier 
fassen wir also zwei aufeinander f olgende Streifen der Flache angenahert immer als 

Scheff erst XeUrbuch d. M&fchemfttlk. 16 
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Fig. 190. 


(i 


Fig. 191, 


einen Streifen einer Flache auf, die oben von einer Parabel wird. Dwliiilb 

werden wir zwischen Anfangs- und Endordinate eine un get a de Anzabl 2n I von 
Ordinateti in gleichen Abstanden, einschalten, tim eine gerade Afimbl 2n 

Streifen zu (rhaltcn, von denen wir je /.wei i»fh disr 
Formel zusammen berechnen. Es seieii %* 3|, ^2 » • • 
alle 2nH- 1 Ordinaten. Der Abstand jii zwiier vcmidii- 
ander sei m, Siehe Fig. 190. Nim kt zu surainieriii: 

■Jm [(^0 + 40J, + 22) + (22 + 4% 4“ ^1) 4 • • * + 

+ (^2n-2 + 422ft«l + 

Dadurcn ergibt sicb fiir die FEcha F ate Nitlitiruii|cs* 
formel die sogenannte Parabel formel odor SimmiwscIk* 
Kegel : 

(12) 2? = J m [(a„ + + 4(ai + a* + . . . + + 2 (a^ + + . . . + aa„ g)]. 

Beide Regeln (11) und (12) fiihren zu um so besseren Ergebnl»en, je melif 
Ordinaten eingeschalten. werden. Wir warnen aber vor allzu grofJer Werl- 
sehatzung dieser Naberungsforrrjieln. Flit gawiiiti 
Kurven geben sie auffallend sohlechfce Warta. Wtiiiii 
man z. B. den Halbkreis vom Radius Eins w&blt und dli 
Flache in 10^ gleichbreite Streifen tailt, so daB m » 0,2 kt* 
kann man die 11 Ordinaten genau berechnen, alio die 011 t 4 i 
der Kegein prufen, da man ja weiB, daB die FlEche glekh 
Hier ist, wie man aus rechtwinkligen I>reit€ken, ikti# 
Fig. 191, leicht berechnen kann: 

*0= 0, *1=0,6,^ ajj=0,8,^ 8,= i VE, I Ke, 1, 

* 0=1 re, *7 = i ]/h, as = 0,8 , 3, « 0,6, a,o » 0, 

so dafi die SiMPsonsche Eegel (12) fur n = 6 (nSmlich 2n + 1 » 11) liofert: 

0.8 _ 

15(15+2^21+2^6). 

doch i n Oder rund 1,6708 ergeben sollte. Also 
sehondie zweite Dezimale ist falsch. Die Trapezformel (11) ^bt hier 

0.08 (9,6 + J/2i + 2J/6). 

Dies ist rund 1,6185, also ein auBerordentUch schlechtes Ergebnis. 

be3telitLin’'S*'l*n^®® angenSherten Flichenmessung 

® ““f Papier *eichnet. ausschneidet und aui eiwr 

LrsteuT w f ein Papierstiick *b das die FlkcheneinJbftit 

, so ist der Bruch aus beiden Gewichten die gesuchte Flachenzahl. 

§ 4. Verschiedene Anwendungen des Integralbegriffs. 

A. Berechnuag von Mittelwerten. 
ibppm J^i> Vi' • • Vn gcgoben sind, versteht man unter 

mittei xhre bumme, dividiert mit ihrer Anzahl: 


A) 


wi — yi + y» + • • • + 
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Diese Form el kann man nicht mehr zur Ausrechnung benutzen, wenn 
es sich lira das Mittel von unendlich vielen GroBen handelt, 
von denen wir voranssetzcn, dafi sie eine stetige" Keihe Widen, so dafi 
jede folgende GroBe nur unendlich wenig von der vorhergehenden ab- 
weicht. Man denke z. B. an die mittlere Tagestemperatur eines Ortes 
Oder an die mittlere Geschwindigkeit eines Stromes. Um die Formel (1) 
fur Mittelwerte von unendlich vielen GrbBen brauchbar zu machen, 
legen wir ihr zuniichsi; eine georaetrische Deutung unter. Auf einer 
Geraden, der a;-Achse, siehe Fig. 192, errichten 
wir in gleichen Abstandcn £ voneinander Lote, 

Ordinaten, und machcn sic gleich i/i, 2/2 • - • 2/n- 
Jede Ordinate benutzen wir als Hohe eines Recht- ^ 

ecks, dessen Grundlinie die im h'uBpunkt an- ^ 

stoBende folgende Strecke e sein soil. Diese Fig. 192. 

Rechtecke haben die Inhalte e ey^ . . . sxjn. ■ 

Ihre Summe ist gleich der in (1) im Zahler stehenden Summe, multi- 
pliziert mit e. Andererseits ist ne die Summe der Grundlinien aller 
Rechtecke. Da nun naeh (1) 

(2) we. w =ej/i -f ej/ 2 - 1 - .. . -F ej/„, 

ist, folgt: Das Mittel m ist die Hohe desjenigen Reehtecks, 
dessen Grundlinie die Summe der Grundlinien- aller n 
einzelnen Rechtecke und dessen Inhalt die Summe der 
Inhalte aller w einzelnen Rechtecke ist. 

Diese Deutung laBt sich nun anwenden, wenn es sich um das Mittel 
von unendlich vielen stetig aufeinander folgenden GroBen handelt. 
Vorgelegt sei ntalich eine stetige Funktion; 

(3) ' 2/=/(a:)- 

Geben wir dann dem x vom Anfangswerte = a an Werte a, 
a-f-Sda; usw., die bei bestandiger Zunahme um dies el be unendlich 
kleine GrSBe d-x hervorgehen, bis x schlieBlich irgendeinen Endwert h 
erreicht, so gehdren zu diesen a;-Werten Werte von y, und wir suchen 
das arithmetische Mittel aller dieser y. Zeiehnen wir die Bildkurve 
der hhinktion (3), so sind die y diejenigen Ordinaten, .die zu a: = as, 
a-fdz, a + 2dx. gehSren. Benutzen wir nun d.x als die Strecke e, 
so steht in der Formel (2) rechts nach Satz 3 die Flftche f', die von 
der as-Achse, der Kurve und den zu a: == a und x = b gehbrigen 
Ordinaten begrenzt wird. Links in (2) ist der Faktor n e die Sunune 
aller da:, also die Strecke h~a, so daB ^,2) ergibt: 

(4) (6 — a) m — jp . 
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Satz7: Das arithmetische Mittel m aller derjenigen 
Ordinaten einer stetigen Kurve, die zu alien in unendlich 
kleinen, aber gleichen Abstanden aufeinander folgenden 
Abszissen von x = a bis x—l gehoren, ist die Kobe des- 
jenigenKechtecks iiber derGrundlinie J — a, das inbaltgleich 
mit der Flache F ist, die von der a;-Achse, der Kurve und 
den zu x = a und a: =6 gehdrigen Ordinaten begrenzt wird. 
(Siehe Fig. 193.) 



P 



Fig. 194. 



Fig, 195. 


Nacb Satz 5 folgt 'weiterhin aus (4): 

SatzS: Das arithmetische Mittel m aller derjenigen 
Werte einer stetigen Funktion f(x), die zu alien von a an 
um dieselbe unendlich kleine GrdBe waehsenden Werten 
X von x^=a bis x =b gehbren, ist: 

i 

J f{x)dx. 

a 

Die Aufgabe, einen Mttelwert von unendlicli vielen stetig auf- 
einander folgenden Grofien y zu bestimmen, kommt also auf die Be- 
stinmmng eines Flacheninhalts F zuruck, der in efn Rechteck von der- 
selben Grnndlinie zu verwandeln ist. 

Bei der Definition des aritlinietischen Mittels von 
unendlich vielen Grofien kommt es ganz wesentlich darauf 
an, welche GroBe x als unabhangige Veranderliche be- 
stlndig um dieselbe unendlich kleine GroBe zunehmen soil. 
Man kann nambch bei einer und derselben Aufgabe zu verschiedenen 
Ergebnissen kommen. Am besten wird dies durch ein Beispiel gezeigt : 
Ein Halbkreis vom Radius Eins hege vor, siehe Fig. 194. Wir suehen 
die mittlexe Lange der auf seinem Durchmesser errichteten Ordinaten. 
Den Durchmesser denken wir uns in unendlich viele, unendlich kleine, 
al;»er gleicMange Teile geteilt; in jedem Teflpunkte sei das Lot errichtet. 
Das arithmetische aus diesen Loten ist dann die Flache des 
Halbkreises, dividiert imt derGrundlinie 2, also Man konnte aber die 
Aufgabe' auch so auffassm: Der Halbkreisbogen wird in unendlich 
viele gleichlange Teile geteilt; dann wird von jedem Teilpunkt aus das 
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Lot auf den Durchmesser gefallt, siehe Fig. 195. Das arithmetische 
Mittel dieser Lote ist offenbar kleiner, weil jetzt die Zahl der kleineren 
Lote verlialtnismaBig viel groBer ist. Wir sind bier allerdings noch niclit 
imstande, dies Mittel auszurechnen, und werdeii spater darauf zuriick- 
kommen. Daher sei nur angemerld:, daB sich der Wert 2 : n ergeben wird, 
der ungefahr gleicli 0,6 ist, wahrend der vorige Wert {ti nngefahr gleich 
0,8 ist. Bei der ersten Teilungsart ist die bestandig Um dasselbe Diffe- 
rential a; wachsende GroBe x der Abschnitt auf dem Durchmesser, 
von dem Punkt A aus in Pig. 194 gerechnet; bei der zweiten Teilungs- 
art ist X der Bogen auf dem Halbkreise, vom selben Punkt A 
aus in Fig. 195 gerechnet. Im ersten Fall also fassen wir die Lange 
des Lotes QP ais Funktion der Strecke AQ ^x auf, im zweiten als 
Fimktion des Bogens AP =x. 

Meistens besteht allerdings infolge der Natur der Aufgabe kein 
Zweifel, welche GrbBe bestandig um dasselbe Differential wachsen soil: 


L. 




1. Beispicl: In L sei eine Liclitquelle; iangs einer Strecke auf deren 
Verlangerung fiber A hinaus L liege, sei eine zvl A B senkrechte kleine Scheibe S 
verscbiebbar, siehe. Fig. 196. Hat sie die Entfernung Eins von L, so moge die 
Helligkeit, die sie von L erfahrt, mit Eins bezeichnet werden. Wie groB ist die 
mittlerc Helligkeit der Scheibe S', woim sie von A bis B 
verscbiebbar ist? Dabci sei LA = a, also J >a. 

Offenbar hat man sich hior vorzustellen, daB AB in un' 
endlich viele gleiche Toile getoilt, 8 in jedon Teilpunkt ge- 
bracht und daselbst die Helligkeit fostgestcllt werde. Das 
Mittel aller dieser Helligkeitcn soli bostimmt werden. Die 
Grofie ist also dcr Abstarid L8 der Scheibe 8 von L. 

Die Scheibe hat nach’ dem 2. Beispiel, S. 161 u. f., die 
Helligkeit ?/ « 1 : a*. Nach Satz 8 ist daher die mittlere Helligkeit: 




•Fig. 196. 


( 5 ) 


m s 


__ f± 

‘a J aj® 




Bei der Berochnimg des Integrals lassen wir nach S. 236 zunEchst die obere Grenze 
willkiirlich. Das Integral 





ist eine Funktion von x mit dem Differentialquotienten 1 : xK Nun hat — 1 : a; den- 
selben Differentialqiiotienten. Nach Satz 2, S. 213, hat daher das Integral den Wert 
— 1 4 - konst. Da es filr a; » a gleich Null sein soil, muB die additive Kon- 
stante gleich 1 : a seim Also ist 1 : a — 1 : a; der Wert des Integrals. Wenn wir 
sohlieBlich x-- I setzen, gibt (6): 
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liV 0 muB i^e Sclleibe angebracht werden, damit sie gerade diese mittlere Helligkeit 

von empfangt ? Da sie im Abstande x von L die Helligkeit 1 : hat, fragen wir, f iir 
welchen Wert von x b b 

1 J__ 

a:2 ab 

T^n-no?,i l/^ d.h. X ist das geometrische Mittel von a und h. Zur 
Tflnry ^ als Durchmesser den Kreis, ziehen von L die 

Stelfe^/S^trifft um L den Kreis dutch T, der AB an der gesuchten 

B. Berechnnng statischer Momente, 

Statische Momente spielen eine Rolle in der Mechanik. Wir 
wollen nur die von ebenen Flachenstiicken F betrachten, die gleieh- 
Mtig mit Masse belegt seien, so daJJ etwa auf der Flacheneinheit die 
Masseneinheit ruht, die Flache also dieselbe MaBzahl vie die Masse hat, 
voransgesetzt, daJJ wir nicht wie aaf S. 229 fiir die Flache eine negative 
Zahl erhalten, in welchem Fall die Masse gleieh der mit - 1 mnltipli- 

-CT" 1 'woIlen wir nachher erCrtern. Denkt man 

SIC e ache F in lauter unendlich kleine Teile zerlegt, so versteht 
man unter ihrem ^atischen Moment Mg in bezug auf eine Achse g, die 
m der Itbene der Flache liegt, dje Summe derFrodukte aJler unendlich 
Kieinen Flachenteile mit ihren Abstanden von der Achse g. Wir kbnnen 
uns vors ellen, die Flache sei durch unendlich dichte Parallelen zu g 
und durch unendlich dichte Lote zu g in lauter 
unendlieh kleine Rechtecke zerlegt, wie es Fig. 197 
andeutet. Am Rande der Flache liegen allerdings nur 
Stiicke von Rechtecken. Aber wir dilrfeh liier wie 
in § 2, S. 223 u.,f., die Randhnie der Flache F durch 
erne Treppe von unendlich schmalen imd unendlich 
niedrigen Stufen ersetzen. Da jedes der Rechtecke 
unendlich Mein werden soli, diirfen wir als seinen 
der Achse g die Lange I des Lotes 
IV ^chtecksecke aus auffassen. Fiir alle Rechtecke in dem- 
selben Stre^en zwischen zwei Parallelen zur Achse g ist dieser Abstand 

r«u!iv ■ V Rechtecke dieses Streifens ist 

“dt der Summe der Rechtecke, d. h. 
ernes unendlich schmalen Streifens (in der Figur 
gMdir^). Das statische Moment dieses Streifens betrSgt somit IdF; 
met ist ^s der ganzen Flache F gleieh der Summe aus aUenStreifen dF, 
jeder mulhphzie^ nut semem Abstande I von g. Das ist eine Summe 
von unendhch vielen unendlich Meinen GroBen, also ein Integral 

J IdF. 
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Die Grenzen des Integrals kdnnen wir in diese Formel nicht ein- 
sclireiben, obgleich kein Zweifel bestelien kann: wir haben eben alle 
Streifen dF der Plache zu berucksiehtigen. Eine bestimmte Dar- 
stellung erhalten wir, wenn wir bestimmte Beispiele betrachten: 

2. Beispiel; Das statische Moment eines Rechtecks mit den Seitenlangen 
h und h in bezug auf die eine Seite h soli berechnet werden. Wir benutzen diese 
Seite als 2 /-Achse, eine der beiden anliegenden Seiten als rc-Achse, siehe Fig, 198. 
Wird die Flachc in Streifen parallel zur ?/-Achse von der Breite dx zerlegt, so 
liaben alle Streifen dicselbe Fliiche (IF — led x. Die Flntfernung I eines beliobigen 
Streifens von der y-Achse ist x. Also kommt das statische Moment: 

h h 

Mfc - j X. k dx xd X, 

0 0 

denn x geht von Null bis h. Das Integral mit willkiirlich gelassener oberer Grenze x 

J kxdx 
0 

hat den Differential quotienten 'kx, ist also nach Satz 2 gleich ^kx^-^ konst., und 
weil es fiir x = (1 auch, gleich Null ist, hat die additive Konstante den Wert Null. 
Setzen wir nun als obere Grenze h statt x ein, so kommt: 

Mje = lkh\ 




Fig. 198. Fig. 199. 

3. Beispiel: Das statische Moment My in bezug auf die ^-Achse soil fiir 
diejenige FlEche bestimmt werden, die von der a-Achse, von der vom Anfangs- 
punkt ausgehenden Bildkurve der Funktion 

2 /* Vx 

und der mx "h gehdrigen Ordinate begrenzt wird, wobei }/x positiv an- 

genommen sei. Siehe Fig, 189 (vgl. Fig. 106 auf S. 154). Die Bildkurve ist eine 
Par ah el, deren Achse auf der aj-Achse liegt. Weil F5 positiv sein soH, kommt 
jedooh nur die obere HUlfte der Parabel in Betracht. Der Inhalt eines Streifens 
dF*der Fliche, dessen linke Ordinate y zur Abszisae a: gehdrt, ist ydx, da wir ihn 
als ein Bechteek auffassen dttrfen. Der Abstand I von der tz-Achse ist gleich x, 
Mithin giht (6): 

h n h 

My =3 jxy d X « J'x Vxdxss dx, 

*0 0 *0 
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Bei der Berechnung lassen wir zunachst wieder die obere Greuze willkiirlich. Die durch 
das Integral 


x'^ dx 

0 

darges*fcellte Funktion hat denselben Differentialquotienten xi wie | xf. Also hat 
das Integral den Wert konst. Da es fiir £c = 0 auch gleich Null sein soil, 
1 st die additive Konstante gleich Null. Wenn wir schlieBlich x = h setzen, kommt : 



My 

4. Bei spiel: Das statische Moment Mx der- 
selben Flache wie im vorigen Beispiel soil in be- 
zug auf die ir-Achse gefunden werden. Hier haben 
wir die Flache in Streifen parallel zur ic-Achse zu 
zerlegen, wie es in Fig. 200 angedeutet ist. Die 
Breite eines Streifens dF ist dg, seine Lange 
gleich h — re, also dF = .(h — x) dy, weil der 
Streifen als Rechteck aufgefaBt werden darf. Der 
also nach (6): 


( 7 ) 




y=k 

■■ fyQi- 


x)dy. 


y=o 


Die Grenzea 0 und A geben den kleinsten und groBten Abstand der Streifen von der 
ic c se an. Man kann das Integral auf zwei Arten berechnen, indem man entweder 
X Oder y als unabhangige VeriinderUche auffafit. Benutzen w x, so ist y = K* einzu- 
setzen, benutzen wr y, so ist * = y=> einzosetzen. Im ersten Fall ist zu beachten, 
(UB wir in (7) die Grenzen fur y, nandich 0 und A, angegeben haben. Fiir y = 0 
ist aber ® - 0 und fur y = A ist a: = A. Also sirid im ersten Fall fur x die 
Urenzen 0 und A einzusohreiben. Femer ist in diesem Fall auch der Zuwachs dy 
durch z auszudriicken. In dieser Hinsicht haben wir: 


dx 


dz^ 

dx 


\Vx 


also dy- 


2Vx 


dx . 


Wenn wir also alles dureh x ausdriieken, nimmt (7) die Form an: 


(8) 


M. 




ar JVxQit 


n 

c=yi(A- 


-x)dx. 


** Integrals lassen wir wieder zunachst die obere Grenze will- 


-x)dx 


fet einel^Mon von z, die den Differentialquotienten l-Qi-x) oder Ih 
Erne seiche Funktion ist aber auch l-hx-^xK Also hat das Integral den ¥ert 


X hat* 
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— konst. Da es fiir x = 0 den Wert Null haben soli, ist die additive 
Konstante gleich Null Setzen wir schliefilich fiir x nach (8) die obere Grenze h 
oin, so kommt: 

^9) 

Nun wollen wir das Moment (7) aucb auf die zweite Art bestimmen, indem wir y als 
iinabhangige Veranderlicbe benutzen, also x ^ in {!) cinsetzen, Dann haben wir: 

k 

( 10 ) y0^—y^)dy. 

0 

Der Loser bemerke, daB wir an den Grenzen nicht mebr ^ = 0 und ?/ = /c wie in 
(7) geschrieben haben, wejl jetzt kein Zweifel dariiber moglich ist, auf 
welche Veranderliche sich die Grenzen boziehen, da unter dem Inte- 
gralzeichen nur noch y vor kommt. Bei der Auswertung des Integrals (10), in 
dessen Integranden also jetzt y die Rolle der unabhangigen Veranderlichen spielt, 
lassen wir zunachst wieder die obere Grenze willkiirlich. Das Integral 

y 

fy{h-—iA)dy 

0 

ist diejenige Funktion von ?/, <iio den Differentialquotienten i/^) oderAt/—^/® 
hat und fiir y= 0 verschwindet. Die Funktion — augenscheinlich 

denselben Difforentialquotienten. Daraus folgert man leicht, daB das letzte Integral 
eben diese Funktion von y ist. Sotzt man schlieBlich fiir y nach (10) die obere 
Grenze h, so kommt: 

( 11 ) 

Beide Werte (9) und (11) stimmen ttberein, weil h = j/X ist. Man kann auch 
schreiben : 

(12) 

Wir batten ims auf den BM beschrankt, wo die PMche F voll- 
standig auf der einen Seite der Geraden g liogt. Wenn die Blache F 
auf der andern Seite von g gelegen ist, versieht man das statische 
Moment mit dem Minuszeichen. Demnach wird also der Abstand 
I des Streifens ri P positiv oder negativ in Recbnung ge- 
braeht, je nachdem der Streifen auf der einen Oder andern 
Seiie der Geraden g liegt Die PlUchen dF sind dagegen 
positiv in Recbnung zu stellen, da y, 
sie die positiven Massen bedeuten. 

5. Beispiel: Stellt man sich dieselbe Auf- 
gabe wie im S. Beispiel, aber jetzt in bezug auf ^ 
die unterhalb der ic-Achse gelegene FlEche, 
siehe Fig. 201, wobei also — j/W ist, wenn 
]/x die positive Wurzel vorstellt, so ist die 
Streifenflliche dF in der Form yix offenbar 



Fig. 201. 
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eine negative GroBe. Man mufi also statt dessen — ydx schreiben. Dies abcr ist 
auch jetzt gleich J/'ac dx, so daB man zu demseiben Werte des Momenta wie im 
3. Beispiel kommt. Dies war zu erwarten. 


Wenn man die Flache F in der Fig. 197 auf S. 246 ,diirch eine 
Linie in Teile and F2 zerlegt, zerfallt jeder Streifen (IF in ein zu 
und ein zu F^ gehbriges Stiiek dF^ und dF^- Das statischo Moment 
von djF in bezug auf die Gerade g ist IdF, wahrend dF^ und 
in bezug auf g ie Momente IdFj^ und IdP^ haben. Da nun abor 
(iF =^Fi + SF2, also 

IdF ^IdF^ + UF^ 


ist und die statischen Momente aller Streifen zu addieren sind, ergibt 
sich: Das statische Moment eines cbenen Flachenstiicks F 
in bezug auf eine in seiner Ebenc gelegene Achse g ist 
gerade so grofi wie die Summe der statischen Momente 
seiner Teile Fj und Fa in bezug auf dieselbe Achse. Dasselbe 
gilt, wenn man F in mehr als zwei 'Teile zerlegt. 



G. Beispiel: Wir betrachten die gesamte 
Flache, die von der Bildkurve der zweiwertigen 
Funktion y = \/x , d. h. von der Parabel, und den 
zn X ^ h gehorigen Ordinaten + k und — k he- 
grenzt wird, siebe Fig. 202. Offenbar ist ihr 
Moment My in bezug auf die y-Achse gleich 
der Summe der Momente des oberen und unteren 
Flachenstiicks. Daher hat die in Fig. 202 ge- 
sekraffte Flache in hezug auf die y-Achse nach 
dem 3. Beispiel das Moment 


Dieselbe Flache hat in hezug auf die x-Achse das statische Moment Null. 


Wir wollen nun die Integralformeln fiir die statischen Momente 
derjenigen Flache F berechnen, die von der x-Achse, von der Bildkurve 
einer vorgeschriebenen Funktion y = f{x) und von den zu und 

a: gehorigen Ordinaten begrenzt wird, und zwar soUen. die Momente 

Ma; und My in bezug auf die cc- Achse und ?/- Achse aufgestellt werden. 
Wir nehmen die Ibszisse h groBer als a an. Ferner setzen wir fest, daB ein 
Moment in bezug auf die a;-Achse positiv oder negativ gerechnet werden 
son, je nachdem die Flache oberhalb oder unterhalb der Achse liegt. 
In hezug auf die y-Achse setzen wir das Entspreehende fest. 

Wh zeriegen die F in Streifen parallel zur y-Achse, ind 4 m 

vrir a? von a bis i urn gleiche 'Me dx wachsen lassen und alle Teil- 
ordinaten errichten. Diese Streifen sind, wenn berechnet werden soli, 
aJlerdings nicht zu der Geraden parallel, in bezug auf die das Moment 
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gesucht wd (also nicbt wie in Fig. 197). ist gldch der 

Summe der Momente aller Streifen in bezug anf die ar-Achse. Strebt dx 
nach Null, so’werden die Streifen unendlich scluual. Sie konnen als 
Rechtecke aufgefafit werden. Alle haben Grundlinien you der Lange 
dx, wahrend ihre Hohen die versebiedenen Ordinaten sind. Nach 
dem 2. Beispiel hat nun das Rechteck mit den Seiten dx und y in 
bezUg auf die Seite da: das statisehe Moment iy^ dx (da jetzt 
7i und 1c die Werte y und dx haben). Mithin ist 

a;= b 

( 13 ) Mx= ! iy^dx. 

Das Integral stellt aber eine Summe dar. Diese Summe ist halb so 
groB wie die aller y^. dx. Also kann man auch schreiben: 

(14) = i J y^dx. 

x^a 

Dies gilt nur unter der "Voraussetzung, dab I > a sei (wie wrr aus- 
driicklieh annahmen) und die Flache F oberhalb der x-Achse li^e. Ware 
die Flache F unterhalb der rc-Achse gelegen, so hatten wir das Minus- 
zeichen hinzuzufugen. Liegt die Flache F teds oberhalb, teils unterhalb 
der a:-Achse, so zerlegt man sie in ihre Teile (vgl. z. B. Fig. 173, S. 230), 
berechnet fur die einzelnen Teile und summiert dann unter Be- 
achtung der Vorzeichen. 

Um My zu finden, benutzen wir dieselben Streifen wie soeben. Da 
sie zu der Achse parallel sind, m bezug auf die jetzt das Moment gesucht 
wird, kann man die Formel (6) unmittelbar anwenden, indem man darin 
I =x raid dF —ydx setzt. Also kommt : 

x= b 

(IB) My—Jxydx. 

x=*a 

Dieser Wert ist, falls h > a ist, auch dem Vorzeichen nach riehtig, sobald 
tf positiv ist. 

In (13), (14) und (15) muB man natiirlich fiir y die g^ebene Funk- 
tion / {x) einsetzen, so daB beide statisehe Momente durch Integra!© 
dargestellt werden, deren Integranden nur die VertoderJiche x enthaiten. 

7. Beispiel: Auf Grand von (14) ergibt sieh das statisehe Moment Jf* Im 
4. Beispiel betrachteten FlSche schneller als damals so: Man hat a = 0, & = h und 
1 / s= ]/lc zn setzen, so dafi (14) liefert: 

h 

M* = i - J xdx. 

0 
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Das von 0 bis x erstreckte Integral hat den Wert i-xK Demnach kommt wie 
in (9): 

Die Formeln (13) und (15) gestatten, die statigchen Momente 
und My der Flache F ebenfalls durch Flac}ienr§.ume zu 
veranscliaulichen: Wir nehmen an, daU' die Flache F von der Bild- 
kurve einer Funktion y = fQc) nnd von den zu x = a imd x = h 
gehorigen Ordinaten sowie von der dj-Achse begrenzt sei. Bilden 
wir nun die Funktionen: 

(16) V =xy'=xf(x), 

80 sind sie als eine -w-Kurve und eine i?~Kurve darstellbar, deren 
Ordinaten mit u und v statt mit y bezeichnet sind. Infolge von (16) 
lassen sieh die Formeln (13) und (15) so schreiben: 

b b 

(1"^) udXy My = ^ vdx. 

a 'a 

Nach Satz 5, S. 229, sind nun diese Integrale nichts anderes als die 
Flachen der u- und «;-Kurve zwischen den zu x — a und x =1} 
gehdrigen Ordinaten. In der Tat also lassen sich die Momelnte 
und My als Flachen darstellen, sobald man die w- und ?;“Kurve auf 
Grund von (16) gezeichnet hat. 

8. Beipiel : In den voihergehenden Beispielen betrachteten wir Flachen, die 
einerseits von der Bildkurve der Funktion y = |/^ begrenzt waren. In diesem Fall 
gibt (16) fiir tfc den einfachen Wert; 

u.- J a;. 

Die w-Kurve ist daher die Geradc, die vom Anfangspunkte mit der .Steigung J 
ausgeht. Daher ist der im 4. und 7. Beispiele berechnete Wert von Mx gleich 
der Flache, die von dieser Geraden, der a;-Achse und der zu x = li gohorigeii 
Ordinate Jh begrenzt wird, also gleich der Flache eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit der Grundlinie h und der Hohe J h, so daB sich Mx — J wie im 4. und 
7. Beispiel ergibt. 

C. Bestimmung der Schwerpunkte von Flachenstucken. 

In der Mechanik wird gezeigt, daB es in jedem ebenen Flachen- 
stiick F einen Punkt S, den Schwerpunkt der Flache, derart gibt, 
daB die Flache in bezug auf jede in ihrer Ebene gelegenen Gerade g 
dasselbe statisehe Moment M hat wie der Punkt 8 selhst, sobald man 
sich in 8 die Gesaratmasse der Flache vereinigt denkt. Da die Masse 
nach Voraussetzung (S. 246) gleich der Flache sein soli, ist also, wenn s 
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den Abstand des Punktes 8 von g bedeutet (siehe Fig. 203), das Produkt 
sF gleich dem Moment M^, mithin: 

^ F ' 

Sind und My die statischen Momente der Flache F in bezug 
auf die x- und 2 /-Achse und bedeuten 5 und x) die Abszisse und Ordinate 
des Schwerpunkts 8, so folgt: 

(lo) 5 jjx , ^ jp ' 

Damit j: \ind die richtigen Vorzeichen bekommen, hat man zu be- 
achten: My; wird positiv oder negativ fur Flachen mit positiven oder 
negativen Ordinaten tj gerechnet und My positiv oder negativ fiir 
Flachen mit positiven oder negativen Abszissen x. 


ill 




r 



Fig. 203. 


Fig. 204. 


9. BeiBpiel: Der Schwerpunkt der im 3. Beispiele betrachteten halben 
Parabelflache F soli bestimint werden, siehe Fig. 204. Nach Satz 5 ist die Flache 

h h 

F== j ydx= ! dx= j dx. 

0 0 0 

Wir iiberlassen dem Leser die Berechnung dieses Integrals. Man findct: 

F=ihVh. 

Nach dem 3. und 4. Beispiel ist ferner: 

Mx=lh\ 

Nach (18) kommt somit; 

= p = -i^ = |VT 

odei, da die Endordinate mi* ^ bezeichnet wuide: 

j==|h, n=|J:- 

D. Berechnung 'von Tragheitsmomenten. 

Das Tragheitsmoment Tg einer ebenen Flache F in bezug auf 
eine in ihrer Ebene gelegene Achse g wird in der Mechanik wie das sta- 
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tische Moment als eine Summe von Produkten, erklart mit dem einzigen 
UnterscMede, da6 jedes unendlieh kleine Flachenstiickchen nicht mit 
seinem Abstand I von q, sondern mit dem Quadrat dieses Abstandes 
zu multiplizieren ist. An die Stelle der Formel (6) tritt also bier diese : 

(19) T^ = fmF, 

wobei wieder zu bemerken ist, da6 die Formel nur danu richtig ist, 
miin die Flaehenstreifen dF mit dem Pluszeichen in die Rechnung 
^ntreten. Das Tragheitsmoment ist im Gegensatze zum statischen 
Moment eine stets positive GroBe. 


10. Beispiel: Die Tragheitsfnomente und Ty der im 3. Beispiele be- 
trachteten Flache in bezug auf die Koordinatenachsen sollen berechnet werden. 
Statt der Formel fiir My im 3. Beispiel haben wir: 
h h h 

Ty ^ ^3? ydx=z 1^3^ y xdx = dx = -f- Ti ’2' = 4 M /k = } h. 

0 0 0 


Statt (7) bekommen wir ferner: 

y=k 

y ^ 

Dies Integral lafit sich wieder auf zwei Arten berechnen , je nachdem man alles 
durch X ausdriickt, indem man y = yic setzt, Oder alles durch ?/, indem 
man x — setzt. Wir wollen den zweiten Weg einschlagen: 
k 

= f Ay =iW- i . 


11. Beispiel: Wie groB ist das Tragheitsmoment eines Kechtecks mit den 
Seiten h und fcin bezug auf die Seite k? Zerlegen wir das Rechteck in Streifen parallel 
zur Seite Jc, indem wir k als ^Achse benutzen, so ist I gleich dem von Null 
bis h veranderlichen x zu setzen und dF ein Rechteck mit den Seiten dx und Jc, 
Also kommt: 


f* 

Tjs = J" r* kdx = J'kx^ dx . 


Die Funktion hat denselben Differentialquotienten wie das von Null bis x er- 
streckte Integral, und da sie auch fiir '®= 0 verschwindet, ist geradezn: 




Setzt mam x = A als Grenze ein, so konunt: 

(2b) Tfc - im. 
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Da die Flache F des Seehteeks gleich kh ist, kaim man auch schieilm^ 

Wie bei den statiseben Momenten (S. 250) erkennen wir aueb bei 
den Tra^heitsmomenten: Das Tragheitsmoment einer ebenen 
Flache f' in bezng auf eine in ihrer Ebene gelegene Gerade 
ist gleich der Summe der TrEgheitsmomente aller Teile 
jFi, Fausw. der FlEche in bezng aul dieselbe Gerade. 

Nun werde die Anfgabe gestellt, die TrSgheitsmomente Tx und Ty 
der FlEche F in bezng auf die ss-Achse und y-Achse auszndrueken 
fur den Fafl, wo die FiSehe einerseits von der Bildknrve irgendeiner 
Funktion 

».= /(«), 

andererseits von der a;-Achse und auBerdem von den zu a: = a und x — h 
gehorigen Ordinaten begrenzt wird. Wir nehmen dabei 6 > a an und 
setzen voraus, daB die ilache voUstandig oberhalb der a;-Achse liege. 
Die SchluBfolgemng ist wie anf S. 251 mit folgenden UnterscMeden: 
Als Moment des Streifens yix mit der Grundlmie dx und der Hohe y 
in bezag auf die m-Achse ist nicht i®, sondem nach(20) der Wrart 
zu setzen, so dafi statt (13) kommt: 

XXSib 

Tx =J\tfdx 

z=a 

Oder, da die Summe aUer ^y^dx das Drittel der Summe aller ist: 

x=»b 

( 21 ) Tx==\Jy*i(c. 

\ Z—d 

Fernerhin ist in den Betrachtungen, die zu (15) fiihrten, Jetzt statt 
I = x der Wert a? zu setzen, so daB kommt: 

x=b 

m) Ty^fc^yix. 

12. Beispiel: Das im 10. Beispiel berechaete kaan wm 

Tiach (21) auch in der Form 

h 

r* = i f 

*0 

bilden. Der Integrand oder xf ist der Differentialqaotientvon|xl- DediaHi 
liat das Integral mit veranderlichei oberer Grenze a? den Wert 

konst. 
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Da es fur a; = 0 Terscliimdet, muB die Konstante gleich Null sein. Setzt man 
scMiefilich h ein, so kommt: 




3 




Weil k =: Yh ist, stimint dieser Wert mit dem im 10* Beispiel iiberein. 


E. Aufgaben iiber Bewegungen, 

EmPunkt Oder, wie man aucb sagt, ein Mobil beschreibe irgend- 
eine gerade oder krunune Balm. Die Lange des Weges werde von einer 
bestinmiten Stelle, dem NuUpunkt 0, an gemessen. Zur Zeit x befinde 
sich das Mobil um y Langeneinbeiten vom NuUpunkt entfernt, immer 
gemessen langs der Bahn selbst. Rndet die Bewegung gesetz- 
maJ3ig statt, ^o ist y eine Eiinktion f{x) von x. Wir erdrterten auf 
S. 70, dafi der Differentialquotient dy :dx die Geschwindig- 
keit des Mobils zur Zeit x ist. Ihr Wert hangt wesentlich von 
den Emheiten der Lange nnd der Zeit ab. So bedeutet z. B. 2,35 m/sek. 
dne Geschwdigkeit ftir den Fall, wo die Langeneinheit das Meter 
und die Zeiteinheit die Sekunde ist. Wenn nicbt die Wegl^nge y 
selbst, sondem die Gesckwindigkeit als Funktion der Zeit x gegeben 
ist, kommt die Frage nack der Art der Bewegung auf die Frage zuriick, 
welche Funktionen y von x diese gegebene Ge- 
schwindigkeit als Difierentialquotienten haben, also 
auf eine Frage der Integralreclinung. 

Die Zeit braucht nicht vom Beginne der Be- 
wegung an gemessen zu sein, ebensowenig braucht 
das Mobil zu Anfang der Bewegung gerade ipi NuU- 
Fig. 205. punkte zu sein. Wir nehmen daher allgemeiner an 
(siehe Fig. 205): 

Zur Zeit a; = u sei das Mobil an der Stelle des 

Weges; zu beliebigen Zeiten x sei seine Gesckwindigkeit 
t? als stetige Funktion v (x) der Zeit x gegeben. Gefragt 
wird, welche langs der Bahn zu messende Entfernung, y von 
0 das Mobil zu beliebiger Zeit x hat. 

Gr^udit wird also eine Funktion y von die erstens fiir x = 
den ^ = 6 und zweitens fiir beliehiges x die gegebene Funktion 
w (x) afe DiSerentialquotienten hat. Nun erfiiUt das Integral 

X 

J" v(x)dx 

die zweite BedinguBg. Nach Satz 2, S. 213, mu6 daher die gesuchte 
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Funktion y von x die Form 

* 

y = fv{x)dx + konst. 

a 

haben. Da das Integral fura:=a gleich Null ist, aber y fiir x= a 
naeh der ersten Bedingung gleich 6 sein soil, muB die additive 
Konstante gleich b sein. Demnach ist 

X 

y = l'v{x)cLx 4 - I 

a 

die einzige Funktion, die beiden Bedingungen geniigt. Wir woUen diese 
SchluBfolgerung durch einen Satz festlegen: 

Satz 9 : Die einzige Funktion y von x, die fur x~a den 
Wert b hat und deren Differentialquotient eine gegebene 
stetige Funktion ^(a:) ist, wird dargestellt durch: 

X 

y — lv{x)dx-\-b. 

a 

Femer hat sich ergeben : 

Satz 10 : Hat ein Mobil zur Zeit x die Geschwindigkeit 
i;(a:)und ist es zut Zeit x —a vom Anfangspunkte der Weg- 
messung um b Lhngeneinheiten entfernt, so ist es zur Zeit 
X um 

X 

y =Jv{x)dx-\-b 

a 

Langeneinheiten von dieser Stelle entfernt. Der Weg ist 
dabei ISngs der geraden oder krummen Bahn des Mobils 
in einem bestimmten Sinne zu messen. 

Man sieht aueh leicht ein, wie man die mittlere Oder durch- 
schnittliche Geschwindigkeit des Mobils fiir eine gewisse Zeit- 
spanne, etwa von x —Xg bis ® = aij, berechnen kann. Nach S. 70 ist 
sie ntolich gleich dem in dieser Zeitspanne zuriickgelegten Weg, divi- 
diert mit Xj^ — Xg. Wenn nun das Mobil zur Zeit a:,,, an der SteUe yg 
und zur Zeit % an der Stelle yi der Bahn ist, schlieBt man so : Zur 
Zeit X = Xg ist y = yg, und aUgemein ist y eine Funktion von x, 
deren Differentialquotient die gegebene Funktion v (x) vorstellt. Nach 
Satz 9 muB demnach 

a; 

y =JvXx)dx + iyg 

*0 

Scheffers, Lehrbuch d. Matliematik. 
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sein, also insbesondere fiir x 

=J'v{x)dx + ya, 

SO daB 

4:, 

2 /i — 2/0 = y^’ 

a:, 

ist. Division mit — Xq liefert die mittlere Geschwindigkeit Vm- in der 
Zeitspanne von x =«„ bis a; =a;i: 





Nach Satz 8, S. 244, bedeutet dies: Die mittlere Geschwindig- 
keit Vm ist das arithmetische Mittel aller Momentangeschwin- 
digkeiten v, die sich ergeben, wenn die Zeit x von Xq bis % immer 
urn dieselbe imendlich Meine Grdfie dx wachst. 


Zur Formel des Satzes 10 ist noch zu bemerken: Die Weglange y 
nimmt nach Satz 7, S. 104, zu Oder ab, je nachdem ihr Differential- 
quotient Oder die Geschwindigkeit z; (a:) positiv oder negativ ist. Eine 
Umkehr der Bewegung kann also nur zu denjenigen Zeiten 
X stattfinden, fiir die die Geschw'indigkeit v{x) gleich Null 
wird. Dies ist auch begriffiich einleuchtend: „Stillstand bedeutet 
Eiickgang^. .Man beachte aber, daB die Geschwindigkeit, falls sie 
zuerst positiv war und gleich Null geworden ist, nachher doch unter 
Umstanden wieder positiv werden kann. Dann tritt keine Um- 
kehr ein. 


13. Beispiel: Eine Bewegung heifit gleichfSrmig, wenn die momentane 
Geschwindigkeit konstant, gleich c ist Nack Satz 10 ist dann: 


= + & = c(x — a) + 


d. h. der Weg ist eine lineare Funktion der Zeit, vgl, S. 34. 


1^ Beispiel: Ein Punkt bewege sick so, daB seine Geschwindigkeit x Se- 
kunden nach Beginn der Bewegung gleich ist. Welchen Weg y legt er in x 
Sekunden zurtck? Hier ist v{x) == a = 0 , 1 = 0, also nach Satz 10: 





0 



§ 4. Verschiedem Anwendungen des Integralbegriffs, 


259 


Die mittlere Gesciiwindigkeit in der Zeitspanne von Xq bis ist nacb (23'i: 





n + 1 Xi — Xq 


15. Beispiel: Um das Gesetz des freien Falls im iuftleeren Baum 
zvL finden, macbt man Gebraucb vom Tragheitsgesetze: Wenn ein Mobil^ Infolge 
der Einwirkiing von Kxaften zur Zeit x eine gewisse Geschwindigkeit v erreicbt bat 
nnd von diesem Augenblick an alle Kraftewirkungen anfbdren, bewegt sick das MoMl 
weiterhin bestandig mit dieser erreichten Geschwindigkeit, also mit konstanter Ge- 
schwindigkeit, so dad es von da an in jeder Zeiteinheit v Langeneinheiten zxmiicfc- 
legt. Mit Hilfe der Atwood? chen Fallmaschine kann man ein plotzliches Anfheben 
der Anziehnngskraft der Erde bewirken und feststellen, daJB, wenn dies nach 
einer Sekunde des Falles geschieht, von da an in jeder Sekunde rundlO m zuiiick- 
gelegt werden. Geschieht es jedoch nach x Sekunden, so zeigt die Maschine, dad 
von da an in jeder Sekunde rund 10 x Meter zuriickgelegt werden, d. h. : ‘Diarch 
den freien Fall erreicbt das Mobil in x Sekunden eine momentane Geschwindigkeit 
V = 10 z, genauer v == gx, wo g die Gravitationskonstante 9,81 ist. Also hat 
man beim freien Fall v{x) — gx zvl setzen. Rechneti wir den Weg vom Beginne 
des Falls an, so ist daher nach Satz 10 die Weglange in Metem: 

X 

11= Jgxdx== ^gxK 

0 


F. Berechnung von Mittelkraften. 

Das NBWTonsche Gravitationsgesetz (vg^ . 6. Beispiel, S. 142) 
gilt fur Massen, deren Volumina als materielle Punkte aufgefafit werden 
kSnnen. TJin die Wirkung ausgedehnter Massen aufeinander zu be- 
rechnen, denkt man sich die Massen in unendlieh kleine Teiichen 
zerlegt und stellt die gegenseitige Wirkung eines jeden Teilchens der 
einen Masse auf jedes der anderen fest. So kommt man zu unend- 
lieh vieleu unendlich kleinen Kraften, deren Gesamtwirkung zu 
ermittein eine Aufgabe der Integralrechnung ist, die wir Mer jedoch 
nur in einfacheu Fallen losen wollen, wo alle EinzelkrSfte langs 
derselben Geraden wirken. 


16. Beispiel: Ein homogener materieller 
Bunds tab AB iibt auf eine in der Verlangerung 
seiner Achse iiber A hinaus gelegen^e nnd in einem 
Punkte M vereinigte Masse m eine Anziehung aus, 
die bestimmt werden soli. Die Langeneinheit des 
Stabes babe die Masse Wir denken uns den Stab 
A B in lauter unendlich kleine Stucke zerlegt, indem 



wir die Entfernung x von M Schritt fiir Schritt vom 

Werte AT A = a an um da; bis zum Werte MB h wachsen lassen, so daB jedes Stuck 


die L§.nge dx und daher die Masse ud-x hat; siehe Fig. 206. Wird die Kraft, die 


1 Wir beschranken uns auf den Fall, wo das Mobil als ein materieller Pnnkt 
aufgefafit werden darf. 


17 * 
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von der Masse 1 auf die Masse 1 in der Entfernung 1 ausgeiibt wird gleich 1 
gesetzt, so ist die Kraft, mit der ein um die Strecke x von M entferntes Stiick- 
clien ^ da; auf die in M vereinigte Masse m wirkt, nach dem Gravitationsgesetzo 
gleich 

mu dx 

Da alle Einzelkraite in der Richtung nach M wirken, addieren sie sich zu einer 
Mittelkraft: 

0 , 

Der Leser moge selbst diese Berechnung durchfiihren. Man kann fragen, wo man die 
in einem Punkte vereinigt gedachte Gesamtmasse (j. (Jb — a) des Stabes anbringen 
mufite, damit sie dieselbe Wirkung auf die Masse m ausube wie der Stab. Offenbar 
mufite sie eine Lage auf AB m einer Entfernung x von M derart haben, daB i hre 
Wirkung (6 — a) : a:® gleich der soeben berechneten wird. Also miiBte x- V ah 
seiii, so dafi sich dieselbe Konstruktion wie in Fig. 196 fiir das 1. Beispiel (S. 246) 
ergibt. Man darf sich daher nicht vorstellen, die Masse ^(a — h) sei in der 
Mitte von AB vereinigt. 

17. Beispiel; Die D^hnung soil festgestellt werden, die ein lot- 
recht hangender elastischer homogener Stab durch sein Gewicht und 
ein unten angehangtes Gewicht erfahrt. Wenn wir uns den Stab zunachst 
auf wagerechter Ebene liegend denken, ihn an einem Ende befestigen und am 
anderen einen Zug auf ihn ausiiben, ergibt sich die Dehnung, die er erleidet, mit 
Hilfe des Elastizitatsmoduls i?, dessen Wert vom Material abhangt. In Zenti- 
metem bedeutet namlich 1 : E die Verlangerung, die ein Stab von 1 cm L^nge und 
1 qcm Querschnitt durch einen Zug von 1 kg erfaluri Ist der Stab von anderer 
Lange und Dicke sowie die Zugkraft eine andere, so gilt der Satz, daB die 
Dehnung zur LSnge und zur Zugkrait geradezu, zum Querschnitte dagegen 
umgekehrt proportional ist. Nun werde der Stab, der etwa Z cm lang sei und 
eineu Querschnitt von Q qcm habe, lotrecht aufgehangt und unten durch ein 
angehangtes Gewicht von P kg belastet. Wir denken uns den Stab von dben her 
in lauter gleichlange unendlich kleine Teile zerlegt, indem wir die Entfernung 
X vom oberen Ende Schritt ffir Schritt von 0 an bis Z um dx anwachsen lassen. 
Das Teilchen, das x cm vom oberen Ende entfernt ist, hat die Last von P kg 
sowie die des unteren Stabrestes zu tragen. Dieser Rest ist ein Zylinder von 
(Z — x) cm LEnge und Q qcm Querschnitt, mithin von Q (I — x) ccm oder 
0,001 Q. (I — x) cdm Inhalt. Ist ^ das spezifische Gewicht des Stabes, so hat dieser 
^st, da 1 cdm s kg wiegt, ein Gewicht von 0,001 sQ (I — x) kg, so daB auf jenes 
Stabteilchen das Gewicht 0,001 s Q (I — a;) + P (in kg) wirkt. Da das Teilchen 
die Lange d x in Zentimetem und den ^ Querschnitt Q in Quadratzentimetern hat> 
erfahrt es folghch die Verlangerung: 

[0,001»<2(l-a:)+P]||, 

ausgedriickt in Zentimetem. Die Ges amt dehnung des Stabes ist die Summe: 

I 

y"[0,001sQO-x)+P] — • 

6 
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Versteht man unter a und i die Konstanten 


0,001 sQl+P 0,001 s 

E Q ’ 2>= jj, > 

SO iafit sich das Integral einfacher schieiben und ausrechnen. Es kommt: 
i 

^{a — hx) dx ~ al — 

0 


Hiernacii ist, wenn die Werte von a und 5 wieder eingesetzt werden, die Gesamt- 
dehnung in Zentimetern: 


P_ 

E'Q 


sF 

I *4" 0,0005 “g[~ 


Da das Eigengewicht G des Stabes OfiOlsQl Kilogramm betragt, konnen wir 
hierfiir schreiben: 


(24) 


P+ iO 

Eq 


Hangfc kein Gewicht am Stab, ist also P = 0, so ergibt sich 


als Dehnung des Stabes dutch sein eigenes Gewicht. Die Vergleichung 
mit (24) zeigt, dafi die eigene Schwere des Stabes auf seine Dehnung 
gerade so wirkt, als ob das halbe Gewicht des Stabes als Last unten 
anhange, der Stab selbst aber gewichtslos sei. FUr Kupfer z. B. ist 
3=9 und P = 1 300 000. Hat der Stab 10 m Lange und 4 qcm Querschnitt und 
tragt er eine Last von 100 kg, so ist I = 1000, Q = 4, P = 100, woraus sich eine 
Dehnung urn rund 0,023 cm ergibt. 


Diese Auswahl von Anwendungen des Integralbegriffs mag zu- 
nachst geniigen. Wir haben uns eine Beschrankung auferlegt, weil 
wir niir Beispiele vorfuhren wollten, in denen die Rechnung auf Grund 
der bisher .gefundenen Satze durchfuhrbar war. Insbesondere ist dies 
der Grund dafiir, daS wir in den Beispielen unter B., C. und D. immer 
die Bildkurve der besonders einfachen Funktion y = Vx benutzt haben. 




Sechstes Kapitel. 

Die logarithmisehen Funktionen. 


§ 1 . Der natiirliche Logarithm us. 

J®, ’t 5 nui einmal angewandt wurde. Wir leeen sie daher 

™ we^i « rs? S;„“E.‘Trdrira±' 

"Mlich die Petenz- 

aol die Potenz ®“ mit k^t ™" bestimmter Form bezieht, 

do. 7^*? “■ b«agt. dali 

.Wsuotienm. ^-'S BeLclmt'* . den Diflere.- 

m+1, so besiigt *: Die Punfction “ ’ 


hat den Differentialquotienten 

a 

Deshalb kdnnen mr das Intoarral 


Jx^’^dx 
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sind nach Satz 2, S. 213, alle derartigen Funktionen die von der Form 

( 1 ) + 

Aber die Tatsache, da6 jede Funktion, dereu Differentialquotient 
a:™ ist, die Form (1) hat, ka^iin uns leicht verleiten, unsere Fahigkeiten 
zu iiberschatzen. Die Sache hat namlich einen Haken: In (1) kommt 
m + 1 im Nenner vor, und man darf nicht mit Null dividieren. 
Also darf m + 1 nicht gleich NuD, d. h. m nicht gleich — 1 an- 
genommen wden. Demnach wissen wir noch nicht, wie das 
Integral 

X X 

Oder 

a «• 

zu berechnen ist. Das ist eine sehr merkwiirdige Lucke. Sie fuhrt 
uns zu der -wichtigen/ Aufgabe: 

Diejenigen Funktionen y von x zu ermitteln, die den 
Differentialquotienten 

V dy 1 

( 2 ) Tx = ^ 


haben. , -j * 

Das gegen-wftrtige Kapitel ist der Lbsung dieser Aufgabe gewidmet. 

Wir werden zu SuBerst TOchtigen Funktionen gelangen. 

Da der Bruch 1 : x fur ijedes x aufier a; = 0 ste% ist, gehort na(* 
der Vorschrift (2) zu jedem unendlich Meinen Zuwachs d® von x em 
unendlich kleiner Zuwachs von y, namlich dy =dx :®, aufier an der 
Stelle X = 0. Die gesuchten Funktionen smd daher fur alle 
Werte von x aufier ® = 0 stetig. Man 
kann sich leicht eine Vorstellung vom unge- 
ffihren Verlauf ihrer Bildknrven machen. Dazu 
dient das auf S. 214 auseinandeigesetzte Ver- 
fahren: Ist P oder (x; y) ein Punkt einer Bild- 
kurve, so bekommen wir nach (2) seine Tan- 
gente’in Fig. 207, indem wir von P das Lot 
PQ auf die j/-Achse fallen, vom FuBpunkte Q 
Hip rv-Einheit auf der j/-Achse ruckwarts, im j- 

negativeh Sinne bis T abtragen und schliefihch T nut P dmch &e 
Gerade verbinden, denn diese Gerade hat ^e W 1 ^ ^ 
verlanet; Fiihren wir dies an moghchst ® 

Fig 208 (die wir willkurlich dutch einen Kreis begrenzt . 

So« wir wie auf S. 216 eine Sehar von Wegweisem, die erne 



Fig. 207 . 
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Stromung andeuten. Die Stromlinien 
suchten Funktionen. Man sieht, daB 
verlaufen, je naher sie der y-Aehse sind. 


/<'VX\\ 

V \ 

f— r- " V 

Y 

/ / 

/ / y ^ ^ 

/ / y ^ 

/ 

if /yy^>^^^\ 

o^/yy. — 

1 ' ^ \ \ J 

"^7 / y-'*^ J ■ > 

/ / ^ 1 


i — — / 


f / 

\ y 


\>'^x>vX \ \ 

i — / 

^^X'vx \ \ 

/ 

p^xxw 

r / / ^ 

^XX^^ 

jyy^ 


Pig. 208. 

daB sieh alle StromiinieQ, .die dort 


Sind die JBiIdkurven der ge- 
die Kurven um so steiler 
Die i/-Achse teilt die Figur 
symmetriseh, d. L zwei 
Piinkte , die zur j/-Achse 
symmetriseh liegen (sich nur 
dutch das V'orzeichen von x 
unterscheiden), haben sym- 
metris ch zur i/-Achse gelegene 
Tangenten. Die Bildkurven 
kommen von unten her, sich 
springbrunnenartig nach bei- 
den Seiten in immer flacher 
werdenden Bogen ausbrei- 
tend. 

Wegen der Symmetrie 
zijr y-Achse braiicht nur 
die recbte Hhlfte der 
Figur untersucht zii 
werden. Wir behaupten, 
ableitei, v-erlaufen, aus einer einzigen 

voS™ 1,2? dur^ zwei verschiedene Verfahren. Um Ls 

dieienke die^rok T^ Stromlinien ungefahr nachzuzeichnen, etwa 

heiLittfZvktri. Dieser Bin- 

r\iphf • * u narchlier erMait werden wird) in Me* 208 

““ 

Wir mhm darauf^Q c'n Stromlinie, so gut man kanu. 

a-Aehse ist Emheitspunkt der i, 

•ietoSS toSLZiZl*'!? >'*• F«. 208 u„d 

™ S-ieta. Jk. D.„a 

sehoben wird. Man v*d bemerken f ® Mchse in sich ver- 

die Linie in das Stromungsbild hinei^ ^ Dage des Papiers paBt 
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mit dem in (2) angegebenen Differentialquotienten 1 : x, und falls F{x) 
eine Funktion ist, die diesen Differentialquotienten hat, wird n^h 
jenem Satz auch P{x) + konst, eine Funktion sein, die den Differential- 
quotienten 1 : X hat. Die Bildkurve von y = F{x) + konst, geht aus 
def von y =^F{x) hervor, wenn man alle Ordinaten um dieselbe Kon- 
stante vergroBert oder verldeinert, und das geschieht eben, wenn man 
das Pauspapier so verschiebt, daB sich die j/-Achse in sich bewegt, wobei 
man die Bewegung nach oben oder unten hin ausfuhren kann. Hier- 
nach sind alle rechts verlaufenden Stromlinien einander 
kongruent, namlich die Bilder aller Funktionen von der 
Form ?/ =F(x) -f- konst. 

Was nun zu erortern ist, fallt manchem sehwer, obgleich es an sicn 
einfach ist; es ist bloB eine ungewohnte SchluBfolgerung. Das haben 
uns verschiedene Anfragen von Lesem der friiheren Auflagen dieses 
Buches gezeigt. Wir wollen deshalb ausfuhrlich zu Werke gehen. 

Zur Vorbereitung tue man folgendes: Vorhin war die durch den 
Einheitspunkt der x-Achse gehende Stromhnie gezeichnet worden. Jetzt 
falle man von moglichst vielen Punkten dieser Kurve auf die j/-Achse 
die Lote (die also zur ic-Achse parallel sind) und bestimme auf diesen 
Loten die Mitten. Man wird dann beobachten, daB die von diesen 
Mitten gebUdete neue Kurve wieder in das StrombM von Fig. ^8 gut 
hineinpaBt. Statt die Mitten zu nehmen, kann man auch z. B. von 
iedem der Lote nur ein Drittel nehmen oder auch zwei Drittel usw., 
ia man kann auch jedes der Lote nach rechts hin z. B. verdoppeln oder, 
weil das fur die kleine Figiir zu viel ist, jedes Lot nach rechts hin um 
seine Halfte vermehren, usw. AUgemein: Man kann alle Lote von den 
Punkten jener Stromlinie auf die y-Achse nach irgendeinem konstanten 
Verhaltnisse verMeinern oder vergrOBern, immer wird man dadurch zu 
einer Kurve kommen, die gut in das Strombild von Fig. 208 hinein- 
paBt. Wir bitten den Leser dringend, das, was soeben gesagt wurde, 
nicht nur zu lesen, sondern wirklich auszufiihren! Worauf beruht 
nun dieser zunaehst nur erfahrungsmaBig festgestellte Umstand? Der 
Schliissel des Geheimnisses liegt einfach darin, daB die a:-Einheit zwm in 
Fig 207 angegeben, aber tatsachhch gar nicht benutzt worden ist. Desr 
halt) haben wir auch die a:-Einheit in Fig. 208 gar nicht angegeben. 
In Fig. 208 ist es also ganz gleichgiiltig, wie groB man die a:-Einlieit 
wahlt. Hat man nun irgendein bestimmtes Zahlenpaar x, y als Koordi- 
naten eines Punktes angenommen, z. B. x =3, y =6, und ersetzt man 
die x-Einheit z.B. durch dielialbe Strecke, so wird der Punkt, der in dem 
neuen System die Koordinaten a: = 3, y = 'o hat, dadurch aus dem 
alten Punkte gewonnen, daB man auf dem Lote vom alten Punkt auf 
die y-Achse die Mitte nimmt. das Lot also durch das halbe Lot ersetzt. 
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denn jetzt bedeutet x = 3 nur noch eine halb so groJBe Strecke wie vor- 
her. Hieraus erhellt: Jede Stromlinie geht wieder in eine Stromlinie 
iiber, wenn alle Lote vonihren Punkten auf die 2 /-Achse nach irgendeinem 
konstanten Verhaltnisse verkleinert oder vergroBert werden. 

Nebenbei bemerfct: Nach S. 88 sind deshalb alle Stromlinien zu- 
einander affin; dabei ist die t/-Achse die AffinitMsachse, weil die Lote 
auf diese Achse nach konstantem Verhaltnisse geSndert werden. 

Wenn wir nun aber die zuerst gewahlte x-Einheit beibehalten 
wollen, konunt das geometrische Verfahren augenscheinlich darauf 
hinaus, daB die Abszissen x mit irgendeiner positiven Konstante a 
multipliziert werden diirfen. Mithin sind alle rechterhand der 
i/'Achse verlaufehden Stromlinien die Bilder allcr Funk- 
tionen F(ax)^ wo a irgend eine positive Konstante be- 
zeichnet. 

Zum 'CberfluB wollen wir dies nun auch rechnerisch beweisen. An- 
genommen war, daB F(x) die zuerst in Fig. 208 eingezeichnete Strom- 
linie durch den Einheitspunkt der a;- Achse zum Bilde habe, d. h. daB 
y =F(x) das Bild derjenigen Kurve sei, der die in (2) angegebene 
Steigung 1 : x zukommt und die fiir a; =1 die Ordinate y = 0 hat, so 
daB jP( 1) =0 ist. Die Voraussetzungen sind demnach: 

( 3 ) . 

und 

(4) 2?(1) =0. 

Zu beweisen ist, da6 die Funktion F(az) unter diesen Voraussetzungen 
ebenfalls den Difierentialquotienten 1 :* bat. Wir setzen ax=z und 
benutzen die Kettenr^el. Wegen F(ax) —F{e) kommt : 

dFjax) _ dF(s) _ iT(z) Az 


Nach (3) ist aber: 


und w^en z—ax ist: 


Einsetzen dieser Worte |[ibt: 


dF(ax) 2^ a 1 

dx “^2 “ax ' X ’ 


wie m beiireisen war. 
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Blicken wir auf das bisher Gesagte insgesamt zuriick, so folgt: 
Erstens: Jede rechts von der j/-Achse verlaufende Stromlinie ist 
das Bild einer der Funktionen F{x) + fc, wo i) irgendeine positive oder 
negative Konstante bedeuten kann. 

Zweitens: Jede rechts von der ?/-Achse verlaufende Stromlinie 
ist das Bild einer der Funktionen F{ax), wo a irgendeine positive Kon- 
stante bedeuten kann. 

Aus beiden Ergebnissen zusammen wird geschlossen: Jede Funk- 
tion F{z) -f- h mu6 sich auch in der Form F(ax) darstellen lassen, 
d. h.: hat man irgendeine positive Konstante a angenommen, so gibt 
es aueh immer eine Konstante fc derart, daB 

(5) F(ax)=^F(x) + Jc 

ist und zwar fur alle positiven Abszissen x. Wir diirfen insbesondere 
a: =1 wahlen. Dann kommt F(a) —F{1) -f k oder nach (4) .einfach 
F{a) =]c. Somit ist k nichts anderes als derW'ert F{a) der Funktion 
F{x:) fur x — a. Setzen wir ihn in (5) ein, so kommt: Mr alle posi- 
tiven Werte von x ist 

F{ax) =F{x)+F{a). 

Bezeichnen wir nun irgendeine positive Abszisse x mit h, so folgt: 

Fiai)=F(h) + F{a). 

Wir haben daher gefunden: 

Diejenige uns noch unbekannte Funktion ^( 0 :), der die 
beiden Eigenschaften 

( 6 ) ^ = 

zukommen, hat flir beliebige positive W.erte a und , 6 die 
Eigenschaft: 

(7) F(ai)=--F{a) + F(b). 

Dies bedeutet geometrisch: Die Sum me der zu irgend zwei 
Abszissen x ==a und x =l gehdrigen Ordinaten ^i(a) und i^(&) ist 
gleich der Ordinate F{ai) desjenigen Punktes, dessen Abszisse das 
Produkt X ^ ah der beiden Abszissen a und h ist. 

Wer einmal etwas von Logarithmen erfahren hat, wird durch 
(7) an die Formel log uS =log a + logS erinnert. Wir wollen 
jedoch die Logarithmen nicht als bekannt voraussetzen. 
Nur deshalb erinnern wir an sie, weil wir dadurch eine neue Bezeich- 
ming begrtinden: Eine Funktion von x naanlich, der die Eigenschaft 
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zukommt, dafi ihr Wert flir ein Produkt x=^al) immer gleich der 
Summe ihrer Werte iuv x = a und x ist, heiBt eine logarith- 
mische Funktion oder ein Logarithmus. Die uns allerdings 
immer noch unbekannte Funktion F{x) ist demnach ein Logarithmus. 
Aber es gibt, wie sich spater zeigen wird, noch andere Logarithmen. 
Daher rnussen wir der Bezeichnung noch einen Zusatz geben: Der 
Leser Avird uns beistimmen, wenn wir meinen, daB wir auf natiir- 
lichem Weg zur Betrachtung dieser Funktion F(x) gefuhrt worden 
sind. Denn wir gingen von dem auffallenden Umstand aus, daB die 
Differentiation aller moglicheii Potenzen von x wieder alle mdglichen 
Potenzen von x mit Ausnahme von oder 1 : x liefert, und wurden 
dadurch veranlaBt, nach denjenigen Funktionen zu forschen, die den 
Diifferentialquotienten l:x haben. Darum bezeichnen wir die 
Funktion F(x) als den natiirlichen Logarithmus von x, ab~ 
gekurzt: log nat x, gelesen: Logarithmus naturalis (von) x, Kiirzer 
ist die Bezeichnung In a;, die Avir kiinftig anwenden wollen. Nach 
ihrem ersten Entdecker Neper (1614) heiBen diese Logarithmen 
auch NEPERSche Logarithmen. 

Unterlna; verstehen wir also einfach diejenige Funktion 
einer positiven Abszisse x^ deren Differentialquotient 
gleich 1 : x ist und die fiir x =1 den Wert Null hat. 

Hier sind nun zwei Bemerkungen am Platze: Erstens die, daB Avir 
nur einen neuen Namen eingefubil; haben, bloBe neue Benennungen 
aber ernsthafte Leser nicht abschrecken durfen. ZAveitens die, daB die 
natiirlichen Logarithmen nicht diejenigen sind, die in den gewohnlichen 
Logarithmentafeln stehen und zum Rechnen angevvandt werden. Zu 
diesen kommen wir spater. 

ZusammengefaBt sind unsere Ergebnisse diese: 

Satz 1: 'Der natiirliche Logarithmus von x^ d. h. die- 
jenige fiir alle positiven Werte von x stetige Funktion In ir, 
deren Differentialquotient 

dlnx _ 1 
dx X 

ist und die fiir den Wert Null hat: 

lnl==:0, 

mit anderen Worten die Funktion 

z 

In X ( — d X 

J X 
1 

hat die Eigenschaft, daB fiir beliebige positive Werte a 
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und b stets 

lna6 =ln« + InJ 

ist, in Worten: der Logarithmus eines Produktes ist gleich 
der Stimme der Logarithmen der Faktoren. 

Um den Wert von In a; fur ein positives x besser abschatzen zu 
kdnnen aJs nach Fig. 208 durch die Strbmung, stellen wir das Integral 

a: 

lna:= f — dx 

./ X 
1 

nach Satz 5, S. 229, als Flaehe dar. Wir 
zeichnen namlich in Fig. 209, indem wir die 
Einheiten auf beiden Achsen gleich gro6 wShlen, 
die Bildkurve der Eunktion 


also eine gleichseitige Hyperbel (vgl. S. 197), deren Asymptoten 
die Koordinatenachsen sind. Wir brauehen sie nur fiir positive 
Wertevon*. Die Flaehe, die von der a:-Achse, der Hyperbel, 
der zu a: = 1 und der zu einem beliebigen x gehorigen Ordi- 
nate begrenzt wird, ist. gleich Ina;, gemessen mit der Flachen- 
einheit. Ist x grofier als Eins (wie in Fig. 209), so ist In x positiv, ist x 
dagegen Weiner als Eins (aber immer noch positiv), so ist In a: negativ, 
weil die Abszisse dann von 1 bis x abnimmt (vgl. S. 229, 3. Fall). 

Also ist In a; > 0 fiir a; > 1 und In a: < 0 fiir 0 < a: < 1. 

Man nennt In- x auch den hyperbolischen Logarithmus 
(log hyp a:), weil er durch die Hyperbelflache dargestellt wird. 




Fig. 210. 

In Fig. 210 haben wir einen Teil der Fig. 209 in groBerern Ma6- 
stabe gezeichnet. Das grofie geschraffte Quadrat ist die Flacheneinheit, 
die kleinen bedeuten also die Flaehe 0,01. Wir zahlen die kleinen Qua- 
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drate ab, die zwischen der a:-Achse und der Hyperbel in den einzelnen 
von Ordinaten begrenzten Streifen liegen, wobei wir die Bruehstiicke 
der obersten Quadrate abschatzen. In den Streifen zwischen den zu 
.% = 1,0, X — 1,1, a: = 1,2 . . . gehorigcn Ordinaten liegen folgende An- 
zahlen von kleinen Quadraten: 

Von 1,0 bis 2,0: 9,6 8,6 8,0 7,4 6,9 6,6 6,1 6,7 5,4 6,1. 

Von 2,0 bis 3,0: 4,9 . 4,7 4,6 4,3 4,1 3,9 3,8 3,6 3,4 3,3. 

Von 3,0 bis 4,0: 3,2 3,1 3,-Q 3,0 2,9 2,9 2,8 2,7 2,7 2,6. 

Wir bitten den Leser, dies dureh eiriige Stiohproben zu bestatigen; 

fiir die Dezimale allerdings konnen wir nicht genau einstehen. Um 
nun In z z. B. fUr x = 2,3 zu berechnen, addieren wir alle diese Zahlen 
von 9,6 an bis 4,5 und erhalten 83,4 als Anzahl der kleinen Quadrate 
von a: = 1 bis a: = 2,3. Da jedes dieser Quadrate 0,01 Flacheneinheiten 
hat, kommt In 2,3 = 0,834, abgerundet 0,83. In dieser Weise entsteht 
folgende Tafel von Werten, die der Leser dureh einige Proben bestatigen 
moge L 


X 

Ino; 

X * 

In X 

X 

Inx 

X 


X 

199 

ic 

In^j 

111. 

0,10 

1,6 

0,47 

2,1 

0,74 

2,6 

0,96 

3,1 

1,13 

3,6 

1,28 

1,2 

0,18 

1.7 

0,63 

2,2 

0,79 

2,7 

0,99 

3,2 

1,16 

3,7 

1,31 

1,3 

0,26 

1.8 

0,69 

2,3 

0,83 

2,8 

1,03 

3,3 

1,19 

3,8 

1,33 

1.4 

0,34 

1,9 

0,64 

2,4 

0,88 

2,9 

1,06 

3,4 

1,22 

3,9 

1,36 

1,6 

0,41 

2,0 

0,69 

2.5 

0,92 

3,0 

1,10 

3,5 

1,26 

4,0 

1,39 


Priifen wir die logarithmische Eigenschaft an einem Beispiel: 
Nach der Tafel ist In 1,3 -f- In 2,7 = 0,26 + 0,99 = 1,25. Andererseits 
ist 1,3 . 2,7 ='3,51. Die Tafel gibt In 3,5 =1,25. Also ist, soweit wir 
es hier priifen konnen, wirklich In 1,3 + In 2,7 = In (1,3 . 2,7). Die 
logarithmisohe Eigenschaft konunf in Fig. 209 und 210 so zum Aus- 
druck: Die Hyperbelflache vona: = l bis a: = a vermehrt um 
die Flache von a: = 1 bis x = i ist gleieh der FlSche von 
X —1 bis x = al. 

Dieser Weg, vennoge der Hyperbelflache zur Kenntnis der Funk- 
lion Ina; zu konunen, ist aber nur ein Notbehelf. 

§ 2., Bdrechnung des natfirlichen Logarithm us. 

Wir konnen gar nicht so naehdriicklich, wie wir es wohl mbohten, 
den Umstand betonen, dafl der so grofiartig klingende Name: natiirlicher 

^ Einige Male ist die dritte Bezimslzahl eine Fiinf, so dab die Abnmdung 
aatfcbw wd. VTir haben in diesea FSllen die zweite Denmalzabl erhoht oder er- 
ni^diiS^ i® der daB der 'Wert so bervorgeht, wie man ihn ans genau be- 

lecluttiaii Tafelh entnehmen kann. 
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Logarithmus eben doch nur ein Name ist. Von bloB pomposen Be- 
neimungen soUte man sich nicht einschuchtem lassen, aber leider ist 
das nur allzu haufig der Fall. Nicht der Name, sondern die Sache 
ist immer das Wesentliche, und hier ist die Sachlage einfach: Wir be- 
trachten diejenige Funktion der positiven Veranderlichen x, 
die fiir a:= 1 den Wert Null hat und deren Differential- 
quotient gleich 1 : a; ist; sie heiBt In*. Man verzeihe, daB 
wir dies immer wiederholen; wird es dem Leser auf die Dauer lai^- 
weilig, so ist das ein gutes Zeichen, denn dann hat er den richtigen 
Standpunkl erreicht. Wir wiederholen es auch in Formeln: 

<1) In 1 = 0, (2) fftr x>0. 

Auch erinnern wir daran, wie man in Fig. 208, S. 264, den ungefahren 
Verlauf der Bildkurve der Funktion In* erkennt: sie kommt, sich an 
die negative y-Achse zunachst anschmiegend, aus dem XJnendlichen 
her, steigt stark empor, um die 
aj-Achse im Einheitspunkte zu 
durchsetzen, und verlauft dann 
mit immer sehwacher werdender 
Steigung nach dem Unendlichen 
rechts oben , wenn wir das 
Achsenkreuz in der gebrauch- 
lichen Lage annehmen. Wir wol- 
len sie die Bildkurve h nennen; Fig. 211- 

sie ist in Fig. 211 gezeichnet, 
wo A den Einheitspunkt der *-Achse bedeutet. 

TOn beliebiger Punkt Q dieser Kurve k babe die. Abszisse u, so dafi 
seine Ordinate In u ist. Wenn wir die Kiirve k parallel zur *-Achse um 
die Strecke Bins riickwarts verschieben, also so weit, bis der Punkt A 
in den Anfangspunkt 0 kommt, erhalten wir eine kongruente Kurve e. 
Von welcher Funktion ist sie die Bildkurve? Der Punkt Q von k 
geht in einen Punkt P von c iiber. Bezeichnen wir die Abszisse dieses 
Punktes mit *, seine Ordinate mit y, so ist augenscheinlich x —u 1. 
d. h. M = 1 r|- *, und 3 / = In M, d. h. 

(3) y=ln(l + *). 

Mithin ist die Kurve . c das Bild von ln(l -f- *). Die Ta^ente 
des Punktes P von c ist zur Tangente des Punktes Q von * 

Steigui^ dieser Tangente aber ist gleich 1 : «, namlieh nach (2), well 
die Abszisse von Q mit u bezeichnet wurde. Also ist auch die^ Steigi^ 
der Tangente des Punktes P von c gleich 1 : u oder 1 : (1 + a:). Anders 
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gesagt: Der Diflferentialquotient der Funktion (3) ist: 

(4) 

^ ^ dx 1 X 

Dies kann man auch mittels der Kettenregel ableiten: Wir haben ja 
2 / = In w, u =^l + x, 


. 


Weil die Eurve k nur Pnnkte mit positiven Abszissen hat und 
weil die Verschiebung um — 1 langs der a:-Achse ausgefiihrt mirde, 
kommen der Kurve e nur Punkte zu, deren Abszissen groBer 
als — 1 sind. Ferner geht die Kurve c durch den Anfangspunkt, d. h. 
Venn x nahe bei Null gewahlt wird, ist auch der Wert von 
2 / ==ln (1 + 05) nahe bei Null. Diesen Umstand hat man benutzt, 
um einen Weg zur Berechnung des nattirhchen Logarithmus zu finden, 
und wir wollen jetzt zeigen, wie dies geschehen ist. 

Zu diesem Zwecke beschaftigen wir uns zunachst nur mit 
dem als Differentialquotient vonln(l + x) in (4) gefundenen 
Bruche 1 : (1 + x)^ den wir anders schreiben konnen: 

1 (1 + a;) — ic 

1 X 1 * 4 * X 

Oder: 

l + X 1+ X 

Wenn wir diese Gleichung nach und nach mit — x\ — 05® 
multiplizieren, kommt, in dem wir sie selbst noch einmal an die 
Spitze stellen: 


X 

1 + a: 

1 — , 
l^x 

X 

+1T^> 



1 4“ a; 

1 4- X ’ 



1 4- X 

^ 1 + X 

^ _ 

\ + X 

14-2: 

X* 

r5 1 

1 + X 

^ ^ 1 4- X 
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Bilden wir die Summe der funf ersten Gleichungen und die Summe 
aller sechs Gleichungen, so kommt, da sich viele Glieder dann beiderseits 
fortheben: 

= 1 — x-{- + — 

J. + ic 1. “f* ic 

und 

1 -X + x^ -^ + + _il_. 

Man sieht hieraus, dafi man so fortfahxen kann und allgemein be- 
kommt : 

= + — .^+ ••• T a:«-» ± 

Hierin bedeutet n eine beliebig groBe ganze positive Zahl, 
und in den SchluBgliedern gelten die oberen oder unteren 
Vorzeiehen, je naehdem n gerade oder ungerade ist. Die 
rechte Seite der Gleichung (5) ist nichts als eine sogenannte iden- 
tische Umformung des Bruches 1 : (1 + a:), d. h. die Formel gilt 
fiir jedes x. Das kann man nachtraglich dadurch besthtigen, daB 
man (5) mit l + a: multipliziert. Dann kommt namlich; 

1 = 1 — x-j- — a? + • ■ ■ T a:”~^ 

+ X — x^ + a:® — • • ^x ^ a;” ± x" , 

und hier heben sich in der Tat aUe Glieder fort. 

Die Umformung (5) -wollen wir aber nur fiir solche "Werte 
von X benutzen, die zwischen —1 und +1 liegen, deren 
absoluter Betrag | a: | also kleiner als Bins ist. Pur solche 
Werte von x hat namlich x" die Eigenschaft, nach Null zu streben, wenn 
die ganze positive Zahl n nach -f oo strebt, wahrend dies nicht zutrifft, 
wenn a; = -f 1 oder — 1 oder der absolute Betrag von x groBer als Bins 
ist. Wenn also ] a; ] < 1 ist und limn =+ oo ist, ergibt sich aus (5): 

(6) — x-\-x^—s^ + x^ — •■•fur|a:|<:l. 

Hier hat die Summe rechterhand kein Bnde; sie besteht aus unendlich 
vielen Summanden. Man nennt sie deshalb eine unendliche Eeihe. 
Demnach haben wir den Bruch 1 : (1 + a:) fiir [ a: j < 1 in eine unend- 
liche Eeihe verwandelt. 

Wenn man 1 : (1 + a:) fiir einen bestinunten Wert von x, der 
zTOschen — 1 und 4-1 hegt, berecimen vdll, wSre es allerdings ein 
riesiger Umweg, sich dieser unendlichen Eeihe zu bedienen, z. B. fiir 
^ ^ zu setzen. 1 ^ — [— — * * *» da doch m diesem Palle 

Schemers, Lehrbnch d. Mathematik, 18 
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der Brach gMeh 1 : (1 + i) oder -f ist. Aber wir brauchen die Urn- 
formung (6) fiir andere Zwecke. 

Tatsachlich kann man eine nnendliclie Reihe niemals voUstandig 
aiisrecknen; man muB ja immer einmal anfhoren, also die Reihe irgend- 
wo abbrecien. Neimen wir an, es geschehe nach dem n-ten Gliede, 
<L h. Tor dem Summanden mit der ifhtm Potenz vOn x, Wir bilden 
also die Snmme: 

(7) 1 — x-{- ‘ 

Sie ist nicht gleieh 1 : (l + x), yielmehr ist ein Rest vernacWassigt, 
der noch dazutreten miifite und den wir mit bezeichnen, nimlieh 
nach (5): 


Rfi = ^ 


1 -f- flj 


Dieser Pehler den wir machen, wenn wir die nnendliclie Reihe 

(6) nach dem n-ten Glied abbrechen, weicht um so weniger won Null 
s-b, Je gxoBer n ist; immer nur unter der Voraussetzung, daB x 
zwischen — 1 und -f- 1 liegt. ZnsammengefaBt: 

Satz 2: Wenn der abs'olute Betrag von x kleiner .als Bins 
ist, gilt die Formel 


T+a =1“”^ + 

Bricht man diese unendliche Reihe nach ihrem n-ten Glied 

f- ’ einen Fehler indem der vernach- 

lassigte Rest 

i?„ = ± ^ 

iann den absoluten Betirag dieses Fehlers 
positive Zahl n Mnreicbend 
^ maclien, wie man will. 

Brach 

zurtok WirT^i. ™ eigentlichen Aufgabe 

Nach^4i^nrf -f it y = In (1 + a;) zu berechnen. 

iNack (4) und (5) ist lir Differentialquotient: 




a:"-i ±- 






± a;n-l _ 


^^t lioks ^116 Samme vAn « _i_ 1 pk«j -r^ 

ferentialquotieiit vat. t Gbedern. Das erste ist der Dif- 

y Oder In ( 1 -fa;). Das zweite ist der DifferATitiai. 


zweite ist der Differential- 



r X , ^ 

I In (1 + !>!) ^ 


■ 1 + ® 

• TVT 1 

Anf der linken Seite haben wir def F^'bessir^ 

Mnzugefiigt, weil so der regelm ^ -wiebtige 

Ausdruck kommt. An dieser Jleieku^ i, der. 

der Umatand, daB der Wert der «chten Jate 
fruberen Bezeiebnung) nacb + oo strebt. Deshalb 

+ 1 liegt und die P^^jJJ^Bbnktion die Unks in den scharfen 

nambcb koimen tot uber die .p, ^ es bequem sein, dieser 

Elanonern stebt, eimges anasagen. . , eeben; nennen wir 

FunktioE bier voriibergebend eme Bezeiebnung zu geo 

sie etwa 2 . Dana konnen tot sagen; 

Die Funktion 


(9) 


2 ; = In (1 + 


^ ^ — — 4-' 

3 ^ 


±- 

n 


bat nacb (8) den Differ entialquotienten 

_ _L 

(19) 

der unter der Voraussetzung j » 1 die Funktion z ftir 

Null strebt. AuBerdem. zeigt (9), da a 
^ =0 den Wert In 1 bat„ der nacb (1) J ig,. 

wisscE wir, daB die Funktio ^ ^otei wir 

Betracbten w bloB ein Interv^ I*® " ® lie kleiner ala 
anter a irgendeine positive Za geiegene x epien ab- 

Eina iat. Dana bat gevnB 1®^^. ^ p, . ^ ^ _ a Ms + », 

soluten Betrag, der Idemer ala Eim • ^ ist 1 — « 

so gebt der Nenner m (10) von ^ absolut 

der Meinste Wert. Er 1 st posi . ist 

genommen alle Werte zTOseben 0 ^d a ue g 

a\ Mitbin ist im Intervalle — ^ ® S • 


± ^ 
1 X 


1— fl' 


daher naeli (10) auch 

1 ^ 

TO „ »n. PO-i^ Z" >»*”“*■ 
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Eins ist, leuchtet ein: Wenn man die ganze positive Zahl n Mn- 
langlich grofi waMt, kommt die rechte Seite von (11), die positiv ist, 
so nahe an Null heran, wie man nur immer will. Schreiben wir also 
eine beliebig kleine positive Zahl e vor, so konnen wir tins n so groB 
angenommen dehk'en, daB im ganzen Intervalle von — a bis a 


! dz, I 

dx I 


< € 


ist. Mithin hat die Funktion z eine Bildkurve, die erstens 
durch den Anfangspunkt geht (weil z — O fiir a:=0 ist), die 
zweitens im Intervalle von — a his +a stetig ist und die 
drittens in diesem Intervall iiberall solche Tangenten hat, 
deren Steigung ahsolut genomraen geringer als eine be- 
liebig kleine positive GroBe e ist. In Fig. 212 sollen g und h 

diejenigen Geraden durch den Anfangspunkt 
^ 0 sein, deren Steigungen e und — s sind. 

Nach dem soeben Gesagten kann die Bild- 
kurve von 2 in dem Intervalle von — a 

O . j- bis + a nieht aus den geschrafften Winkel- 

feldern zvdschen g und Ji herauskommen, 
da sie durch 0 geht und nie steiler als g 
Oder Ji wird. Die Gerade g hat fiir eine be- 
Fig. 212. liebige Abszisse x die Ordinate ex, die Ge- 

rade Ji die Ordinate — ex. Im Intervall von 
r— a bis -t- a ist denmach der absolute Betrag von z immer kleiner als 
e I a; 1 und dabei kann e beliebig nahe bei KuU gew§,hlt werden, wenn 
mannurnhinreiohendgroB annimmt. Dies heiBt: Im Intervalle von 
— a bis -k a strebt z nach Null, wenn n nach -f- oo strebt. 

Das Intervall von — a bis a haben wir in Fig. 212 nichf ange- 
geben und zwar aus folgendem Grunde; a soUte irgendeine positive Zahl 
kleiner als Bins bedeuten. Aber a kann jetzt so nahe an Eins gewShlt 
•werden, -wie wir woUen, nur nicht gleich Eins selbst. Also: In jedem 
Intervalle, das im Innern des Intervalles von — 1 bis + 1 
liegt, strebt 2 nach Null, wenn n nach -f oo strebt. 

Nun wollen •wir die Frucht dieser Betrachtung ernten: Aus (9) 
folgt: In jedem im Innern des IntervaUes von — T bis + 1 gelegenen 


Intervall ist 


lim jin (1 -f a:) - 


X 

I 2 ■ 


+ ■ 




3 ^ n 

fiir limw =-t- 00 . Anders gesagt: FUr jedes x, dessen absoluter Be- 
trj^ kleiner eJs Eins ist, gilt; 


In ( 1 4 - a:) 


a? . 


^ 1 ^ 

' 3 4 ‘ 


0 . 
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+ • • • fiirl a; 1 < 1 . 


Mithin ist; 

a; K® a? a;* 

(12) ln(l + a;)=i;— 

Diese wichtige Formel (12) gestattj uns ^ is^^Eins 
irge-nd ein a;, dessen absoluter Betrag 
isf, mit jedem gewunscEten Grade der fenauigkeit^ 

berechnen. Dies sieht man so irgendwo 

unendUche Reihe muB man bei der wkhchen 1 , n 

abbrechen, sagen wir nach dcm n-ten Gliede. Wenn man a ( 

diirch 


T 


2" ^ 3 4 ” 


"F 


ersetzt (wo znletzt — oder + steht, je nacMem w g^®'^® angerade 
ist), begeht man einen Fehler, weil man dann den Rest 


Rfi ■ 




^«+2 a; 


,ti +3 




ti + 3 


der selbst ein. .neaUiche ^be «• 

Betrag einer Summe ist nun nach Satz 8, S. ° 

Summe der absoluten BetrSge der Summanden, daber: 


\Rn\ 

■Oder, wenn man 


X 


"+ 1 - , 1 ®!"+® , 1*1 


n-4* 8 


■ + 


rt 4 - 1 ' n + 2 

j;in+i herauszieht; 


+ 


n + 3 


+ • 


X 


I V^n + l^«+ 2 ~®»+* / 


Hier stehen recMs lauter positive GUeder. re^te 

n + 2, n + 3, • • • ist der erste der kleinste. DesMb ^nrd die reenm 

Seite nur vergroBert, wenn man alle Nenner n + 2 , »+ 3, • • • dn 
^ -j- 1 eisetzt. Erst recht ist daher 


1 R »1 + 

DM 1 < 1 i»t •ml Sate 2 te ^ -1 ^ + 1 

nucb, wenn man in diesem Satze x dime | i 
nach Satz 2: 


Mithin kommt: 
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Purch diese Formel wird der Fehler Rn selbst nicht bestimmt, aber 
sie besj^, da6 sein absoluter Betrag kleiner als eine gewisse 
berechenbare GroBe ist. Die Formel dient also zur Abschatzung 
des Fehlers. Man muB dabei beachten, daB die {n + l)-te Potenz 
von I X I mit wachsendem n nacb Null strebt, weil j a; | < 1 ist, so 
da8 also auch die Fehlerabscbatzung nach (13) immer Heinere Betrage 
liefert, je groBer man n annimmt. Wir haben also den 


Satz 8: Ist x zwisehen — 1 und + 1 gelegen, so gilt fur 
den natiitliehen Logarithmus von 1 + a: die Formel: 


ln{l + x) = ^-^+^ 


a* 

T 


+ ■ ■ ■ • 


Bricht man die unendliche Keihe naeh ihrem n-ten Glied 
ab, so begeht man einen Fehler; aber der absolute Betrag 
des dann unberiicksichtigt gebliebenen Restes ist kleiner als 

n + 1 1 — 1 ’ 

und diese GroBe strebt nach Null, wenn die Anzahl n iiber 
jede Zahl wslchst. 

Auf Grund dieses Satzes konnen wir In (1 + a:) fiir 1 a: ] < 1 so 
genau berechnen, wie wir woUen. 

1. Beispiel: Um In 1,1 lu berechnen, setzen wir 1 + a = 1,1, also x = 0,1 
Wilhlen wirn = 4, d. h. benutzen wir bloB die vier Glieder 

0 , 1 * , 0 , 1 » 0 , 1 * 

0,1 ^ + 3 ■ 4 ’ 

BO liefert die Rechnnng: 

0,1 =0,1 4.0,1* = 0,006 
l-O.!* = 0,000383. . . i.0,1* = 0,000 026 

0,100.333.... 0,006 026 

0,100 833... 

— 0,006026 
0,096 30833... 


Wegen n = 4 ist der Fehler absolut genommen kleiner als 

— = 0,000 002 22 

6-(l — (1,1) 

Mithin liegt In 1,1 zwischen 

0,096 308 33 . . . 0,096 308 33 . . . 

— 0 , 00000222 ... + 0,000002 22 ... 

0,095 m 11 . . . und 0,095 310 55 . . . 

Beide Werte geben, auf 5 Dezimalstellen abgerundet, dasselbe. Daher ist abgerundet: 

1111,1 = 0,09631. 


§ 2. Berechmng des mturlvdten Logarifhmm. 
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Ehe wir weitergehen, eine Zwischenbemerkung: Auch wenn der 
Leser, wie wir hoffen, Schritt fiir Schritt den Gedankengang verstanden 
hat, wird er den Eindruck haben, daB er allein nicht dazu imstande 
gewesen wSxe, diesen Weg zu verfolgen. In der Mathematik gibt es 
me in alien Wissenscbaften Stellen, an denen eigenartige Schwierig- 
keiten besondere Mittel zu ihrer Cberwindung erfordern, und da miissen 
wir den Meistern der Forschung dankbar sein, die zu ihrer Zeit diese 
Mittel ausfindig gemacht haben. Also bitte nicht zu Magen; man muB 
zuweilen statt bequemer Pfade auch steile und steinige wandein, wo es 
keine andern gibt, und sie sind fur manche sogar genuBreicher. Zum 
Troste fiir diejenigen, die das nicht finden, sei erwShnt, daB man sich 
das Vorhergehende nicht zu merken braucht; man muB es nur einmal 
wirklich vollstandig durchdacht haben. Was spater fiir die Anwendung 
gebraucht wird und dem Gedachtnis aufgeburdet werden muB; ist 
ziemlich wenig; es wird an geeigneter Steile aufgezahlt werden. 

Aus dem Satz 3 kann man viel mehr Nutzen ziehen, als es zunachst 
den Anschein hat. Nach ihm kann man In (1 + x) fiir x zwischen 
— 1 und + 1, d. h. fiir 1 + a: zwischen 0 und 2 berechnen. Aber wir 
behaupten, daB wir jetzt auch den natiirlichen Logarithmus einer be- 
liebigen positiven Zahl berechnen k5nnen. Der Grand dafiir liegt in dem, 
was man die logarithmische Eigenschaft nennt, nhmlich dzurin, 
daB fur beliebige positive Werte von a und i stets 

(14) In = In a + In 6 

ist, vgl. Satz 1. Hiernach ist 

In i ~ In a& — In a . 

Bezeichnen wir ah mit c, so ist 6 == c : « zu setzen; also kommt: 

(16) In = In c — In a . 

Satz 4: Der Logarithmus eines Bruches ist gleich dem 
Logarithmus des .Zfthlers, vermindert um den Logarithmus 
des Nenners. 

Wenn nun x zwischen — 1 und + 1 liegt, sind 1 + .» und 1 — x 
positiv. Also folgt: 

( 16 ) In s=: In (1 + S') *“ in (1 — ^)- 

9 20 2 

Nehmen wir z* B, « *= an, so ist 1 + ap « 1 — ir « so daB 

kommt: 

In 10 » In In 
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Da ^ und ^ kleiner als Bins sind, lassen sich die rechts stehenden 
Logarithmen nach Satz 3 berechnen. Mithin kann auch hi 10 ermittelt 
werden! 

Diejenige Zahl, deren Logarithmus man sucht, nennt man gem den 
Numerus. Dies lateinisehe Wort bedentct eigentlich auch nur Zahl, 
man bedient sich aber dieses Fremdwortes nur dann, wenn es sich um 
eine Zahl handelt, deren Logarithmus in Frage kommt. Nun sei der 
Humerus eine beliebig gewahltc positive Zahl N. Um zur Be- 
rechnung von In N die Gleichung (16) anwcnden zu konnen, mu6 man 
X so wahlen, da6 

1 + X _ ^7 
1 — X “ ' ' 


d.h. 


l-\-x — N X X == 0 


Oder also 
(17) 


X = 


iV — 1 

A- + 1 


ist. Wenn die positive Zahl N kleiner als Bins ist, crgibt sich hieraus 
fur x augenscheinlich ein negativcr W(nt, dessen absoliher Betrag 
kleiner aJs Bins ist. Wenn dagegen N groBer als Bins ist, licfort (17) 
ein X; das positiv und kleiner als Bins ist. Stets also gibt (17) 
filr ein beliebiges positives N oin zwischen 1 und + 1 
gelegenes x. Mit Hilfe von (16) und ISatz 3 ist man also imstande, 
In 'Y fiir jeden positiven Numerus zu berechnen. 

Wir erSrtern noch, dafi man dabei jeden gewlinschten tirad der 
Genauigkeit erreichen kann. Nach Satz 3 ist, wenn dariu die gauze 
Zahl w als eine gerade Zahl 2 m gewiihlt wird: 


In (1 + X) = - 



x'-illl - I 




I- /,*, 


Im 1 


und der Best strebt nach Null, wenn m nach ,+ co strebt. Wenn 
X zwischen —1 und +1 liegt, gilt dasselbe von -u-. Also diirfen 
wir auch — x statt x setien. Dann kommt ; 


In (1 - x) = - j - 7 - 3 y;;--,- ■ - + .3 U ,« , 

wo der Best 82 , ^ ein anderer als R 2 „^ ist (woil - x statt x steht), aber 
auch Sim nach Null strebt, wenn m nach o) strebt. Subtraktion 

beider Gleichungen liefert mit Kiicksicht aiif (16) 


In 


1 + X 


2(1 + ^ + . 


rjc 2 wi 
2 — 






§ 2. Bereclmung des iiaturlichm LogariOmus. 
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Da auch fiir lim m =+ co nach Null strebt, durfen wir 

also schreiben: 

o/'^i ^ ,a;2m — 1 


In 




wobei lim SRs ,,, = 0 fiir lim /« = + oo ist, anders gesagt, es ergibt 
sich fiir limm :^= + oo die uiiendliehe Reihe; 


( 18 ) 


In 


1 + a: 


i=K!+i+¥+--)' 


Bei der wirklichen Berechnung fiir irgendein zwischen — 1 und + 1 
gelegenes x niu6 man diese Reihe abbrechen; geschieht es nach dem 
Gliede mit so begeht man einen Fehler, der gleich dem ver- 

nachliissigten Rest ist, niimlich: 




a!2mrl .x2m+3 


.J 

2 m -f 1 ' 2 'm + 3 


U"). 


Alle Gli('der dieses Restes sind positiv, wenn x positiv ist, dagegen 
negativ, wenn x negativ ist, also: 




> ^ I 4_ .1 j A 

\ g in + 1 2 iw + 3 ’/ ■ 


Krsetzt man alle Neimer 2 m -1- 3, 2 m 5 nsw. durch den ersten Nenner 
t- -1. hleiiKT ist, so wird die rechte Seite vergroBert. Mithin ist: 


2 m 


G){, 


“in'+Tci-f- 


Wegen 1 x j <' 1 ist auch [ x |* < 1. Also ist der absolute Betrag von 
~ 1 X 1^, niiiulieh [ j-, kleiner als Bins. Deslialb kann Satz 2 angewandt 
werdeu, wenn man darin x durch — - ] x |“ ersetzt. Er liefert: 

I 


1 .j.. j ,/! [2 .j- \x\* -)- 


Kolglieh konimt: 


! %z,. 


2|x|;.!»»+i 1 

2n< + i * 1 — 1*1 


Dioso Restabsehatzung bestiltigt, was wir schon wissen: Sltg,,, strebt nach 
Null fiir limm = -f oo. Somit hat sich ergeben: 

Satz 5: Der natilrliche Logarithmus eines beliebigen 
positiven Nuinerus N Ihfit sich mittels einer unendlichen 
Reihe so darstellen: 


In .V In 


1 -f X 

l-r 
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Darin ist die Zahl 

N—l 

N+l' 

iind sie liegt stets zwischen — 1 und 1. Bricht man die 
Reihe nach der (2n — l)-ten Potenz von x ab, so begeht 
man einen Fehler: Der vernachlassigte Rest ist positiv, 
wenn x positiv ist, negativ, wenii x negativ ist; sein ab- 
soluter Betrag ist kleiner als die GrdBe: 

2|a;|2m + i 1 

2m+ 1 ’ l — 

die nach jS[u 11 strebt, wenn m iiber jede Zahl wachst. 

2. Beispiel: Soli In 2 berechnet werden, so ist N = 2, re = Die Reihe 
werde nach der 11. Potenz von x abgebrochen, d. h. es sei 2 m — 1 ~ 11 oder 
m = 6. Demnach ist In 2 angenilhert gleich 

Der Rest ist positiv und kleiner als 

Bei der Abrundung auf acht Dezimalstellen kommt: 

4- = 0,333333 33 

O 

^ . — = 0,012 346® 

4 .4r-= 0,000 8-23 05 

4 = 0,00006632 

i .-4 = 0,00000665 

1 = 0,000000 61 

1 1 O** 

0,346 673r54^'^ 0,698 147 08 * 

Weil drei Summanden nach oben und drei nach unten abgerundet worden sind, ist 
die doppelte Summe wegen der Abrimdung fehlerhaft innerhalb der Grenzen von 
— 2 • 3 ' J und -f 2 • 3 • J oder — 3 imd + 3 Einheiten der letzten Dezimalstelle. Da 
der fehlende Rest zwischen 0 und 11 Einheiten der letzten DezimalsteUe liegt, ist 
also der Gesamtfehler zwischen — 3 und 14 Einheiten der letzten Dezimalstelle ge- 
legen, d. h. In 2 liegt zwischen 

0,693147 05 und 0,693 147 22. 

Demnach ist auf sechs DezimalsteHen abgerundet 

In 2= 0,693147. 


§ 2, Berechmng des natiirlichen Logarithmus, 
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3. Beispiel: Soil In 10 berechnet werden, so ist iV = 10, a; = Da dieser 
Wert nahe bei 1 liegt, nehmen seine Potenzen sebr langsam ab. Man schlagt daher, 
um nicht zu viele Glieder der Keihe beriicksicMigen zu miissen, hier wie iiberhaupt 
bei grofieren Zahlen einen anderen Weg ein, indem naan die 10 in Faktoren zerlegt. 
Da 10 = 5 • 2 ist, bat naan nach Satz 1 : 

In 10 = In 5 + 2 , 


Ferner ist 5 = f * 4, also nach demselben Satze: 

In 5 = In I + In 4 

und ebenso wegen 4 = 2*2: 

In 4 In 2 + In 2, 


so daB kommt: 


In 10 = 3 In 2 + In f . 


Da wir In 2 soeben berechnet haben, brauehen wir nur noch In f- zu be- 
rechnen. Fur N - f ist £C = Wahlen wir die Zahl m des Satzes 5 gleich 3, so 
ist die Summe 

9“ ^6 9‘j 

ZU berechnen. Sie ist zu klein (da x positiv ist) um einen Betrag, der kleiner 
ist als 

4(4)’-55-2T^.<'>’'>" '*»»’• 

Das Kechenschema ist; 

— = 0,11111111 

i .1=0,00046726 

1 .1=0,00000339 

5 

0,11167176.2 = 0,223 143 60 . 

Wegen der Abrundungen ist der Fehler der letzten Dezinaalziffer zwischen — 2 und 
+ 1 gelegen. Wegen des vernachliissigten Restes tritt ein Fehler zwischen 0 und 
4* 7 hinzu, so daB der Gesamtfehler zwischen — 2 und 4 8 Einheiten der letzten 
Dezimalstelle, also In | zwischen 

0,22814348 und 0,228 143 68 
liegt. Da In 2 nach dem 2. Beispiel zwischen 

0,693 147 06 und 0,693 147 22 
liegt, ist In 10 oder B In 2 4 In | zwischen 

2,802 584 63 und 2,302 685 24 
enthalten. Also ist auf sechs Dezimalstellen abgerundet: 

In 10 « 2,302686. 
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4. Beispiel: SchlieBlich soli noch berechnet werden. 


liegt zwischen 

i 

und 

1 


2,302684 63 

2,302 686 24 

Oder 

0,434 294 67 

und 

0,434 294 45. 

Wir miissen daher auf nur fiinf Dezimalstellen abrimden: 


1 

In 10 


0,434 29 . 


Wert 


Diese Beispiele mogen geniigen. Jedenfalls diirfen wir jetzt sagen, 
daB der nattirliche Logarithmus von x eine nns bekannte Funktion 
ist, weil -wir Ina: fiir jeden positiven Wert von x mit jeder ge-wunsehten 



Fig. 213. 


Genauigkeit berechnen konnen. Wir konnen es, aber ■wir brauchen 
es nicht zu tun, denn diese Arbeit haben uns andere gute Menschen 
abgenommen, die in sorgfaltigster Weise Tafeln der nattirlichen Loga- 
rithmen hergestellt haben. Da wir jetzt selber wissen, wie man In N 
berechnet, haben wir ein hoheres Anrecht auf die Benutzung dieser Tafeln 
als das bloB durch ihr Kaufen erwerbbare. Wir haben Goethes 
Mahnung befolgt: „Was du ererbt von deinen Vatern hast, erwirb es, 
urn es zu besitzen.“ 

Im Anhang sind die Werte von InN in Tafel II fiir eine Anzahl 
von Numeri angegeben und zwar in der Abrundung auf vier Dezimal- 
stellen. 

Eine Gewissensfrage: WeiB der Leser noch, wie In a: erklirt wurde? 
Wir wiederholen: Ina: stellt diejenige Funktion von x vor, die 
den Differentialquotienten 1 : a: hat und fiir x = l den Wert 



§ 3. Eigenschaften des naturlichen Logarithmus. 
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Null annimmt. Wir haben gesehen: sie ist nur fiir positive Werte von 
X vorhanden und fur diese iiberall stetig. 

In der Doppelfigur 213 ist die logaritbmisebe Kurve y = \d.x 
in zwei MaBstaben gezeicbnet. Die Hauptfigur gibt das Stuck von 
X — 0,2 bis a; = 8, und zwar sind bier die x- und 2 /-Einbeit gleicb groB 
gewablt. Dies ist aucb in der Nebenfigur der Fall, doch haben wir bier 
alles auf verkleinert, so daB wir In a: noch bis x —110 darstellen 
konnten. Hier ist der Teil der Kurve, der unterbalb der a:-Achse liegt, 
d. b. fiir den x kleiner als Bins ist, zu nabe bei_ der j/-Achse und nicbt 
mebr erkennbar. Man siebt, daB die logaritbmisebe Kurve fiir 
groBere Werte von x auBerordentlicb flacb verlauft. Sie 
steigt aber bestandig, da ihre Steigung 1 : x wegen a: > 0 iiberall 
positiv ist, und bekommt fiir bm a: = oo unendbeb groBe Ordinaten. 


§ 3 . Eigenschaften des naturlichen Logarithmus. 

Nacb Satz 1 ist, wenn a und 6 positive Zablen bedeuten: 
( 1 ) In a 6 == In a + In 6 . 

Hieraus folgt, wenn aucb c eine positive Zabl bedeutet: 

In a 6 c = In (a b . c) = In a J + In c = In tt 4- In i + In c , 
und so kann man weiter seblieBen, daber; 

In a-y ftj . . a„ = In «! + In *2 + H in a„ . 


Satz 6: Der Logarithmus eines Produktes von beliebig 
vielen Faktorep ist gleicb der Summe der Logaritbmen 
der einzelnen Faktoren. 

Wenn wir in (1) fiir I die Zahl ^ setzen, kommt: 

In ]. = In a + In — 

' a 

odor, da Inl = 0 ist: 

In i = — In a. 


Satz 7; Der Lo,garithmus des reziproken Wertes 1:« 
einer Zabl a ist entgegengesetzt gleicb dem Logarithmus 
der Zahl a selbst. 

Hiernach ist weiterhin: 


In 


ttg « ♦ ttn 


hh 


:ln 




■ an' 


* hi] 


In % ^2 ‘ ^ ^2 • • • 
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also nach Satz 6 : 

_ jjj 1 - In a„ — In 61 — In ?»2 — In 

OiO^. . . Om 

Satz 8 : Der Logarithmus eines Bruches ist gleich der 
Summe der Logarithmen der Zahlerfaktoren, vermindert 
um die Logarithmen der Nennerfaktoren. 

Ein Sonderfall hiervon war Satz 4. 

Beim Bereehnen des Logarithmus eines Ausdruckes, Oder, wie 
man auch sagt, beim Logarithmieren tritt also an die Stelle 
der Multiplikation die Addition und an die Stelle der 
Division die Subtraktion. 

1. Bei^piel: Wegen 7 ®,-= 2: (3. 7) gibt Tafel II: 

In^ = ln2— ln3— ln7 = —2,3614 . 

Nach Satz 6 ist, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet: 

In {aP’) = la a . a . a In a + In a + • • * + In a = In a. 

n-mal w-mal 


Mithin gilt die Formel 

(2) ln(a’*)=nlna 

fiir jede gauze positive Zahl n. Man wird nun vermuten, daB sie fiir 
beliebige Werte von n richtig ist, und wir wollen dies beweisen, falls a 
positiv ist und a” den positiven Wert der Potenz bedeutet \ 
Wir betrachten die Funktion*: 

y=ln(a5’^), 

worm X eine positive Veranderliehe und der positive Wert der Potenz 
sei. Die Kettenregel gibt ihilen Differentialquotienten: 


y = Inz 
z = x^ 


dy 1 
dz z 


dz 

dx 


= nx^ 


■1 


dy nxn~i n 

dx z ajw X 


Nun hat aber die Funktion y In x nach der Faktorregel ebenfalls 
diesen Differentialquotienten. Deshalb ist nach Satz 2 , S. 213: 


In (a;^) = n In a? + konst. 


^ Dies muB betont werden, denn wenn z. B. n = ist, bedeutet a** die Quadrat- 
'wpzel am a, die positiv oder negativ angenommen werden kanxu 

• Wir sclireibeii nicbt Inz^, weil man dies auch so lesen kdnnte: (Inic)*** 


§ 3. Eigensehaften des natUrlichen, LogariOmus. 
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Piir x = l insbesondere ist auch a^ = l und also sowohl In (a;") als 
auch In a: gleich Null, so daB die Konstante gleich Null sein muB. 
Daher kommt; 

(3) lTi(a:“) =wlna:, 
und folglich gilt der 

Satz 9: Der Logarithmus des positiven We'rtes einer 
Potenz einer positiven Zahl ist gleich dem mit dem Ex- 
ponenten multiplizierten Logarithmus der Zahl selbst. 

2. Beispiel: In ]/'3 = In (3^) = |la3 = 0,6493 nach Tafel II. 

3. Beispiel: In |/i0 = In (10^) = ^ In 10 = 0,7676. 

4. Beispiel : In = In (1,6^) = Jin 1,6 = 0,3760. 

Kg. 213, S. 284, stellt die Bildkurve von In x dar. Man kann daraus 
entnehmen, wie groB ungefahr derjenige Numerus ist, dessen natiirlicher 
Logarithmus den Wert Bins hat. Denn die Ordinate Bins ko m mt dort 
einem Punfcte mit einer zwisehen 2,6 und 2,8 gelegenen Abszisse zu. Das- 
selbe kann man aus der Tafel II des Anhanges entnehmen. Erst in einiger 
Zeit wird sich ein bequemer Weg zur genauen Berechnung dieses Numerus 
herausstellen; vorlaufig begnugen wir uns damit, daB er zwisehen 2,6 
und 2,8 hegt. Man bezeichnet diesen Numerus, also diejenige 
Zahl, deren paturlieher Logarithmus gleich Bins ist, immer 
mit dem Buchstaben e: 

(4) lne=l. 

Das ist auf der'ganzen Ekde ebenso Branch geworden wie die Bezeiehnung 
3t ftir das Verhiltnis des Kreisumfanges zura Durchmesser. Die beiden 
Zahlenw und e spielen in der hOheren Mathematik gleich wiehtige RoUen. 
Die Zahl n erfreut sich nur deshalb eines grofieren Bekanntenkreises, 
well ihre Erklitrung einfacher ist. Den Buchstaben e werden wir niemals 
anders gebrauchen als zur Bezeiehnung desjenigen Numerus, zu dem 
der natUrliche Logarithmus Bins gehdrt. Deshalb haben wir ihn auch 
schon friiher vermieden, siehe eine Bemerkung auf S. 96. 

Bine sehr wiehtige Bigenschaft der Zahl e geht sofort aus Satz 9 
hervor, wenn wir ihn auf die positive Potenz e* von e mit beliebigen posi- 
tiven Oder negativen Exponenten x anwenden. Der natiirUche Logarith- 
mus von e* ist nach Satz 9 gleich dem mit x multiplizierten Logarithmus 
von «, also infolge von (4) einfach gleich x selbst. 

Satz 10; Der natUrliche Logarithmus der positiven Potenz 
«* ist der Exponent x selbst: 
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Wenn wir als Numerus mit N bezeichnen, besagt dies also, dafi aus 
N = e^ folgt: = 3 : 

Oder x=\nN. Wird dies in die erste Formel eingesetzt, so kommt; 

N =e*“ 

d. h.: 

Satz 11: Der naturliche Logarithmus einer positiven Zahl 
ist diejenige Zahl, mit der man die Basis e potenzieren muB, 
urn den Numerus zu bekommen. 

Hat einer unserer Leser ein anderes Lehrbuch der hoheren Mathe- 
matik zur Hand, so mdge er nachsehen, wie der naturliche Logarithmus 
dort eingefiihrt wird. Man wird meistens finden, dafi dieser Satz 11 als 
ErMarung dient; dann aber wird vorher erklSrt, was die Zahl e ist. Das 
darf dann selbstverstandhch nicht so geschehen, wie wir es durch (4) 
getan haben. Vielmehr gibt es noch eine vom Logarithmus ganz unab- 
hangige Erklarung der Zahl e. Wir werden sie im nachsten Kapitel 
finden. 

Auf Grund des letzten Satzes 11 kann man die Satze 6 bis 9 aufs 
neue ableiten und zwar aus bekannten Satzen der Potenzrechnung. 
Wir begnugen uns mit einigen Andeutungen: Die positiven Zahlen 
A und B mdgen die naturlichen Logarithmen a und b haben. Nach 
Satz 11 ist dann AL =e“, B =e*’, also: 

InAB =ln (e^.e*) — lnfi" + *', 
aber nach Satz 11 ist In e “ + * = a + b. Also kommt : 

InAB = a + J =ln + InB. 

Der Logarithmus eines Produktes ist also in der I’at gleich der Summe 
der Logarithmen der Faktoren. Ferner ist 

ln(jl'*) =ln [(c®)"] =lne”“ =na ==nlnj4, 

d. h. der Logarithmus der w-ten Potenz einer Basis A ist gleich 
dem mit n multiplizierten Logarithmus der Basis A. 

Nunwenden wir uns zu etwas anderem: In § 1 zeigte sich (S. 263), 
dafi die Frage nach denjenigen Funktionen von », deren 
Differentialquotienten gleich 1 -.x sind, noch nicht zu beant- 
worten war. Wir haben aber jetzt eine von diesen Funktionen kennen 
gelemt, namhch diejenige, die fiir a: = 1 den Wert Null hat, die Funktion 
In X. Nach S. 265 gehen die iibrigen derartigen Funktionen, bei denen x 
eine positive Veranderliche ist, ans ihr durch Addition irgendeiner 
Konstanten hervor: 


=lna>+ konst. 
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Die anderen Funktionen, bei denen x eine negative Veranderliche 
ist, sind, da die rechte Seite der Fig. 208, S. 264, durch Umklappen um 
die ?/-Aehse in die linke Seite ubergeht, die Funktionen: 

^ = In (— x) + konst. 

Folglicli gilt der 

Satz 12: Jede Funktion y von x, deren Differential- 
quotient gleicb 1 : x ist, hat eine der beiden Formen 

?/ =ln.T 4- konst. oder v/ = In (—ir) + konst. 

Die der ersten Art golten nur fur positives, die der zweiten 
nur fur negatives x, 

Nach S. 263 konnen wir dies auch so ausdriicken: Der Wert des 
Integrals 

p-dx 

J X 
a 

ist von der Form In a: + konst, oder von der Form In (— x) -f- konst. 
Beim Integrieren von a bis x darf man den Wert Null nicht iiber- 
schreiten, da 1 ; x fUr x=0 unendlich grofi wird, d. h. : Ist a > 0, 
so ist auch a: > 0 zu -wahlen, ist a < 0, so ist auch a: < 0 zu -wahlen. 
Dahcr kommt fiir positives a: 

X 

da: = In a: 4- konst. (a>0,a:>0) 

a 

und fiir negatives a: 

da: = In (■ x) +• konst. (a<0,a;<0). 

a 

Die Konstante ist leicht zu bestimmen, da das Integral fiir a: = a gleich 
Null sein muC. Im ersten Fall ist also In a + konst. = 0, d. h. die 
Konstante gleich — In a, wilhrend sie im zweiten Falle gleich — In ( — a) 
wird. Wir haben also 

X 

f- dx — Ina; — Ina (a>0, a? >0) , 

ar 

p. da: = In {—x) ■— In (~ a) (a < 0, a: < 0) . 


Sc h If rs, Ltihrbuch d. Mftthcmati'k. 
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Nach Satz 4, S. 279, konnen wir beide Formeln znsammenfassen, so 
daB sich ergibt: 

Satz IS: Die Formel 

fldx = ln- 
J X 

a 

gilt fiir alle Werte von x, die dasselbe Vorzeichen wie a 
haben. 

Die Stromlinien in Fig. 208, S. 264, sind also die Bildkurven 
aller Funktionen In (x : a), vgl. das auf S. 266 Erkannte. 

Schliefilieh woUen wir auseinandersetzen, bei was fiir Aufgaben 
man darauf gefaBt sein kann, auf den natiirlichen 
Logarithmus zu stofien. 

In einer Untersuchung trete eine unabhangige Veranderliche x 
und eine von ihr abhangige Veranderliche y auf. Wir geben dem x 
zuerst einen Wert a, dann den e-fachen Wert a c, dann wieder den c-faehen 
Wert a & usw., so daB x nach und nach Werte 

X = a, ae, ac^ a c® . . . 

bekommt, die eine sogenannte geometrische Progression bilden. 
Wir wollen nun annehmen, es zeige sieh, daB die zhgehorigen Werte 
von y eine sogenannte arithmetische Progression 

y =t, b h, i 2k, b 3k . . . 

bilden, wo also jeder folgende Wert nicht ein und dasselbe Vielfache 
des vorhergehenden ist, sondern aus dem vorhergehenden durch 
Addition einer und derselben GrbBe k hervorgeht. Wir wollen femer 
annehmen, daB. wir immer eine solche Beobachtung machen, gam 
gleichgiiltig, oh wir in der Progression fiir * die Schritte groB Oder Mein 
wfihlen, d. h. ob c nahe bei Eins liegt oder andcre Werte hat. Durch 
den Versuch sei also festgestellt, daB, wenn x von a. aus die 
Werte irgendeiner geoinetrischen Progression durchlauft, 
alsdann y von dem zugehorigen Werte b aus stets die Werte 
einer arithmetischen Progression durchliluft. 

Dabei sind zwei FaUe zu unterscheiden: Ist dor Faktor e der 
geometrisehen Progression positiv, so haben alle Werte a, ae, ac®, ac® . . . 
von X einerlei Vorzeichen; die Progression nimmt daher besttodig 
zu Oder besttodig ab. Ist dagcgen c negativ, so wechselt das Vorzeichen 
fortwfthrend. Dem absoluten Betrage nach aber werden die Werte auch 
dann immer grBfier oder immer kleiner. Man denke z. B. an eine hin- 
und herpendelnde Magnetnadel, dcren Ausschlagwinkel nach reehts 
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und links immer Heiner werden. Der zweite Fall konunt auf den ersten 
zuriick, wenn wir nnr die absoluten Betrage der anfeinander 
folgenden Werte yon x ins Auge fassen. 

Im ersten Fall erreicht, wenn x den Wert erhalten hat, y den 
Wert l + nk: 

(5) a;==ac" y==l"{-nh 

Dabei ist = 1, 2, 3 Die erste Formel gibt: 



Oder nach Satz 9, wenn wir beiderseits den Logarithmus bilden: 

In - 

nlnc = ln-, d. h. « = . 

Inc 

Setzen wir dies in die zweite Formel (5) ein, so kommt: 

1 SO 

In — 

Bezeiehnon wir die Konstante fc : Inc mit j9, so ergibt sich: 

( 6 ) y = l + filn^. 

Dieser SchluB gilt fur die Werte von x und y, die in den beiden Pro- 
gressionen vorkommen. Wenn aber stets, wie wir auch e wahlen 
mogen, eine geometrische Progression von a;-Werten. eine arithmetische 
Progression von y-Werten nach sich zieht, muB (6) fur alle Werte 
von X gelten, die in Betracht komnaen. Wenn wir im zweiten Fall, 
wo c < 0 ist, nur die absoluten BetrSge in der Wertereihe der x ins 
Auge fassen, kSnnen wir ebenso schlieBen. Deshalb folgt der 

Satz 14: Hangt y von x in der Art ab, daB immer, wenn 
die GrbBe x von einem Wert a an eine geometrische Pro- 
gression durchlauft, die GrSBe y von einem Werte h an 
eine arithmetische Progression durchlauft, so sind zwei 
Falle mfiglich: x behalt entweder bestandig dasselbe Vor- 
zeiehen wie a oder wechselt es bestandig. Im ersten Fall 
ist y von der Form: 

wo (5 konstant ist. Dies gUt auch im zweiten Fall, sobald 
man x und a durch ihre absoluten Betrage ersetzt. 

Id* 
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5. Beispiel: Schwingt ein Pendel im luftleeren Raum und ist die Reibung 
seiner Schneide gleich Null, so wird es stets gleich grofie Ausschlage nach beiden 
Seiten haben. Dasselbe gilt, wenn ein Korper an einem Draht bangt und wage- 
rechte Schwingungen um den Draht macht, wobei der Draht gedrillt wird, voraus- 
gesetzt, daB sonst keine Widerstande wirken. Dies ist jedoch eine niemals erreich- 
bare Voraussetzung. In Wahrheit nehmen alle Schwingungsweiten mehr Oder weniger 
schnell ab, und zwar tritt alsdann schlieBlich folgendes ein: Wenn a^, 02 , a ^, die 
aufeinander folgenden Ausschlagwinkel nach der einen tind anderen Seite sind, bilden 
sie eine geometrische Progression, wahrend die sogenannte Schwingungsdauer, 
namlich die Zeit der Schwingung von einer Umkehr bis zur nachsten Umkehr auf 
def anderen Seite, immer dieselbe bleibt, die Schwingungen also, wie man auch 
sagt, isochron (zeitgleich) sind. Ist die Schwingungsdauer gleich T (etwa in 
Sekunden gemessen), so gehoren zu den Zeiten t = 0,T, 2 T usw. die absolut ge- 
messenen Ausschlagwinkel «i,a 2 »a 3 usw. Die Zeiten bilden eine arithmetische 
Progression. Hat der' Ausschlagwinkel bis zu einem Wert a abgenommen und ist 
bis dahin die Zeit i verflossen, so besteht nach Satz 14 eine Beziehung von der Form: 

t J 4 . /Sin ~ • 
a. 

Fiir < = T ist a = fur ^ = (n — 1) ^ ist a = an—h also: 

n2’ = J + /Sln^, {n-l)T= 1 + 

a a 

Subtraktion beider Formeln voneinander gibt nach Satz 8 : 

T=/S(ln 1) 

Oder 

In In 

P 

Die Differrenz der Logarithmen zweier aufeinander folgender Aus- 
schlagwinkel ist also proportional' zur Schwingungsdauer. Man 
nennt diese Differenz das logarithmische Dekrement. 

6 . Beispiel: Die Empfindung, die ein Reiz auf einen unserer Sinne aus- 
iibt, z. B. die Druckempfindung, die ein Gewicht auf der Handfiache macht, ist 
nicht proportional zur GrdBe des Reizes. Wenn die EmpfindungsstS<rken in einer 
arithmetischen Progression stehen, bilden die Reize selbst eine geometrische, wie man 
beobachtet hat. Der Reiz ist dabei mehbar, z. B. bei Druckempfinduxigen durch die 
Gewichte. Die Empfindung ist dagegen nur durch die Versuchsperson abschatzbar. 
Das ist natiirlich etwas Unsicheres. Aber falls die angegebene Beziehung gilt, kann 
man ihre Richtigkeit in folgender Weise durch Messungen priifen: Nach Satz 14 muS 
die Empfindung E eine Funktion des Reizes It sein von der Form: 

E = h + /Sin-"- 

Of 

Nun sei der kaum,noch zu verspiirende Reiz, die sogenannte Reizschwelle, z, B. 
das kleinste Gewicht, das man noch auf der Handfiache fiihlt, also die zugehorige 
Em*pfindung E ganz nahe bei Null, so daB fiir R = Rq statt E Null gesetzt werden darf : 

0=i+,^ln^- 

a 
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Wird dies von der vorigen Gleichung subtrahiert, so kommt nach Satz 8: 

(7) E= ^{InR-lxiRo). 

Hierin ist R die imabhangige, E die abhangige Veranderliche, wahrend ^ und Rq kon- 
stant sind. Also ergibt sich durch Differentiation: 


Vermehrt man den Reiz R nur so wenig,„ daB man gerade knapp eine Anderun^** der 
EmpfinduAg’ E verspiirt, so kann- man beide Anderungen angenahert als Differen- 
tiale .dR und dE auffassen. Nach (8) ist dann: 


Man darf d E, die eben noch bemerkbare Empfindungsanderung, als fiir die Empfind- 
lichkeit der Versuchsperson kennzeichnend, also als konstant auffassen. Dann sagt 
die letzte Formel: Wenn jenes erwahnte sogenannte WBUBR-FECHNERSche Gesetz 
der Psychophysik gilt, muB das Verhaltnis aus der eben noch verspurbaren Reiz- 
anderung dR und dem vorher ausgeiibten Rcize R fur dieselbe Personlmmer denselben 
Wert haben, wie groB man auch den ’Reiz R wahlen mag. Diese SchluBfolgerung 
benutzt man, uin die Richtigkeit des Gesetzes zu priifen, denn der Reiz R und die 
eben noch merkbare ReizS-nderung dR sind physikalisch mefibar. 

7. Beispiel: Bei einer chefnischen Reaktion gehe ein Stoff vom Gewicht a 
allmkhlich eine neue Verbindung ein. Kommen dabei keine Temperaturanderungen 
vor und sorgt man daftir, daB dor noch unverbrauchte Teil bestandig in inniger Be- 
riihrung mit den Eeagenzien bleibt, so verlangsamt sich der Vorgang wie folgt: Wenn 
die Zeiten eine arithraetische Progression bilden, nimmt die jeweils noch unverbrauchte 
Menge des KStoffes in geometrischer Progression ah'. Nach t Minuten sei noch eine 
Menge vom Gewicht m unverbraucht. Nach Satz 14 ist dann 

i ss, h •{“ (iXtl • 

a 

Fiir i - 0 ist m = a, also h ^ 0, so daB bleibt: 


Daher ist Jiach Satz 8: 


In m In a =K i ; 


wo die Konstante natiirlich negativ ist Die Differenz der Logarithmen der nach 
t Minuten noch unverbrauchten Menge und der zuerst vorhandenen Menge ist mithin 
zur Zeit t proportional. Alles ist zersetzt, wenn m = 0 wird, dann aber wird | In w | 
unendlich groB, also auch t unendlich groB, Der betrachtete natiirlich nur ideate 
Vorgang wire also erst nach unendlich langer Zeit vOUig beendet 

8. Beispiel: Ein Kilogramm eines Gases sei in einem Behllter von v cbm ein- 
geschlossen und iibe auf das Quadratmeter der Wandung einen Druck von p kg, die 
spezifische Spannung, aus. Andert sich das Volumen, bleibt aber die Tem- 
peratur konstant, so gilt das Bovci^sche Gesetz, wonach das Produkt pv konstant 
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ist Bedeutet Vq das Anfangsvolumen iind die Ajifaiigsspaimiing, 
PqVq Oder: 


( 9 ) 


Po^o 


so ist also 


wodirrcli p als eine Fimktion von xt gegeben wird, deren BildJkurve in einem p-v- 
Koordinatensystem nach S. 197 eine gleichseitige Hyperbel ist, von der wir 
in Fig. 214 nur den positiven Ast (fiir v > 0) angedentet 
baben. Ibre Asymptoten sind die and jj-Acbse. 
Wacbst das Volumen von v bis v + dv, so verricbtet 
das Gas die Arbeit pdv. Die Gesamtarbeit bei der 
Ausdebnung von Vo bis v ist also das Integral: 

V 

fpdv, 


das nacb Satz 5, S. 229 , durch die Flilche zwiscben 
der Abszissenacbse, der Hyperbel nnd den zu Vq nnd p 
geborigen Ordinaten dargestellt wird. Nacb (9) ist diese Arbeit gleich: 

V 

dv = Po«o Ixi— • 

J V fo 



§ 4. Der gewohniiche Logarilhmus. 

Der Zweck, den vdr bisher in diesem Kapitel verfolgt haben, war, 
den Leser init einer vielfacb bei den Anwendungen der Mathematik 
anitretenden FnnMon, mit Inoj, vertraut zu machen. Der Zweck 
jedock, den man sonst mit der Einfuhrung der Logarithmen verfolgt, 
ist ein anderer: Man will ein Mittel haben, um schwierigere 
Zahlenrechnnngen zu vereinfachen. Da auch dieser Zweck 
wichtig ist, miissen wir uns danoit beschaftigen. 

SteDen wir ulis vor, wir batten eine Tafel, aus der wir zu jeder 
ZaM den natiirlichen Logaiithmus und zu jedem Logarithmus die zuge- 
horige Zahl entnehmen kbnnten, so wiirden wir viele Rechnungon er- 
leichtem konnen. Denn wir sahen ja in Satz 8, daB 

In "*"”'""” = ln%-t-lnaji+ h In — In — In ba — InJ,,, 

ist. WoUen wir also den Bruch 

^1 % . • • 
hh' ^ 

berechnen, so ermitteln wir die Logarithmen von . .a„, b, . , . b„ 
aus der Tafel, addieren und subtrahieren sie nach jener Formel und er- 
halten so den Logarithmus des gesuchten Bruches, zu" dem wir in der 
Tafel den zugehSrigen Numerus aufsuchen. WoUen wir die n-te Potenz 
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Oder w-te Wurzel einer Zahl a bereehnen, so gehen w naeh den Formeln 

ln(a") = «lna, In l/a= hi =: Mna 

(vgl. Satz 9) vor, inde'm TOr In a in der Tafel suchen, mit n oder 
1 : n multiplizieren und zu der gefundenen Zahl (als Logarithmns) 
aus der Tafel den zugehorigen Numerus entnehmen. Multiplikationen 
und Divisionen werden also durch das logarithmische Rechnen auf 
Additionen und Subtraktionen, Potenzieren und Radizieren auf Multi- 
plikationen und Divisionen zuriickgefuhrt, und das ist gewifi eine groBe 
Erleichterung. 

AUerdings miiBten wir hierfiir eine Tafel haben, aus der wir ohne 
groBe Miihe zu jeder Zahl den Logarithmus und zu jedem Logarithmus 
die zugehorige Zahl finden kfinnten, abgerundet auf eine gevrisse Anzahl 
von Dezimalstellen. Diese Tafel, von der uhsere Tafel II im Anhang 
ein kurzer Auszug ist, hat aber einen groBen tfbelstand. Nach Satz 10 
ist nSmlich: 

In (e*) =x , 

wo e jene zwischen 2,6 und 2,8 gelegene Zahl bedeutet, deren natiirlicher 
Logarithmus gleich Bins ist. Hiemach ist: 

lnl=0, lne=l, ln(e2)=2. In (e=*) = 3, . . . 

Da In uitnit X wdchst, haben also die Zahlen zwischen 1 und e einen Loga- 
rithmus zwischen 0 und 1, die Zahlen zwischen e und e* einen Logarith- 
mus zwischen 1 und 2, usw. Die Ganzen also, die beim Logarithmus 
vorkommen, kann man erst bestimmen, wenn man weiB, zwischen wel- 
chen pnzzahUgen Potenzen von e die gegebene Zahl liegt. Nun a^ier 
sind (he Potenzen von e recht unbequeme Zahlen. Auch beruht unser 
Zahlensystem nicht auf den Potenzen von e, sondern auf den Potenzen 
von 10, da 10®, 10*^, 10® ... die ersten ein-, zwei-, dreistelligen . . . 
ganzen Zahlen angeben. Unser Zahlensystem heiBt deshalb ein Dezimal- 
system. Es ware viel angenehmer, wenn nicht die Potenzen von 
e, sondern die von 10 die vorhin gekennzeichnete RoUe fiir die 'Be- 
stimmung der Ganzen eines Logarithmus spielten. Dann namlieh 
kOnnten wir sofort aus der Stellenzahl der in der gegebenen Zahl 
vorkommenden Ganzen schlieBen, wie viole Ganze der zugehorige 
Logarithmus hat. 

Nun beachte man, daB die vorhin enyahnten Vorzuge des logarith- 
mischen Rechnens, wodurch Produkte auf Summen und Briiche auf 
Difierenzen sowie Potenzen auf Produkte und Wurzeln auf Briiche 
zuriickgeftihrt werden, ihre Quelle in der sogenannten logarith- 
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mischen Eigenschaft: 

(1) In a6 = In ffl -f In J 

haben. Denn bei der Ableitung der Satze 6 bis 9 auf S. 285-287 haben 
wir nur von dieser Eigenschaft Gebrauch gemacht. Zunachst allerdings 
auch davon, dab Inl = 0 ist; doch diese Eigenschaft konnen wir ja 
auch aus (1) ableiten, denn wenn wir in (1) fur 5 Eins setzen, folgt 
In a = In a + Inl, also Inl =0. AuBer dem natiirlichen Logarithmus 
gibt es nun noch andere Funktionen f (x) mit der in (1) aus- 
gedriickten logarithmischen Eigenschaft 

(2) f(ab)=f{a) + f{b). 

In der Tat, auch 

y =clnx 

ist eine derartige Funktion, wenn c eine Konstante bedeutet. Denn 
ffe a: == ab hat diese Funktion den Wert c In a5, fiir x = a und x = b 
die Werte clna und clnh, und es ist in der Tat: 

cln aJ =c In a -|- cln &, 

da dies sofort aus (1) durch Multiplikation mit c folgt. Mithin ist 
clna: eine Funktion mit der logarithmischen Eigenschaft, 
welchen Wert auch die Konstante c haben mag. 

Jene Rechenerleichterungen, von denen wir oben sprachen, wiirden 
wir also auch dann haben, wenn wir nicht eine Tafel der Werte von 
In X, sondern eine Tafel der Werte von c In a; aufgestellt hktten. Nun 
wollen wir die Konstante c so wahlen, daB diese Funktion clna; 
nicht fur x—e, sondern fUr a; =10 den Wert Eins hat. Zu 
fordern ist: 

c In 10=1, also 

In 10 

Mithin kommen wir zu der- logarithmischen Funktion 


die fiir x — 1 und a: =10 die Werte Null und Eins hat. Noch 
mehr: Wegen In (10") = «. In 10 hat diese Funktion fiir a;=10" 
den Wert y =n. Wir haben also das gewunschte Ziel erreicht: Statt 
mit Ina: fiihrt man mitlnx:lnl0 alle logarithmischen Zahlen- 
rechnup.gen aus. Daher heiBt In a: : In 10 dcr gewohnlichc Loga- 
rithmus von x oder auch nach seineni erstcn Berechner Brigos (1618) 
der BEiGGSSche Logarithmus. Man nennt ihn auch den Logarith- 
mus mit der Basis 10, wahrend man den natiirlichen Logarithmus 
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als den Logarithmns mit der Basis e bezeichnet^ Ziim XJnter- 
schied von In x benutzt man flir den gewohnlichen Logarithmus von 
(jf: das Zeichen logx voder log vulgar (logarithmus vulgaris x), Wir 
werden stets das Zeichen logo; und den Namen: gewohnlicher 
Logarithmus anwenden. Unter logir verstehen wir also die Funk- 
tion: 


Sie ist wie Ina; nur fur positive Werte von x vorhanden, 
hat ferner die logarithmische Eigenschaft 


( 5 ) 


logai =log^, + log& 


und ist fur x = 1 gleich Null: 

(6) log 1=0. 

Nach den vorhergehenden Auseinandersctzungen gelten die Satze 
6 bis 9 auch fur den gewohnlichen Logarithmus. Das ist der Grund, 
weshalb wir damals in den Satzen nur vom Logarithmus, 
nicht vom naturlichen Logarithmus gesprochen haben. Des- 
halb brauchen wir die Satze nicht zu wiederholen. Wir begniigen uiis 
damit, die Formeln fur das Kechnen mit gewohnlichen Logarithmen 
zusammenzustellen: 


+ log an, 

+ log a„ 

— log 6m, 

Da ferner 

(8) log (lO") = n 

ist, konnen wir fiir die gewohnlichen Logarithmen noch den Satz auf- 
stcllcn, der dtnn Satz 11 iiber naturliehe Logarithmen entspricht; 

Satz 16: Der gewohnliche Logarithmus einer Zahl ist 
diejenige Zahl, mit der man die Basis 10 potenzieren mu6. 


log Uj . . . = log (< 1 4- log flia H- • ■ • 

logi = — loga, 

log 

™log 6 i-log 62 

log («^) n log a. 


‘ An»:t‘niDin vDrstDht man unter dem Logarithmus von x mit irgendeiner 
konstauten Basis B diojonigo Zahl ?/, mit dor man die Basis B potenzieren muli, 
urn :r als Wert d(‘r Poteiiz zu erluilteu, so daB also ^ x ist. Durch Logarithinieren 
der (ileiclmug ergibt sick daraus, daB ?/ln B gleich In a; wird. Wenn man nun die 
Konstante 1 : In B mit c iMizeichnet, erhiilt man y - cln x. Man kommt also wieder 
zu den auf 290 betraehteten Fimktionen. 
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um den Knmerus zu erhalten: 

IQ Oew. I/>gailthmTO ^Numerus. 


Im Sehulunterrichte, wo die Logarithmen allein znm Zwecke der 
Erleichterung des Eechnens benutzt werden, pflegt man diesen Satz 
als Erklarang der gew&hnlichen Logarithmen an die Spitze zu stellen 
und aus ihm die Eigenschaften der Logarithmen abzuleiten. 

Nach (4) sind die gewdhnliehen Logarithmen zu den na- 
thrlichen proportional: Kennt man die natiirlichen Logarithmen, 
so biaucht man sie nur mit dem von 10 zu dividieren, um die gewdhn- 
liehen Logarithmen zu erhalten. Nach dem 3. Beispiel auf S. 283 ist 
abgerundet: 

In 10 = 2,302 585 

und nach dem 4. Beispiel auf S. 284 abgerundet: 


1 

In 10 


= 0,434 29. 


Ails den natiirlichen Logarithmen gehen also die gewohnlichen durch 
Multiplikation mit dem sogenannten Modul (vom lateinischen modu- 
lus, Mafistab) 

(9) =0,43429 


hervor. Die Definition (4) der gewohnlichen Logarithmen IfiBt sich 
mit Benntzung dieses Zeichens M auch so schreiben: 


( 10 ) 


logx liiir. 


1. Beispiel: Nach dem 2. Beispiel, S, 282, liegt In 2 zwischen 
0,69314705 und 0,693147 22, 
nach dem 4. Beispiel, S- 284, liegt Jf zwischen 

0,43429445 und 0,43429467. 

Multiplizi^en "wh die Meineren Zahlen miteinander und ebenso die grdfieren, so er- 
halteii wir zwei Werte, zwischen denen log2 liegt, namlich: 

0,3010299 und 0,3010301. 
so daB aol sechs Dezimalstellen abgerundet kommt; 

log 2 = 0,301030. 


Dies Beispiel geniigt; wir sind jedenfalls imstande, im Notfalle 
den gewohnlichen Logarithmus irgendeiner positiven Zahl so genau zu 
berechnen, wie wir jinr woollen. Die Logarithmentafeln, iiber deren 
Gebranch wir noeh sprechen werden, enthalten stets die gewohnlichen 
Logarithmen (nnr gelegentiich in einem Aiisziig auch die natiirlichen). 
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Um aus den gewohnlichen Logarithmen die natlirlichen berechnen zu 
konnen, fiigen wir in der Tafel III des Anhanges eine Zusammenstellung 
der Vielfachen von 1 : In 10 und In 10 oder also von M und 1 : M Mnzu. 
Wie man sie zu benutzen hat, zeigen die folgenden beiden Beispiele. 

2. Beispiel: Aus einer Logarithmentafel ist log 3 = 0,4771 entnommen worden. 
Um hieraus In 3 zu finden, miissen wir 1 : if mit 0,4771 multiplizieren. Hier kommen 
die Produkte von I :M mit 4, 7, 7, 1 vor, die wir der Tafel III entnekmen und 
richtig untereinander stellen, wobei der Punkt als HiHe dient: 

0,9.210 3 
1 6.1 1 8 
16.12 
2.3 

In 3 = 1,0 9 8 5 6 , abgerundet 1,0986 . 

3. Beispiel: Iml. Beispiel, S. 278, fanden wir in In 1,1 = 0,0953. Um hieraus 
log 1,1 abzuleiten, multiplizieren wir M mit 0,0953. Tafel III gibt: 

0,0 3.9 0 9 
2.17 
1.3 



Fig. 216. 


Da (Me gewdhnlichen Logarithmen zn den natlirlichen proportional 
sind, kbnnten wir die in Fig* 213, S* 284, gezeichnete Kurve anch 
als Bildknrve von log w benutzen, wenn wir als y-Einheit die, zu 
xssslQ gahbrige Ordinate wthlten, weil log 10 1 isi Nehmen wir 

dagegen auf beiden Achsen gleich grofie Einheiten an, so geht als Bild- 
kurve von logx die in Fig. 215 hervor, die mit HiUe der Logarithmen- 
tafel leicht zu zeiehnen ist, zumal man auch die Steigungen ihrer Tan- 
. genten Meht berechnen kann. Denn der Differentialquotient des 
gewbhnlichen Logarithmus ist nach (10): 


( 11 ) 


dlogoj _ Ti^ dlna; 1 

ix a? sc In 10 * 
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Fiir a; ^ 5 ist die Steigung Ideiner als 0,1. Aber schon etwa vom 
Nunierus a: = 3 an weicht die Bildkurve nur sehr wenig von einer 
geraden Linie ab. In der Nebenfigur ist alles auf verldeinert, so daB 
der Ast der _Kurve unterhalb der a:-Achse, fur x < 1, nicht mehr zu 
erkennen ist, weil er zu nahe bei der y-Actfse verlauft. 

Will man Zahlenrechnungen mit Hilfe der gewdhnlicheii Logarith- 
mentafel ausfuhren, so muB man die Tafel zu liandhaben wissen. Man 
miiB wissen, wie man zum Numerus den Logarithmus und zum Loga- 
rithmus den Numerus bestimmt. Wir erbrtern hier die Anwendung 
einer fitnfstelligen Tafel. Nahere Anwxisungen sind den Tafeln stets 
vorgedruckt und zu beachten, da ihre Einriclitung nicht immer die- 
sclbe ist. 

Der gewohnliche Logarithmus ist eine Zahl, die aus Ganzen, der 
sogenannten Kennziffer, und aus einem Bruche, der sogenannten 
Mantisse, besteht. Das Wort Mantisse soil aus dem Etruskischen 
stammen und eigentlich eine wcrtlose Zugabe bedeuten. Hoffentlich 
nimint der Leser das nicht zu wdrtlichl Auch haben die alten Etrusker 
nichts von Logarithmen geahnt. Das Wort Mantisse bedeutet hier den 
Bruchteil, der zu den Ganzen hinzutritt. Der Name Kennziffer fiir die 
Ganzen der Logarithmen hat seinen Ursprung darin, daB man aus der 
Kennziffer sofort erkennt, wue vide Stcllen von Ganzen der 
Numerus eines vorgelegten Logarithmus hat. Da namlich 

log(10’^)=w 

ist, haben die Numeri 

... 0,00L 0,01, 0,1, 1, 10, 100, 1000 ... 

die gewdhnlichen Logarithmen; 

... ~ 3 , ~- 2 , — 1 , 0 , 1 , 2 , 3 ... 

Also hat z. B. ein Numerus von der Form 327, -. . . einen Logarithmus 
zmschen 2 und 3, d. h. mit der Kennzificr 2. Urn die Kennziffer 
dcs Logarithmus zu finden, braucht man also keine .Lo- 
garithmentafel! 

Die Tafeln enthaltcn moistens die Logarithmen aller ganzen 
Zahlen von 1 bis 10 000, aber nur ihre Mantissen. Man kann 
daraus sofort die Logarithmen aller Zahlen ablcsen, die nur vier Ziflern 
hintercinander auBer Nullen davor oder dahinter aiifweisen. Suchen 
wir z. B. die Logarithmen von 

26 450, 2,645, 0,002 645. 

Die linke und rechte Zahl sind gleich der mittleren, multipliziert mit 


§ 4. Der gewohnliehe Logarithmus. 
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einer ganzen Potenz von 10. Es handelt sich namlich um die Logarith- 
men von: 

2,645 ■10^ 2,645, 2 , 645 -lO-^. 

Da log a 5 = log a + log 6 und loglO"=w ist, sind es die Zahlen: 
log 2,645 + 4, log 2,645, log 2,645 — 3. 

Die Zahl 2,645 liegt zwischen 0 und 10 oder 10® und 10\ ihr Logarithmus 
also zwischen 0 und 1. Er heginnt daher, mit 0, . . . Die fiinfstellige 
Tafel gibt zum Numerus 2645 die Mantisse 42 243. Also sind 

0,422 43 4- 4, 0,422 43, 0,422 43 — 3 

die gesuchten Logarithnien. Man schreibt sie so: 

4,422 43, 0,422 43, 7,422 43 — 10. 

Im letzten Falle namlich fuhrt man die Subtraktion nicht aus, sondern 
bringt den Subtrahcnden auf den Betrag 10, indem man zum Minueu- 
den die entsprecbende Zahl von Ganzen hinzufugt. Das Verwandeln 
des Subtrahenden in 10 ist nicht ndtig, aber fiir raanche Rechnungen 
bequem. 

Umgekehrt: Zu den Logarithmen 

2,577 61, 0,577 61, — 2,422 39 

werden die Numeri gesucht. Den letzten negativen Logarithmus schrei- 
ben wir zunbehst als Difl'erenz aus einem positiven Bruch und einer 
ganzen Zahl, indem wir 3 addieren und dann subtrahieren. Also 
iiegen die drei Logarithmen vor: 

2,577 61, 0,377 61, 0,577 61 — 3. 

Die Beispiele sind so gewahlt, daB Uberall die Mantisse 577 61 ist. Ferner 
kommt dicse Mantisse wirklich in der funfstelligen Tafel vor. Sucht man 
577 61 in der Logarithmenspalte auf, so findet man, dafi dabei der 
Numerus 3781 steht. Nun liegt der erste Numerus, da 2 die Kennzifter 
seines Logarithmus ist, zwischen 10*^ und 10®, ist also dreistellig 
in seinen Ganzen. Der zweite Numerus ist, da sein Logarithmus die 
Kennziiler 0 hat, zwischen 10® und 10^ gelegen, mithin einstellig 
in den Ganzen. Der dritte endlich ist, da sein Logarithmus die Kenn- 
ziher — 3 hat, zwischen 10~® und 10“® gelegen, heginnt also mit 0,00. 
Denmach sind die Numeri: 

378,1, 3,781, 0,003 781. 

Wenn der gegebene Numerus nicht in der Tafel steht oder niehr 
als 4 Ziffern nacheinander hat (auUer vielleicht vorhergehenden oder 
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naeHolgenden NuUen), verwendet man das Interpolations- Oder 
Einschaltungsverfahren, Dies Naherungsverfahren beniht darauf, 
dad die Bildkurve von log a: fiir ein Meines Stuckchen mit grofier An- 
nahening als Gerade aufgefafit werden darf^, woraus nach § 1 des 
2. Kapitels foigt, da6 in einem kleinen Intervalle das Waehsen 
des Logarithmus angenahert proportional zu dem des Nume- 
rus ist. Zur Erleichterung der Rechnung pflegen die Tafeln kleine 
Rebentafelchen zu enthalten, ubersehrieben mit P. P. (d. h. partes pro- 
portionales oder VerhMltnisteile), in denen das 1., 2., ... . bis 9. Zehntel 
der DiSerenz zwischen je zwei aufeinander folgenden Mantissen steht. 
Das Hnsehaltungsverfahren ist genau so wie auf S. .117 u. f. bei der 
B^ula falsi: 

Gegeben sei der Numerus 26,457. Wir suchen in der Tafel die 
Mantisse zu 2645, nSndich 42 243. Die nachste Mantisse, d. h. die ssu 
2646 gehorige, ist urn 16 grofier. Auf das Intervall von- 26450 bis 26460 
Oder 10 kommt also die Difierenz 16. Da wir die Zahl 26457 brauchen, 
addieren wir zur Mantisse 42243 also t?,, der Differenz 16. Die Nebon- 
tafd P. P. gibt hierfUr 11,2, wovon man die Dezimale nur zu Abrundun- 
gen benutzen darf. Also ist 42254 die gesuchte Mantisse. Da 26,457 
der Numerus war, ist die Kennziffer des Logarithmus gleich 1, weil der 
riS™ 1,42254 der gesuchte Loga^- 

A sei der Logarithmus 2,67768. In 

M Mantisse 57768 nicht, wohl aber als n&chst 

Ucmere 57761 wahrend die folgende urn 11 grofier ist. Bei 67761 steht 

Logarithmus die Kennziffer 2 hat, liegt der 
Numerus zwi^hen 10* und 10», ist also etwas grofier als 378,1. Weil 

die ^ aufgesuchte ist, wird 

von des Numerus die sein, die angibt, wie vide Zehntel 

Sind 378 ® 2ohnteI 

sinu. Also 1st 378,16 der zugehonge Numerus. 

Einschaltung ein Naherungs- 

dadureh’vpwnn'^ oncht ware, zu grofios Gowicht auf die Genauigkeit 

m teser ie^klpiTiAr Verfahren ist um 

*r tW«, 1 Mntraftautt *0«ni8en SteB. 

____ _ hgpiom = log (looooi) = .1 log 10000 

su TOtetscSSfer" iibcrhaupt kaum von elnor 


§ 4m D&y ^6woh/7ilich0 


ist, gibt die Rechnung: 

log 10 000 = 4, 


log |/10 000= 1,333 33 , 
1^10000 = 21,644. 


Sohmngungsdauer eines mathematischen v 

die Zeit zwischen z-wei aufeinander folgenden Dnreheaneen dnrei. 
angenahert fur Heine Schwingungen in Seknnden die Lit^ ^ ** l«trechte, ist 


= jr|/. 


' die Pendelltoge in Metem imd 3 die Gravitationskonstante 981 iw . + 
Wie groB ist hiernach die Schwingungsdauer eines Pendels von 3,98 litter 

log! = 0,6999 ^ ■ 

logy = 0,9917 

log-^ = 0,6082 — 1. 

Um den l^garitlimns der Quadratwurzel ms I :g zn erhalten, miissen wir mit 2 divi- 
dieren. Vorher addieren w beim Minuenden und Subtrabenden eine Bins d^t 
der Subtrahend auch nach der Division mit 2 eine ganze Zahl wird: * 


log — = 1,6082- 


"2 , log = 0,8041—1 


logjr = lo g 3,142 = 0,4972 
log t = 0,3018 , 
2 , 001 . 


Hat man llechn-ungen auszufiiliren, bei denen es nicht auf allzn 
gxoBo Gonauigkeit aiikonunt, so kaim man statt der Logaritliineiitafel 
den logarith mis ebon Heclieiisehisber benutzen, dess6ii Vorziige 
darin bestehen, dafi er eine Logarithmentafel ersetzt und die Ad- 
ditionen und Subtraktionen von Logarithmen mechanisch auszufiikren 
gostattet. Um ihn zu begreifen, tut der Leser gut, sieh ihn nach folgen- 
der Anleitung in einfacher Form aus zwei Papierstreifen herzustellen. 


*,5 


1 is I i6,5UJii;fUfi 
't 5 e 7 S 910 
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Fig. 216. 


In Fig. 216 haben wir oberhalb der Geraden eine gewohnliche Zablea- 
skala von 0 bis 2 anfgetragen. Unterhalb der Geraden haben wir mit 
Hilfe der Logarithmentafel die Logarithmen der Zahlen 1, 2, 3 . . . 100, 
die ja zwischen 0 und 2 liegen. angedeutet und dabei statt log 1, log 2, 


* Ntolicb einer gewichtslosen Stange mit daranhangendem schweren Pankte. 
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log3 . . . einfach die Numeri 1, 2, 3 . . . angeschrieben, so daB z. B.'die 
3 an der Stelle steht, die naeh der oberen Skala das Ende der Strecke 
log 3 = 0,477 . . . ist. Die Einteilung ersetzt eine Logarithmentafel: 
Sie gibt die Numeri durch die Ziffern 1 bis 10.0, dagegen die zu- 
gehorigen Logarithmen durch die Langen der Strecken von 
links an bis zu den Numerusmarken, gemessen mit der auf der oberen 
Skala angegebenen LSngeneinheit. Wir bitten nun den Leser, die untere 
Einteilung auf zwei schmale Streifen aus diinner Pappe zu ube'rtragen, 
so dafi die Teilungen beini Aneinanderlegen der beiden Streifen ebenfalls 
aneinanderliegen. Den oberen Streifen wollen wir mit A, den unteren 
mit B bezeichnen. 

Will man ein Produkt al ausrechnen, so sueht man die Zahl a 
auf dem Streifen A und legt den Streifen B so daran, daB seine Marke 1 
gerade bei a liegt. In Fig. 217 ist a = 2,5 und h = 3,5 gewahlt. Nun 
suche man auf B die Marke b. Ihr liegt eine Stelle c von A gegeniiber. 
Die Strecke von 1 bis a auf A und die Strecke von 1 bis b auf B stcllcn 
log a und log 6 dar, also ist ihre Summe, d. h. die Strecke von 1 bis c 
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Fig. 217. 


auf A, gleich log ab. Da aber auf A statt der I.iOgarithmen die zu- 
gehorigen Numeri durch Zahlen angcgcben sind, ist bei c auf A der 
Wert dcs Produktes ab abzulesen, die Zahl c=8,7, so daB sich 
2,5 . 3,5 Oder rund 8,7 ergibt. 

Natiirlich kann man durch das umgekehrte' Verfahren auch die Di- 
visionen ausftthren. Wenn e : & bercehnet werden soli, sucht man c 
auf A und b auf B, legt die Streifen so aneinander, daB dicse beiden 
Stellcn einander gegcnUberliegen, und best auf A den Wert a ab, der 
der Stelle. 1 von B gegcniiberjiegt. Denn dann ist log or = log c — log b 
= log(c:b). 

Dies ist die einfachste Form des Rechcnschiebcrs. Die kauflichen 
Rechenschieber sind moistens •]- m lang. Die Teile der Skalen von 10 
bis 100 sind statt mit 10, 11 . . . mit 1, 1,1 .. . 10 bczeichnet, ivas erlaubt 
ist, weil es nur auf die Mantissen der Logarithmen, nicht auf ihre Kenn- 
ziffern ankommt, da man die Stellenzahl der Ganzen dcs Ergebnisscs 
abschatzen kann. 

In Fig. 218 ist der Anfang und Quersehnitt des Schiebers dargestellt. 
Die Skala A ist auf dem Hauptstab angebracht, wahrend die Skala B 
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auf einer in einer Eille verschiebbaren Zunge Z verzeichnet ist. Die 
Skala E ist ein fiir uns nebensachlicher Zentimeterstab. Urn das Bin- 
stellen auf bestimmte Marken zii ermoglichen, ist noch ein Laufer 
L angebracht, eine in Metall gefaBte Glasplatte, die langs des Haupt- 
stabes verscMebbar ist iind auf dem Glas eine feine Querlinie, den Index /, 



I 

Fig. 218. 


tragt. Da log (x^) = 2 log x ist, stellt die Skala 0, die neben B auf der 
Zunge angebracht und in doppelt so groBem MaBstabe wie B ent- 
worfen ist, die Logarithmen der Quadrate der Zahlen dar. Dieselbe 
Skala ist in D auf dem Hauptstabe wiederholt. Diese beiden Skalen 
dienen zur bequemeren Ausrechnung von Potenzen und Wurzeln, woriiber 
man naheres in den Gebrauchsanweisungen findet. Um den Rechen- 
schieber von Witterimgseinflussen unabhangig zu machen, sind die 
Skalen durch Zellstoffbelag auf dem Holze hergestellt. Solchor Belag 
(im Querschnitt schwarz angedeutet) findet sich auBerdem noch an 
einigen anderen Stellen. Der Reehenschieber tragt auf seiner Unterseite 
noch einige Skalen, die wir nicht besprechen. 

Wer oft Multiplikationen, Divisionen, Pbtenzerhebungcn und 
Wurzelausziehen uberschl^glich machen muB, hat am Reehenschieber 
einen auBerst bequemen Heifer. Manche verlassen sich bei alien Eech- 
nungen so blindlings auf ihn, dafi sie sogar z. B. 2.2 darait berechnen, 
dabei etwa 3,95 als Ergebnis finden und dann auf 4 abrunden! 

§ 5. Riickblick und Folgerungen. 

Manche Leute glauben, die Mathematiker batten die Logarithmen 
nur deshalb erfunden, um sie damit zu qualen. Sie tun damit den Er- 
findern und den Logarithmen groBes Unrecht. Jeder, der Rechnungen 
auszufiihren hat, findet in der Logarithmentafel ein bequemes Hilfs- 
mittel, GewiB lassen sich viele Rechnungen ohne Logarithmen aus- 
fiihren, viele jedoch nicht. In den Anwendungen kommen z. B. oft 

Scheffers Lehrbuoli der Mfttheraatik. 20 
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Potenzen vor, deren Exponenten abgerundete Dezimalbriiclie wie 
i,41 sind; man moge einmal versuchen, fiir x = 2,3 ohne 
die Logarithmentafel zu berechnen! Dieser Versuch ist das 
beste Mttel, die Abneignng gegen die Logarithmen in Hochschatzung 
zu verwandeln. 

Was manchem die Logarithmen so verhaBt macht, ist ihre Theorie. 
Hat aber unser Leser die Betrachtungen dieses Kapitels sorgfaltig durch- 
gelesen, so braucht er sich fiir immer nur noch recht wenig davon zu 
merken, was wir kurz zusammenstellen: 

Zunachst die Erklarung des natiirlichen Logarithmus In a; als dcr- 
jenigen B^unktion der positiven Veranderlichen die den Differential- 
quotienten 1 : x hat und deren Wert fiir a:; == 1 gleich Null ist. Naeh 
Mg. 213, S. 284, wird der Leser den ungefahren Verlauf der B^mktion 
innehaben. Merken muB man sich, daB In x positiv oder negativ ist, 
je nachdem x groBer oder kleiner als Eins ist. Aber dies ist schon zur 
Halfte dem Gedachtnis eingepragt, da man weiB, daB In 1 gleich Null 
ist. Wie man die Logarithmen berechnet, vgl. § 2, braucht 
man sick nicht zu merken. Die logarithmische Eigenschaft 
InaS =lna + ln J wird dem Leser noch von der Schulzeit her be- 
kannt genug sein mit alien daraus fiir das logarithmische Rechnen 
zu ziehenden Folgerungen, wonach das Multiplizieren und Dividieren 
auf das Addieren und Subtrahieren, das Potenzieren und Radizieren 
auf das Multiplizieren und Dividieren zuriickkommt. 

Eines aber sich fest zu merken, ist auBerst wichtig: Unter e 
haben wir diejenige Zahl verstanden, deren natiirlicher 
Logarithmus gleich Eins ist. Siehe S. 287. DaB e zwischen 2,6 
und 2,8 liegt, kann man sich auch merken. Aus In e = 1 folgt 
In (e2) = 2, In (e^) == 3 usw., allgemein In (e”) = n. Weil hier der 
Numerus, n der Logarithmus ist, heiBt dies: 

g Nat. Logarithmus ^ NumcrUS. 

Ferner niuB man wissen, wie die gew^ohnlichen Logarithmen aus 
den natiirlichen hervorgehen. Man merke sich nur, daB sie zu 
ihnen proportional und zwar so beschaffen sind, daB log 10 = 1 ist, 
wodurch man sofort zur Definition kommt: 


DaB man 1 : In 10 mit M (Modul) bezeichnet, ist ziemlich nebensachlich. 

Da der gewohnUche Logarithmus von 10 gleich Eins ist und auch 
fiir die gew5hnlichen Logarithmen die logarithmischen Rechenregeln 
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gelten, folgt sofort log (10®) =2, log (10®) =3 usw., allgemein 
log (10") =n. Hier ist 10“ der Numerus, n der Logarithmus, also: 

Logttithmua _ NumOraS. 

Da6 man sich auBerdem im Aufschlagen der Logarithmen und 
Numeri in der Logarithmentafel die ndtige Gewandtheit erwerben muB, 
ist selbstverstandlich. — 

Die ist alles, was man fur immer im Gedachtnis haben muB ! Alles 
andere folgt leicht daraus, z. B. daB log x positiv oder negativ ist, 
wenn x groBer oder kleiner als Bins ist, ebenso, wie groB der Differential- 
quotient von log X ist. Da namlich log a; = ilf In x ist, ergibt sieh 
sofort der Wert M : x. 

Wir sind jetzt imstande, Funktionen zu differentiieren, in 
denen der naturliche Logarithmus vorkommt. Denn zu unseren 
bisher aufgestellten Differentiationsregeln (vgl. S. 84, 85, 127, 156) 
tritt hinzu die 

8. Regel (Logarithmusregel): Der Differentialquotient 
von In a; ist 1 : a;. 

Da der Differentialquotient von log a: den nicht so einfachen Wert 
M : X hat, wobei noch dazu der Modul M eine unbequeme Zahl ist, 
bevorzugt man bei alien raathematischen Betrachtungen* 
den natiirlichen Logarithmus so lange, als man keine Rech- 
nungen mit bestimmten Zahlenwerten auszufuhren hat. Will 
man dann zu Zahlenrechnungen ubergehen, so setzt man schlieBlich 
uberall log a: : ilf statt In x und benutzt die Logarithmentafel. 

Man m6ge irgendein Buch physikalischer oder technischer Natur 
nachsehen. Man wird finden, daB darin bei den allgemeinen 
Formeln immer der naturliche Logarithmus auftritt. AUerdings 
wird er selten mit In, moistens mit log bezeiehnet, deutlicher auch 
gelegentlich mit log nat. Man hiite sich also vor Verwechslungen! 

1. Bei spiel; Soil » In (a -f fta; + cjc*) differentiiert werden, so setzt man: 
t/aalnz, + c®* . 

Dann gibt die Kettenregel 

dy ^ dy dz dlnsi d(a+ caF ) _ h + 2 c a^ 
dx ““ dz dx dz * dx z 


^ Das in § 4 des Kap* angegebene Schema fiir die Anwendung der Ketten- 
regel ist nur ftlr Anfhnger. Man muB lemen, schneller nach der Kettenregel zu 
differentiieren. 


20 * 
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dy ^ d + 2cx 
dx a ex^ 

2. Beispiel: Soli y ~ [ln(a+ differentiiert werden, so setzt man: 
y ^ ~ In ^ , < =: a + 

Nach der Kettwiregel kommt: 

dy _ dg** dln^ d(a+ }/^ _ 
dx dz dt dx t,2]/x 


dy _ n pn (a yx) ]^ ^ 
dx 2 (a + Vx) l/x 

Besonders niitzlich ist der Logarithmus fur die Differentiation 
eines Produktes 

(1) y = Wj ^2 ^3 • * - Wji j 

wo Ml, Mjj, « 3 . . . u„ Funktionen von x bedeuten sollen. Aus 
Ini/ — InMi + lnwa + inwgH hlnw« 

folgt: 

fn\ dlny _ ilnui , , Alntij , , 

"d^=~57"+~5F“+“dr'+--- + ~di“' 

Nach der Kettenregel aber ist, wenn ]ny ==z gesetzt wird: 

tilny _ dz _ dz dy _ dlny dy 1 dy 

dx dx dy dx~ dy ' dx ~ ~y dx ‘ 

Ebenso ist: 

(iln% J^dui dlnuj _ 1 duj 

dx Hx dx ’ dx dx ’ ' ' ’ 

Mthin gibt (2): 

(3) i_ ^ = JL ^ 4. 4. J_ ^ 4 L i ^ 

' y dx Ml is Ma dz'^ Uf dx"*" ‘ ^ u„ dx ‘ 

Mnltiplizieren wir diese Fonnel mit y oder % Mj . . . m„, so geht 
der gesuchte Diiferentialquotient dy.dx hervor. Also gilt der 

Sate 16: Der Differentialquotient eines Produktes, 
dividiert mit dem Produkt .selbst, ergibt sich, indem man 
den Differentialquotienten jedes Faktors mit dem Faktor 
selbst dividiert und alle diese Brtiche addiert, in Formel: 

d (% Mg ■ ■ ■ M j dUx <Imj dUn 

dx dx idx ~d5~ 

9£. - - «/. <UL 41 
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Dies Verfahren heifit die logarithmische Differentiation. 
Man kann auch sagen: 

Satz 17; XJin den Differentialquotienten eines Produktes 
von beliebig vielen Faktoren zu finden, differentiiert man 
jeden Faktor fiir sich, multipliziert ihn mit alien iibrigen 
Faktoren und bildet die Summe aller dieser Ausdrticke, 
in Formel: 

{i (%%...%) , du^ , I 


> , I 


3. Beispiel: Die Punktion 

y = (% + hi x) (^2 + 2>2 («s + h («4 + h 

soli differentiiert werden. Logarithmische Differentiation gibt: 


«! + hiX 


«£ + 2)2 a; 


h 

a3+ ha X 


h 

^4 4- &4 23 


Oder, wenn mit y multipliziert wird 

- 'h tn 


= hiia^+ 2)2 2)){a3 4 i^3i»)(«4+ &4aj) + 

4 ha (% 4 hi x) {a^ 4 h^x) {a^ 4 &4 + 

4 ha (ai 4 hi x) {a^ 4 h^x) 4 + 

4 2>4 (<^i + hi x) {aa 4 6a *) («3 + 63 a;) * 

4. Beispiel: Gesucht wird der Bifferentialquotient von: 

y .= (1 4 Yx) In (1 — x), 

Logarithmische Differentiation gibt: 

1 

i. if ^ 2|/ F _ 1 — X 

y dx 1 4 Ka3 la (1 — a:) 

. 

z 2((/a;4a;) (1 — a;) In (1 — a?) 


3a;® (14 (/a) In (1 -- a;) 4 i 77 =: In (l^a;) 

yx 


a;* (1 4 V^) 


ai®(3 4 i Vx) ln(l-a;)- 


a ;* (1 4 Vx) 

l-sc 



Siebentes Kapitel. 

Die Exponentialfunktionen 


§ 1. Das Gesefz des organischen Wachsens. 

Die Betrachtungen des vorigen Kapitels werden wesentlicli ver- 
vollstandigt durch das, was wir jetzt vortragen werden. Das 
seehste Und siebente Kapitel gehbren aafs engste zu- 
sammen. 

Wir gehen von folgehder tlberlegung aus: Die Ursache die 
das Waehsen oder Abnehmen einer GroBe bedingt, liegt manchmal ge- 
wissermaBen in ihrer eigenen Kraft. Eiri organisches Wesen z. B. 
besteht aus lauter Zellen, und jede Zelle beteUigt sich an neuer Zellen- 
bildung, wodureh der ganze Organismus wachst. Wenn so jedes neu 
gebildete Tedchen aus sich heraus inuner wieder neue Teiichen er- 
zeugt, li^ die Vermutung nahe, da6 die Geschwindigkeit, rnit 
der die GrfiBe dieses Organismus wachst, proportional 
zur jeweils schon erreichten GroBe ist. Dies wird’ungefahr 
fur den HolzbestaiM einer Waldung gelten, aber auch z. B. fiir die 
Bevblterungszahl ernes Landes. Denn je grofier die Bevdlkerungszahl 
ist, um so starker wird sie sich vermehren. Auch in der anor ganis chen 
Natur treten khnliche Erscheinungen auf. Wird z. B. ein Kbrper auf 
verechiedene Tempera,turen erhitzt, so wird die WSxmemenge, die er, 
Sid abkuMend, an die Umgebung abgibt, um so grofier seiii, io hSher 
seine eigene Temperatur ist. Dieselbe Erscheinung tritt auf einem ganz 
^teen ^biete, in der sogi'nannten politischen Arithmetik auf, 
in der mathematischen Theorie der Zinsrechnung: Ein Kapital 
gt um so nie^ Zinsen, wachst also um so mehr, je grdlJer es ist. 
Nur em^e Baspiele haben wir herausgegriffen, um auf die Wichtigkeit 
Mnzuweisen, die wir jetzt genau formulieren: Die 
GroBe tf soil eine Funktion von a; sein, und die Geschwin- 
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digkeit, womit sie bei wachsendem x zunimmt, soil propor- 
tional znm schon jeweils fiir das betrachtete x erreichten 
Werte y sein. Nimmt x urn dx nnd infolgedessen die abhangige 
Veranderliche y um dy zu, so ist (vgl. S. 70) der Differentialquotient 
dy :dx das Mafi dieser Geschwindigkeit, ganz gleichgiiltig, ob wir nnter 
X die Zeit oder eine andere veranderliche GroBe verstehen. Unsere An- 
nahme ist mithin diese: y soli eine Funktion von x sein, deren 
Differentialquotient dy.dx proportional zu dem Werte y 
selbst ist: 

( 1 ) - 1 ='’!'. 

•WO also c eine Konstante bedeute. 

Da dieses Wachstumsgesetz, wie gesagt, namentlich bei organisehen 
GrbBen vorkommt, nennen wir es das Gesetz des organisehen 
Wachsens. 

Die Aufgabe, diejenigen Funktionen y von x zu ermitteln, die 
der Bedingung (1) genugen, hat Ahnliehkeit mit der Aufgabe, die •wir 
uns zu Anfang des vorigen Kapitels (S, 2^3) stellten. Hier -vvie dort ist 
y cine zunhebst noch unbekannte Funktion von x, da hier -wie dort vor- 
erst nur ihr Differentialquotient vorliegt. Aber es besteht doeh ein 
wesentlicher Unterschied. Damals war der Differentialquotient in der 
Form 1 : x gegeben, also ausgedruckt durch die unabhhngige Ver- 
anderliche x. Jetzt aber ist der Differentialquotient in der Form (1) 
durch die uns noch unbekannte Funktion y selbst ausgedruckt. Die 
neue Aufg-abe ist jedoch nicht schwieriger als die alte. Wir kbnnen 
sie auf drei Weisen in Angriff nehmen. Jeder Weg fUhrt zu 
neuen Ergebnissen, und alle diese Ergebnisse zusammen "n'erden dazu 
dienen, unsere Kenntnisse von Funktionen wesentlich zu vervollstan- 
cligen. 

Zunhehst wollen wir die Aufgabe ein wenig vercinfachen, 
n&mlich die Kon?tante c in (1) gleich Eins wfthlen, also die Frage 
aufwerfen: 

Welche Funktionen y von z haben deh Different'ial- 
quotienten 


mit anderen Worten: welche Funktionen stimmen mit 
ihren Differentialquotienten iiberein? 

Der erste-Weg, diese Frage zu beantworten, bietet sich natur- 
gemaB so dar: Einer Funktion y von die den Differentialquotienten 
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(2) hat, komint eine stetige Bildkurve zu, denn. fur 3 ®dcn endlicht‘n 
Wert von y ist nach (2) auch dy : dx endlich, also "wird mit dx auch 
dy unendlich Mein, d. h. die unbekannte Funktion y ist iiberall 
da, wo sie endlich ist, auch stetig. Wcnn 
nun P Oder (x; y) ein Punkt der Bildkurve ist, 
siehe' Fig. 219, muB dort die Steigung ihrer 
Tangente nach (2) gleich y : 1 sein. Vom FuB- 
punkte Q der Ordinate QP =y aus tragen wir 
daher die a:-Einheit auf der a:-Achse im nega- 
tiven Sinne bis T ab und ziehen die Gerade 
TP. Sie ist die Tangente der Bildkurve in J*. 
Da wir noch nicht wissen, wie die Bildkurve ver- 
lauft, werden wir fiir moglichst viele Punkte P die 
Gerade TP zeichnen, also an recht vielen Stellen 
P die Eiehtung angeben, der die Kurve folgen miiBte, wenn sie durch 
den betreffenden Punkt hindurchginge. Wir gelangen so zum Bild 
einer Strdmung, wie schon fruher auf S. 214 u. f., 264, und ent- 
nehmen daraus, daB es unendhch viele derartige Funktioncn y gibt. 

Eine Figur hierzu ist jedoch unnotig. Denn die Fig. 219 ist 
nichts anderes als die friihere Fig. 207, S. 263, mit dem cin- 
zigen TJntersehiede, daB die a:-Achse mit der y-Achse ver- 
tauscht ist. Das Strombild wird daher durch Fig. 208, S.264, gegeben, 
wenn wir darin die a:-Achse als y-Achse und die 2 /-Achse als K-Achse be- 
zeichnen. Anders gesagt: Die jetzt gesuchten Funktionen gehen aus 
den Funktionen 

j/=ln-, 

ba denen die Kbnstante dasselbe Vorzeichen wie x hat, siehe S. 290, 
durch das Verfahren der Inversion (S. 151) hervor. Wir haben 
aj mit y m vertauschen, d. h. jetzt ist: 

(^) a; == In 

a 

2um Numerus y : a gehort also der naturliche Logarithmus x, Nach 
&tz 10, S. 287, ist aber x der naturliche Logarithmus von e*®. Daher 
kommt: 


ote sdhiefilieh 

Wdl y dasselbe Vorzeichen wie a hat, muB positiy sein. Wir ver 


tr 



Fig. 219. 



Gesek des organischen Wachsm. 


stehen daher untqr e* 

M . B. . - i. so soil ,. die positive Qoad»,*Ss" on. . b 
Sate 1: Diejenigen Funktionen y ^on a; diP 
Differentialquotienten iibereiastimmen, habl die Form 

y = konst, e®, 


wo e® den positiven Wert der Potenz bedeutet. 

Insbesondere ist e® selbsf eine derartige Funktion. Also folgt: 

Sate 2: Der Differentialqnotient von e® ist e®, in Formel: 


Wir Sind bier auf Funktionen gestofien, die Potenzen mit ver- 
anderliek^n Exponenten sind. Sie heifien ebenso wie a®, a®, 
(Ina)*, a^® usw. Exponenti'alfunktionen und unterscheiden'sich 
durchaus von den in § 1 des 3. Kapitels betraehteten ganzen Funk- 
tionen wie z. B. x\ wo der Exponent n konstant ist Daher be- 
folgen sie andere Differentiationsregeln, worauf wir scbon gelegentlich 
(S. 161) hingewiesen haben. — 

Wir schlagen jetzt einen zweiten Weg ein, urn Funktionen zu 
finden, die mit ihren Differentialquotienten Ubereinstimnien. 

Die Funktionen 1, x, a^... haben die Differentialquotienten 
0, 1, 2'X, . . . Daher haben die Funktionen 

o * X® it* X* 

’ 1 ’ O’ 1 . 2 . 3 ’ 1 . 2 . 3.4 * ■ ’ 

die Differentialquotienten: 

0 1 — , — ' . . . 

’ ’ 1 ’ 1.2 ’ 1 . 2.3 


Die J'unktion also, die ihre Summe bis zur n*®“ Potenz ist und die wir 
vorlaufig mit f(x) bezeichnen woUen, namlich: 

X* , it* 


( 5 ) 




1.2 ^ 1 . 2.3 


+ ••• + 


1 . 2 .. 


hat einen Differentialquotienten, der geradeso aussieht mit einem 
Untersohiede: Der letzte Summand fehlt. Also ist: 


( 6 ) 


da 


/(») 


x" 

1.2...M' 


Wir behaupten nun; Je groBer wir die ganze positive Zafal » 
wilMen, um so weniger weieht das rechts abzuziehende Glied 
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1.2. ..n 


von Null ab. In der Tat. Wie auch x gewahlt sei, immer gibt es airie 
ganze positive Zahl m, die grbfier als der absolute Betrag von s ist* 
WMen vir nun n noch groBer als m, so konnen wir das in Kecle stehendt 
Glied so zerlegen: 

a;”*— ^ xn’-m+ 1 

1.2.3... (m — 1) m{m+l)..,n 

to zweiten Bruche stehen oben und unten je n — m + 1 Paktoreri. 
Da m + 1, m+2,...n .groBer als m sind, ist der absolute Betriw 
des zweiten Bruches kleiner als der des Bruches 


(5)' 




Ste™ £ S ® : rn kleiner als Bins ist, komnit dies® 

Min dor erste 

Demnach U in der^lf der™ l«en. 

Satz 3: Der Bruch 




Zahl ist, strebt fur lim n 

^ ^-^ch immer a gewahlt werde 

ehen wir nun zu (6) und (5) zurtick, so folgt daraus: 
Satz 4: Der Unterschied der Funktion 


: 4- 


14-^4--^ I 

^ 1 o ■i' rro "i b — . 7 - 

die g»nse”p«M*t!r”Shl'’» “hinreVch man 

semaeht werden, wf.'ln nu, "'f,'"'’ "lain 

FdnWon »h IZ Werttler' nL^i BeihT™' 

W l + Y + j^ + -^ + 


res 
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nieht immer gelten, obgleich die unendlichen Reihen auch Summen 
sind. Wir wollen dies nSher begrunden, macheii also hier einc kleine 
Abschweifung von unserer eigentlichen Betrachtung: 

In der Arithmetik gilt das Gesetz: Haben die Glieder einer Summe 
endliche Werte, so hat auch die Summe einen endlichen Wert. DaU 
dies nicht fur Summen von unendlichvielen Gliedern zu gelten braucht, 
auch wenn die Werte der Glieder sich mehr und mehr der Null naherni 
zeigt das Beispiel: 

l+l+j + i-f jH , 


d. h. die Summe aller sogenannten Stammbriiche, 




Oder 


2 ’ 


Denn es ist 


11 . 1,1 4 , 1 

■5 + oder^ 


Ebenso ist die Summe der naohsten 8 GUeder groBer als dann die der 
nachsten 16 Glieder usw. Also hat die unendliche Reihe die Summe 00 . 

Ferner konnen Summen von unendlichvielen Gliedern iiberhaupt 
keinen bestimmten Wert haben. Ein Beispiel bietet die Reihe 

1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 14- 


Der Leser mdge selbst uber ihre vermeintliche Summe nachgrubein. 

In der Arithmetik gilt ferner der Satz, dafi cine Summe ihren 
Wert bei anderer Anordnimg der Glieder nicht andert, daa + 6= 6 + « 
ist. Auch dies gilt nicht immer fiir unendliche Reihen. Ein Beispiel 
ist dies: 


( 9 ) 





i + i 

4^6 


also die Reihe aller Stammbriiche, aber mit abwechselnden Vorzeichen. 
Wenn man nimlich in der Reihenfolge, wie die Glieder hier vorhegen, 
nach und nach addiert und subtrahiert, iiberzeugt man sieh leicht 
davon, daB die Summe kleiner als Eins, aber positiv ausfallt. Neben- 
bei bemerkt, kann man beweisen, dafi sie gleich In 2 oder 0,693.. . 
isti. Wenn man nun dieselbe Reihe so anordnet: 


( 10 ) 


1 + 


1 1,1,1 1,1,1 

j-Y+j+j—j+j+n 


ia-i + l-i-L 

6 ^ 13 ^ 16 8 ^ 


’ Dies wUrde allerdings'aus Sats 3, S. 278, fOr * =«> 1 folgen, aber das ist item 
Beweis, well x in diesem Satz aul Werte zwischen — 1 und + 1 beschrftnkt vurde. 
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also immer zwei positive Glieder nimmt und darauf ein negatives 
folgen laBt und zwar so, me die Reihe (9) es nach und nach gibt, 
enthalt (10) genau dieselben Glieder wie (19). Aber die Summe, in 
der Anordnung (10) berechnet, gibt einen anderen Wert als vorher, 
namHch das |-fache (also' fin 2). Wir wollen den Beweia hierfiir 
nur in der Anmerkung^ andeuten, um nicht zu weit von unserer 
eigentliehen Aufgabe abzuschweifen. 

"In der Arithmetik werden die Gesetze fiir Suminen imnier unter 
der stiUschweigenden Voraussetzung bewiesen, daB die Anzahl der Sum- 
manden endkch sei, und das Vorhergehende zeigt, dafi sic fiir Summeii 
von unendlich vielen Gliedern nicht zu gelten brauchen. Deshalb darf 
man nieht ohne weiteres glauben, dafi die oben aufgestellte Suratne (8) 
fiir irgendein bestimmtes x einen bestimmten endlichen Wert babe, 
vielmehr mufi man das erst noch beweisen. Ware es nicht der 
Pall, so ware ja die in Satz 4 aufgestellte Funktion nicht bestimmt. 
Nun wird sich aber der Leser vieUeicht fragen, warum wir denn 
bei den unendlichen Reihen in § 2 des vorigen Kapitels alle diese 
l^denken gegeniiber unendlichen Reihen nicht geauBert haben. Das 
li^ an Folgendem: DamaJs stand, bevor unendliche Reihen vor- 
kamen, fest, dafi In x fhr positives x eine iiberall stetige JPunktion 
ist (vgl. Satz 1, S. 268), und dann ergab sich, dafi In (1 4- gleich 
der unencMchen Reihe in Satz 3, S. 278, fur — 1< x < + 1 soin 
mufi. Mithin folgt: Damals war es von vornherein sicher, daB 
die unendliche Reihe fiir — 1 < x < + 1 eine stetige Funktion dar- 
steUt. ® 


Anders liegt die Sache jetzt. Wir mussen noch dartun, dafi die un- 
®mche Edhe (8) fiir jedes endliche x einen bestimmten endlichen 

die Reihe nach dem mit x" be- 
iiaftdtBii Glied ab; wir bilden also die Summe 


( 11 ) 




■ + 


'l.2.3...n’ 

eine bestimmt gewahlte ganze positive Zahl verstehen. 

GHedern hat, wissen 
erne stetige Funktion fiir aUe Werte von x ist, denn sie ist 

SaJelTiSui™ «- und die 

btsmjh uueaer von (10) mit i„ bezeichnet, ist namUch stets 

“4/1 + i fljn' 

li*«= + 00 foigt also: 

“oo + = |«« . 
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s*. “r r ™.r I'Xt? 


^n+m 


(12) I a;«+2 

‘ ' i.2...(»+,, + r:ir75rr2j + ---+r5z:^. 

Mnzufiigt, entsteht ein Wert, der von dem der Summe (11) abweicht 
M«n am rngm: Hat mm „ Mnieichend groS giait "o lvta 
(Ueaa Abnciohung so goring, me man nur vorschreiben kan muB 

frTii 1 m ?“.b g 

Betrag einer Summe ist nach Satz 8 S 59 nicht 

'n«tr S: 

Daher ist der absolute Betrag der Summe (12) nieht groBer als 


In+l 


, |«+2 


Oder: 


1.2. .. (n + l)”*" 1..2. . .(«+ 2) 


, I X 1”+”^ 

1 . 2 . . . (n + m) 


hi 

|n4'l 


1,2... 

lirTT) 

L n+ 2 (n+2)(«+3) ' ^ (ra+2)(» + 3)...(n+m)J 


Rrsetzt man die Nennerfaktoren w+3, ...n + m samtUch durch 
die kiemere Zahl n-\-2, so wird der Wert groBer. Daher ist der 
absolute Betrag der Summe (12) erst recht'kleiner aJs 


Ja-|”+i 

1 .'2’. (n + f) 



w + 2 



' ui 

+ 2 / 


Die in den eckigen Klammern stehende Summe hat m positive Glieder. 
Sie ist. kleiner als die Summe von unendlich vielen positiven 
Oliedern ; 


1 H~ 


^4- 2 



Wahlt man nun n. + 2 groBer als | rc |, so kann man auf dies© 
unendliche Heihe den Satz 2, S. 274, anwenden. indem man darin x 
dur<*h 


n+ 2 


ersetzt. Also ist die in den eckigen Klammeri) stehende Snmnie 
kleiner als 
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somit der absolute Betrag der Summe (12) kleiner als: 

U|«+i 1 

1 . 2 ...(n+l) ‘ ■ 

W4- 2 

W^lt man n Mnreichend groB, so weicht der erste Paktor dieses I¥cj- 
duktes nach Satz 3 beliebig wenig von Null ab, wShrend der zweite fiir 
lim n = + 00 nach Eins strebt, so dafi der gauze Ausdruek fir 
limn = +00 nach Null strcbt Damit ist der Beweis geliefert 

Statt des Satzes 4 konnen wir also den folgenden aussprecheu, der 
mehr besagt: 

Satz 5: Die unendliche Eeihe 


1 + Y + fy2+T7273H 

Stellt eine stetige Funktion dar, die mit ihrem eigormn 
Differentialquotienten ubereinstimmt, und zwar fiir jeden 
Wert von x. Bneht man die Reihe nach deni Gliede mit der 
«-ten Poten 2 von a: ab, so ist der absolute Betrag des ver- 
nachlassigten Restes kleiner als S 

1 

l-2...(n+l) • |a;|-’ 

lYsTSeTtliir^f als |x|~2 gewhhlt wird. Der 

■nesi strebt fur limn= + oo nach Null. 

a.m 

Wdl e® :=i ist. Also ist die e gleich der Konstaute, 

M dan wicktigen SaB gefcommen: ' 

“■ j"*'* * i'* ^ di* »tetige Funktion: 

+ ^ + + 

Wert det P.to.n 
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Alls der B’ldkurve der Funktion i/ = \nx geht nach 
S. 312 die der Funktion j/ ==c® hervor, wenn man die Ab- 
szissen x mit den Ordinaten 7j vertauscht. In Fig. 213, S. 284, 
war die :r-Einheit gleich der jf-Ein- 
heit gewahlt worden. Deshalb kann ! 
man die Vertauschung dadurch be- 
wirken, daB man die Zeichnung um 
die den Winkel der positiven x- und 
?/-Achse halftende Gerade herum- 
klappt. Dann zeigt sich, daB die 
Bildkiirve der I?unktion be> 
st^ndig steigt, also im zweiten 
und ersten Quadranten verlauft, in- 
dem sie sich der negativen a:-Achse 
im Unendlichfernen anschmiegt, an 
dor Stelle j/=l die y-Achse schnei- 
dot und fiir lim = + oo auch 
lim t/ = -f 00 mrd, siehe Fig. 220. 

Wir wollen jetzt zu der all- 
gerneincren Frage (S. 311) zuriick- 
kehren, wolche Funktionen y die 
Eigeiischaft liaben, zu iliren eigenen 
Di ff er entialquotienten proportio- 
nal zu sein: 


IHHIWniil 


iS8SSS8BS|S| 


Da e* nach Satz 2 den Differential- 
quotienten e-' hat, lehrt die Ketten- 
rcgel, daB der Funktion der 
Diffcrentialquotient ce“ zukommt. 

Denn wenn man it = e“ und z —cx setzt, hat man 


■■■ineii! 


Fig. 220. 


du . dz 
dz dx 


Mithin hat die Funktion m diejenige Eigenschaft, die in (Id) der 
Funktion y auferlegt ward. Wir wollen nun den Differentialquotienton 
des Bruchcs 1 / : u bildcn. Die Bruehregel gibt: 


ti‘ 
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also, da dy.dx -- 
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-cy nach (13) sein soil und da du 


: dx ==cu ist: 


dx 

d. h. ist eine Konstante a, daher 2 / 


uey--yeu 
~ — u , 

(lu Oder wegen u 


JiX ^ 


y^ae^^. 

Dies liefert den 

dy 

di 

ist, Tvo c eine Konstante bedeutet, hat die Porm: 

y = konst. e“ 

Dabei bedeutet aeu positiven Wert der Potenz 

angewain’ Z- ’ '' “^^TOliches Kapital von « Mark 


Cl 


100 “ 


.. rs-sr/r 

“(^ + i5o)- 

In. X Jahren ergibt sich entsprechend: 
(14) 


y 


=*(l + ilo)‘ 


*W S..ag, .ondern schri.^ 
I, \ ^ Iw Jahr, also ist der Zeitzuwaehs Ax = l. In diesem Zu 

M'achs von . Jahren bis zu . + 1 Jahren wachst das KapiTal Ss“eho„ 
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den Wert y erreicht hat, 
py : 100. Daher ist: 

Ax =1, 


um seine Jahreszinsen Ay. 

An, 4.1 ,/ 

Ax 100^* 


Sie sind gleich 


Also ist der Differenzenquotient von y (hicht der Differential- 
quotient) zu y proportional. 

Das Jahr werde nun in m gleiche Teile geteilt, und wir woUen 
annehmen, daB die in jedem Teile des Jahres (z. B. in jedem Monat, 
wenn m = 12 ist) erwachsenen Zinsen stets am Schlusse des Ab- 
schnittes zum Kapital geschlagen und also im nachsten Teile des Jahres 
mitverzinst werden. Jetzt haben wir in x Jahren mx Zinstermine. 
Aber statt des auf das ganze Jahr beziiglichen Prozentsatzes p miissen 
wir fur jeden Abschnitt nur noch p :m setzen. Statt (14) ergibt sich 
demnach als Kapital y nach x Jahren: 


( 15 ) 


y 



p 

100 m 


niz 


Bis zum folgenden Terrain wachst die Zahl x der Jahre um 1 : m und 
das Kapital y um py : 100 m. Also ist hier: 


Ax =- 


= -£-V 


Wie vorhin bei Jahresterminen ist somit der Differenzenquotient 
(nicht Differentialquotient) von y proportional zu y, und zwar das 
p : 100 fache von y. 

Jetzt stellen wir uns einen Fall vor, der im Bereiche der Geld- 
geschafte nicht vorkommt: Die Anzahl m werde unendlich groB, 
d. h. nach jedem unendlich kleinen Zeitfeilchen sollen 
die in diesem Teilchen erwachsenen Zinsen zum Kapital 
geschlagen werden. Alsdann wird aus Ax ein unendlich Meiner 
Zeitzuwachs, ein Differential dx. Das schon gewordene Kapital y 
wachst in diesem Zeitteilchen um sein Differential dy. Wir haben 
also jetzt ’Statt (15) und (16) 

^ I 2/=alim(n-i|^)”“fhrUmm= + oo, 

[ da 100 ^ ■ 

Die GroBe y, das in x Jahren erwachsene Kapital, ist 
daher eine Funktion von x, deren. Differentialquotient pro- 
portional zu y selbst iat. Kach Satz 7 muB diese Funktion die 
Form konst, e"* haben. Da sie fiir a:=0 den Wert a hat und da 
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toTFlfeTro den Wert konst, hatrist sie insbesondere v(»n di-r 

Form: 

cx 

(18) 2/=**® • 

Was die Konstante e betrifft, so ist nach Satz 7 der Difierential- 
quotient gleich cy, naeb (17) gleich py : iOO. Mithin kommt: 

(19) ® ido • 

Wir konnen nun die in (17) angegebene Gestalt von y der Gestalt 
(18) naherbringen, indem •wir 

(20) =^. m==ifo« 


setzen. Denn dann ist 

fi 


p \ww: 




100 mj 


Nach (20) ist limn = + oo, wenn limm ==+- ^ ist. 


foo** • 

Also gibt (17): 


y = a- lim 



ftir lim n — + oo. 


^ahrend nacli (18) und (19) sein muB: 

p 

(2x) 

Mithin ist: 

1 + n = + - 

Da dies iiir aJle Werte der Konstanten p und der Veranderlicheji x 
gelten muB, ergibt sich fiir ^ =100 und a; = 1 die wichtige neue 
Formel: 

) e = lim |l + fur lim n = + oo . 

Mit dieser Formel haben wir fur die Zahl e, die auf S. 287 als der- 
|enige Numems definiert wurde, dessen natiirliclier Logarithmus gleich 
Wim ist, eine von den Logarithmen unabhangige Dar stellung 
dureh einen Grenzwert gefunden: 

Satz 8: DieZabl e ist der Grenzwert der positiven Potenz 

^1 + f iir limn =+ oo . 
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§ 1. Das Gesetz des organischm Wachsens. 

AuBerdem hat sich ergehen: 

Satz 9; Hat ein Kapital den Anfangs'wert a und wachst 
es nach dem Zinseszinsgesetz um p Prozent jahrlich, doeh 
so, daB die in jedem unendlich kleinen Zeitteilchen dx ge- 
wordenen Zinsen sofort nach ihrer Entstehung zum Eapital 
gesohlagen und nach demselhen Gesetze mitverzinst werden, 
so erreicht das Kapital in x Jahren den Wert: 


A- 

y = a e 100 

Sehen wir von der Deutung der abhangigen Veranderliehen y als 
Kapital und der unabhangigen Veranderliehen x als Zeit vbllig ab, so 
liegt "wieder das Gesetz des organischen Wachsens vor. Wenn 
wir wie in (19) die Konstante p : 100 mit c bezeichnen, konnen wir se 
so ausspreehen: 

Satz 10: Wachst 
eine GrOBe y als 
Funktion von x 
nach deni Gesetze 
des organischen 
Wachsens, indem 
ihr Differential- 
quotient stets das 
c-fache ihres ge- 
rade erreichten 
Wertes y ist: 
dy 
dx 

wo c eine Kon- 
stante bedeutet, 
und hat sie fiir 
x—0 den Anfangs- 
wert a, so ist sie 
die Funktion: 
y =ae“. 

Sie wSchst nach 
dem Zinseszinsp- 
setze fur unendlich 
kurzie Intervalle 
von X mit dem 


■■cy 



Fig. 221. 


21 ' 
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Prozentsatze p=100c, bereehnet fur das Interval! Bins 
von X. 

In Pig. 221 wird der bei der Zinseszinsrechnung verfolgte Weg in 
seinen ersten Schritten und im SchluBergebnis von a: = 0 bis as = 7 
veranschaulicht. Dabei ist der Anfangswert a = 1, der Prozentsatz 
p =20, also c=0,2. Die unteren drei Linien sind gebrochen. Die 
unterste, die sich auf Jahrestermine (Ax =1) bezieht, verbindet die 
Punkte, die sich fur a: == 0, 1^ 2 . . . ergeben, die nachste, die sich auf 
halbjahrige Termine (Ax = bezieht, verbindet die Punkte, die sich 
fiir X = 0, J, 1, li . . . ergeben. Die dritte bezieht sich auf viertel- 
jahrige Termine (Ax = |). Die oberste Linie endlich ist die Bildkurve 
der Punktion y = e®*®*. 


§ 2 . Exponentialfunktionen und Exponentialkurven. 

Wir fassen zusainmen, was naan aus dem vorhergehenden Para- 
graphen behalten muB: Die Hauptsache ist, daB e® den Differen- 
tialquotienten e® hat, und daB man e® fiir jedes x als die unendliche 
Reihe darstellen kann: 

(1) ^ + f + A + rr.'s — 

tTbrigens nennt man das Produkt der n ersten ganzen Zahlen 
1.2.3...^ auch ti-Fakultat, gesehrieben n !, so daB man statt (1) 
schreiben kann: 

(2) e®=l+^-f~ + ~H 

DaB den DiBerentialquotienten ce*® hat, wenn e eine Konstante 
bedeutet, rechnet man im Kopfe nach der Kettenregel aus. Auch zeigt 
die Faktorregel sofort, daB konst, e*® den Differentialquotienten 
c. konst, e*® hat. Demnach sind alle Funktionen konst. e°® zu 
ihjren Differentialquotienten proportional. Man hat sich nur 
noch zu merken, daB es sonst keine derartigen Funktionen gibt. 

Mittels (1) Oder (2^ kann man die Zahl e berechnen. Aus (2) 
folgt namlich fiir a: = 1: 

(3) « =1+ n + ¥!+¥i'+' ■ “ 

Brechen wir die Reihe nach 1 : 10! ab, so gibt die Ausrechnung auf acht 
Dezimalstellen; 
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i + n.=2 • 

=0,5 

— =0,16666667 

=0,04166667 
4! ’ 

~ =0,00833333 

O I 


i =0,00138889 

ol 

^ =0,00019841 
jr =0,00002480 

O 1 

^ =0,00000276 
^-1 =0,00000028 


Demnach liegt die Summe der 11 ersten Glieder der Reilie zmschen 
2,718 281 785 und 2,718 281 825. Der vernachlassigte Rest ist positiv 
und nach Satz 5, S. 318, kleiner als 

m ~r = inn< 0 ’ 00 ooooo 28 . 

12 

Mithin liegt e zwischen 2,718 281 785 und 2,718 281 853. Beide Werte 
geben auf sechs Dezimalstellen abgerundet dasselbe; also ist abgerundet 

6 = 2,718 282 . 

Man kann die Formel (1) oder (2) auch benutzen, itm zu einem 
gegebenen natiirlichen Logarithmus den Nu-merus zu he- 
re chnen. Denn wenn x ein gegebener Logarithmus ist, bedeutet e® 
nach Satz 10, S. 287, den zugehorigen Numerus. 

Zu den friiheren acht Differentiationsregeln fiigen wir jetzt ein’e 
ncunte Regel daxuber hinzu, wie man eine Exponeiitialfunk- 
tion different! iert. Eine Funktion y, die durch-eine Potenz dar- 
gestellt ist, wird, je nachdem der Exponent v konstant oder verander- 
lich ist, in verschiedener Weise differentiiert. Ist der Exponent v 
konstant, also etwa gleich n, wahrend die Basis u eine Funktion yon 
X ist, so hat man nach der Kettenregel 

(4) ^ = 

'V dx du dx du dx dx 

Hier also benutzt man die Potenzr^el, um w“ zu differentiieren. Wenn 
dagegen der Exponent v in y =u'’ nicht konstant ist, darf man das 
nicht tun. Man kann aber jede derartige Funktion in eine 
Potenz mit der Basis e verwandeln. Denn nach Satz 11, S. 288, 
ist u =e‘““, also 


y =U’ =(«'"«)" =6'’*''“. 
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Nun lafit sich wieder die Kettenregel amvenden. Man setzt an: 

s— t)lnw 

iind bekommt nach Satz 2, S. 313. und nach der Produktregel: 


also: 


dy 

dz 


d‘Z 

'^dJ 


dv 




d Inu 
dx 



rfa; ^ dx j ‘ 


Der Merin noch vorkommende Differentialquotient von In n \nrd nach 
dor Kettenregel und Logaritbnusregel berechnet: 

flflnw d\nu du 1 du 

dx (hi dx u dx 

Demnach ist 


dy 

dx 


= c‘{\nu- 



■\V6il y ist, hat man also: 



Man kann also differentiercii. sobald man die Differentialquotienten 
von n und v kennt Wenn der Exponent v blo6 cine Konstante n ist^ 
komnit dicse Formel >vegen dv :dx=0 aui die Formel (4) zuriick. 

Die uinstandliche Formel (6) braucht man sich aber nicht zu merken- 
VoUkommen reicht es aiis, sich bloB den Weg zu merken, auf dem man 
sie findet, namlich so: 

9. Regel (Exponentialregel): Vm cine Potenz mit ver- 
anderlichem Exponenten v nach der Kettenregel zu differen- 
tieren, verwandelt man sie zunachst in eine Potenz mit 
der Basis e, indem man u durch ersetzt, und benutzt 
dann den Umstand, daB der Differentialquotient von e® 
gleieh e* selbst ist. 

Hierbei ist noch auf einen wichtigen Umstand hinzuweisen: Weil 
In u nur fiir positive Numeri u vorhanden ist, beschranken wir uns 
stets auf Exponentialfiinktionen deren Basis u positiv 
ist. Damit steht im EinMange, daB Exponentialfunktionen mit nega- 
tiver Basis uberhaupt nicht in einem Intervalle von endlicher Lange 
reel sind. Dies zeigt sclion das einfache Beispiel ( — 1)®. Wenn nam- 
lich hM fur X irgenddn nicht weiter zu kiirzender Bruch m :n aus 
zwei ganzen Zahlen ge^vahlt wird, ergtbt sich die m-te Potenz der n-ten 
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Wurzel aus —1, und diese n-te Wurzel aus — 1 ist imaginar, sobald n 
erne gerade Zahl ist. Man macht sich nun leicht klar, daB es neben 
jedem Bruche m : n mit geradzahligem Nenner n in beliebig enger Nahe 
einen ebensolchen Bruch gibt. Mithin gibt es kein endliches IntervaH 
von a;, in dem (— 1)* uberaU reeUe Werte hatte. 

Der Differentialquotient (5) zeigt, daB zu einem unendhch kleinen 
Zuwachs ax von x ein unendlich Ideiner Zuwachs dy von y gehort, 
sobald und v selbst stetige Funktionen von x sind. Also: 

Satz 11. Sind u und v Funktionon von x, so ist dio Ex- 
ponentialfunktion u'’ stetig in einem Intervall, in dem u 
und V stetig sind und u uberall positiv ist. 

Ebenso vie e® stets den positiven Wert der Potenz bedeuten 
soli (S- 313), soli auch stets unter der positive Wert der 
Potenz verstanden verden. 

1. Beispiel: Man zeige, daB y ^ den Bifferentialqiiotienten a^lna hat. 

2. Beispiel: Die Exponentialregel gibt, 

angewaridt auf y = : 

y = 

Nach der Kettenregel setzen wir y = ^ und 
z a; In a? und erhalten: 

dy 

» e* (In a; + 1) = (In a: + 1) . 


Wir wollen die Bildkiirve der Funktion 
untersuchen. Da die Basis x sowie die Potenz 
1 / =t af positiv anzunehmen sind, verlauft 
die Kurve nur im ersten Quadranten. Da 
In a: < — 1 ist fdr a: < 1 : e, fallt die Kurve 
naoh Satz 7, S. 104, von x = 0 bis » = 1 : e. 

Hier ist loga: = — iU = —0,4343 0,5657—1, 

also X «= 0,3679. Von diesem x an steigt die 
Kurve. Hire tiefste Stelle hat folglich die 
Hdhe y « 0,G9, die sich aus In ^ = a: In a; f iir 
a: as 1 : e ergibt. Fiir a: = 1 ist t/ = 1 und 
auch die Steigimg gleieh Bins, fiir a; == 2 ist 
y » 4, fdr a; » 3 ist 2 / = 27 usw. Die Kurve 
wird weiterhin auBerordentlich steil, Siehe 
Fig. 222. Wir untersuchen die Annaherung 
der Kurve an die t/-Achse. Wenn x sehr klein 
ist, liegt y sehr nahe bei 0®. Aber wir geraten 
hicT in eine Schwierigkeit. Da namlich a® = 1 und 0 ist, geben beide Formeln 
fdr a as 0 verschiedene Werte, woraus wir fdlgern, daB v erschiedene Werte 
haben kann, je nach der Art, wie wir uns diesem Grenz werte nahern. 

Wir haben zu untersuchen, was aus y xf wird, wenn x^ von positiven Werten 
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nach Null strebfc. Nehmen wir a; = 1 : 10*^ an, wo n recht groB positiv sei, so daB x 
selir klein ansfkllt, so ist log y — — n : lO*^. Wird n immer groBer, so strebt dieser 
Wert nach Null, d. h. der Grenzwert von y = a;® iVa lim a; = 0 hat den Logarithmus 
0, ist also selbst gleich Eins. Die Steigung wird fiir x = 0 gleich a> d. h. die 
Kurve beriihrt die y-Achse an der Stelle (0; 1). 

3. Beispieh Urn die Funktion 



zu differentiieren, verwandeln wir sie zuerst in eine Potenz von x: 



dann nach der Exponentialregel in eine Potenz von c: 


Jetzt gibfc die Kettenregel, wenn In a: : ]/ x als Zwischenfunktion eingeftthrt wird: 

^ _ ?/7"Fr 2— In a 

Funktionen wie die im 2. und 3. Beispiele koiunien kaum bei An- 
wendungen. vor; sie soUen nur zur Einiibung der Exponentialregel 
dienen. Dagegen spielen. die im vorigen Paragraphen 
gefuiidenen Exponentialfunktionen von der Form ae“ in 
den, Anwendungen sehr oft ein und zwar deshalb, weil 
es diejenigen Funktionen sind, die sich von ihren Diffe- 
rentialquotienten cae“ nur urn konstante Faktoren e unter- 
scheiden. Hierfik geben w in der Folge mehrere Beispiele. TJm 
dabei keine Sch'wierigkeiten zu haben, erinnern -wir vorweg an den Satz 4, 
S.^ 228. Nach- ihm darf man nkmiich, wenn eine Funktion y von t den 
Differentialquotienten f {x) hat, mit anderen Worten, wenn 

a: 

■ y =/' f{x)dx 

a 

ist, die Funktion y als eine Suninie von unendlich \4elen unendlich kleinen 
Zunahmen f (x^dcc betrachten. Dies bedeuteti Solange x nur um 
dx wachst, darf man die Funktion y als unveranderlich auf- 
fassen, indem erst nach vollendetem Zuwachs des x urn clx 
die Grbfie y weiterhin urn f(x)dx zunimmt. Von diesem Urn- 
stande maclit man h^nfig Grebraueh. 

4 Boispiel: Ein durehsiohtiges Mittel von honiogener Beschaffenheit 
sie dorch zwei parallele Ebenen begrenzt, z. B, eine dicke Glasplatte. Trifft ein 
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Lichtbiindel auf die Vorderflache senkrecht auf, so daB es nicht gebrochen wird, und 
hat es beini Eintritte die Starke so wird ein Teil des Lichtes auf seineni Wege 
diurch die Platte verschluckt, so daB das Biindel mit vennmderter Starke Ji auf der 
Riickseite austxitt. Die Beobachtung lehrt, daJ3 ein tind derselbe Brucbteil von Jq 
ist, wie groB auch gewahlt sein mag. Aber die Ab- 
nahme der Lichtstarke auf dem Wege geschieht nicht 
einfach proportional zum Wege, wie man durch die fol- 
gende tlbexlegung erkennt. Die Platte von der Dicke p 
denkeu wir uns durch unendlich dichte Ebenen parallel 
zu den Grenzebenen in lauter unendlich schmale Flatten 
von der Dicke d zerlegt, siehe Fig. 223, Jede von ihnen 
wird unendlich wenig Licht verschlucken, und zwar etwa 
das fi-fache der noch vorhandenen Lichtmenge. Dabei 
ist e unendlich klein. Nun habe das Licht schon einen 
Weg X (< p) innerhalb des Mittels zuruckgelegt. Die 
LichtstUrke sei dabei vom Anfangswerte Jq auf einen 
Wert y gesunken, den wir noch nicht kennen, der aber eine gewisse Funktion von 
X ist. Setzen wir den Weg durch die nachste Platte, also urn da; = d fort, so 
nimmt y um die negative GroBe dy — ey zu. Hieraus folgt: 



Fig. 223. 


dy 

dx 


Da s und d nach Null streben, ist e : d.der Grenzwert eines Bruches. Wir nehmen an, 
das Mittel )3ei so beschaffen, daB dieser Grenzwert, der Absorptionskoeffizient, 
bestimrat und endlich, etwa gleich c sei. Dann ist: 


dx 




woraus nach Satz 7 folgt, wenn a eine Konstante bedeutet: 


Fdr * » 0 wird y 


— ex 


U^ae 


a; dann soil aber y gleich Jq sein. Also ist a = Jq und 


Beim Austritt aus der Platte, fiir x — p, ist hiemach die Lichtstarke: 


(S) 

Dar Absorptionskoeffizient c ist maBgebend fur die Lichtdurchlassigkeit und unab- 
hingig von der Plattendicke. Nach (6) kann man ihn mittels der Formel: 



aus beobachteten Werten Jof V bestimmen. 

f). Beispiel: Die Hdhenraessungen mittels des Barometers beruben 
ebenfalls auf dem Auftreton einer Exponentialfunktion. Wir denken uns fiber einer 
Htalle in Meereshdho eine lotrechte ruhige Luftsfiule voii 1 qmm Querschmtt. Unten 
hetrage der Baromoterstand &o I^^^-rdber wird er eine Funktion (in mm) der 
Hfihe X (in m) fiber dem Mecre sein. Wir machen die Annahme, daB die Luftsame 
fiherall dieselbe Temperatur habe und durchaus trocken sei, fassen den Zustand in der 
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Hohe X ins A.uge und lassen ic um drr wachsen. Dabei nimmt der Barometerstand 
y ab, weil der Druck der Luftsaule von der Hohe x bis zur Hohe x-^ dx nicht mehr 
auf das Quecksilber wirkt. 1st dy der zugehdrige negative Zuwachs des Barometer- 
standes y, so ist das Gewicht dieser soeben erwahnten unendlich kurzen Luftsaule 
von der Hohe dx (in m) und von 1 qmin Quersehnitt gleich dem Gewicht einer 
Quecksilbersaule von der Hohe — dij (in mm) und 1 qmm Quersehnitt. Diese zweite 
Saiile hat — dy cbmm Inhalt, die erste 1000 dx cbmm. Ist I das spezifische Ge- 
wicht der Luft, s das dcs Quecksilbers, so kommt also: 


( 7 ) 


— sdy = 1000 Idx. 


Wegen der geringen Zusammendriickbarkeit des Quecksilbers diirfen wir sein spe- 
zifisches Gewicht s als konstant betrachten. Anders verhalt es sich mit dem der 
Luft.. Ihr spezifisches Gewicht sei in Meereshbhe gleich Iq. Da die Luft unten den 
Barometerstand Iq und in xm Hdhe den Barometerstand y bewirkt, aber 
uberall dieselbe Temperatur hat, ist: 



also I - . 


Aus (7) folgt somit: 


dy __ 1000 7o 

dx sh^ 


Hierin sind Iq, s, Jq Konstanten. Kach Satz 7 kommt folglich, da y iiberdics fiir 
1 = 0 den Wert Jq hat: 


(8) 




1000 ?o ^ 


Der Barometerstand y ist daher eine Exponentialfuuktion der Hbhe x. Betragt die 
Temperatur 0 ® nnd herrscht in Meereshohe der nor male Barometerstand Iq = 760, so 
ist das spezifische Gewicht Iq der Luft dort gleich 0,0012932, wahrend das des 
Quecksilbers den Wert s = 13,5956 hat. Also kommt: 


( 9 ) 

Daraus folgt: 


X 

2/ = 760 e . 


~~79901n 


760 


Oder nach Taiel III abgerundet 

(10) * = -18400 log X.. 


Die Zahl 18400 heifit die barometrische Konstante. Fiir y = 759 ergibt sich 
x= 10,5, die barometrische Hohenstufe: Man muB um 10,5 m steigen, um 
eine Emiedrigung des Barometerstandes um 1 mm zu beobachten. Dies gilt boi 760 mm 
Brack. Da der Barometerstand nicht allzusehi um 760 mm schwankt, kann man 
diese Hohenstufe angenaliert auch sonst annehmen. Die Formeln gelten fiir einen 
Idealzustand. Zu genaueren Hohenmessungen inittels des Barometers versieht man 
sie mit Yerbesserungen, die aus gewissen wahrscheinlichen Annahmen Uber den Zu- 
stand der Luftsaule folgem 
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6. Beispiel: Wir untersuchen das Gesctz, nach dem sich ein Korper 
abkiihlt. Der Korper habe zuerst die Temperatur von Tq Grad Celsius und befinde 
sich in einer XJmgebung, deren Temperatur 0® Celsius betrage. 1st Tq positiv, so wird 
er sich abkiiHen, d. h. seine Teroperatur zur Zeit t wird eine gewisse noch unbe- 
kanntc Funktion T von t sein. Ihr Anfangs^ert fiir / = 0 ist Durch geeignete 
Vorkehnmgen kann man dafiir sorgen, daB die Temperatur der Umgebung durch die 
besta,ndige Warmeabgabe nicht gesteigert wird. Diejenige Warmemenge, die dem 
K6rper in einem unendlich kleinen Zeitteilchen dt entzogen wird, ist proportional 
zu diesena Zeitteilchen dt sowie zur augenblicklichen Differenz der Temperatur des 
Kdrpers und der Umgebung. Da zur Zeit t diese Differenz T betragt, ist die im 
nEchsten Zeitteilchen d^abgegebene Warmemenge in der Form konst. Tdt darstell- 
bar. Ferner ist die durch iese Warmeabgabe bedingte Temperaturerniedrigung d T 
zur WUrmemenge proportional, d. h. es besteht eine Gleichung von der Form 


dT = — cTdi Oder 


dT 

dt 


— cT, 


wo c eine gewisse positive Konstante bedeutet, die dem betreffenden Korper eigen- 
tiimlich ist. Also gibt Satz 7; 

(11) r=To.-“. 

Hat man die Temperatur T des Korpers nach i Sekunden gemessen, so laBt sich c 
mittels der konstanten Formel 

1 T T 1 
~ T, < * T 

berechnen. Falls die Temperatur der Umgebung nicht 0® betragt, gilt dasselbe Gesetz, 
nur bedeuten dann Tq und T. die Differenzen der Temperatur des Korpers gegenuber 
der konstanten Temperatur der Umgebung. 

7. Beispiel: Uber einer festen Scheibe (oder Trommel) mit der Mitte M, 
siehe Fig. 224, sei ein Kiemen gespannt, der von A bis B anliegt und sich von A 
nach B bin gleitend bewegt. Wie wachst die 
Spannung des Biemons von A bis B in- 
folge der Beibung? In A sei die Spannung 
gleieh Tq. An irgendeiner Stelle P zwischen A 

und B wird die Spannung einen Betrag T haben, \\ 

der eine noch unbekannte Funktion des Zentri- 

winkels r/» « <^AMP ist. WS-chst urn dq jA I 

Oder PMQ, so nimmt T urn dT zu. Wir be- \l\ ' /\ \ 

trachten nun (wie auf S. 328 bemerkt wurde) / / \ ^ \ ' 

die Spannung T Itogs des Stfickes PQ als kon- / / ^ \\ll 

stant, Krst in Q lassen wir sie urn dT wachsen. / A 

Das Stuck P Q wird in P und Q tangential ^ \ ^ 

nach verschiedenen Seiten hin von der Spannung t ^ 

T angegrito. Ist po in der Nebenfigur paraUel 

und gleieh der ersten und og parallel und gleieh 

der zweiten Spannung, so stellt vq. den Druck 224- 

dar, den das StUck Pq auf die Scheibe aus- 

mt Weil po X PM md oqX MQ ist dasselbe hinauskommt, die 

wird ^Vqop^ d q, also der Bogen pq oder, was wi dasse 

Strecke pg gleieh Tdq (nach S, 6). Die Reibung des Stuckes PQ ergibt si 
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Material bedingten Konstante. Mithm ist QTdtp der Betrag, wm aen i 
T in Q wachst: 

dT 

dT=oTd(p Oder ^ • 

Da insbesondere T = T„ fiir <,. = 0 ist, folgt hieraus nae.h Satsi 7; 


Fiir dia Spaiuiung Ti in B ergibt sich also, wenn A M B ct ist . 

(12) 2’,= 2’.e?“. 

Die Gesamteunahmeder Spannungist T,-T, oder r„(e? * - 1). _I>er Winkel a ist etonaw 
wie q> im BogenmaB zu messen; sonst ware der Bogen pq nicnt gleieb i (iff* 

8. Beispiel; Die Kunststange im Bergwerk ist eine lotreeht Mnpncfe 
und sich im Querschnitt nach unten hin yerjungende schwere 
gleichmafiig beansprucht wird, d.h. in jedem wagerechten Querschnitt© 
Zugspannung fiir die Flacheneinheit erfahrt. Der x m iiber dem unteren hnao wr 
Stange liegende wagerechte Querschnitt habe y qcm. Soil die Spannung fiir 1 ticm 
gleich c kg sein, so erfahrt dieser Querschnitt einen Zug von cy kg nach unt«, 
dagegen der Querschnitt y + dy in der Hdhe x dx einen Zug von c(|/ + dy) 
kg nach unten, d, h. die Differenz cdy kg ist gleich dem Gewichto des zwischcn 
den Hohen x und x + dx gelegenen Stiickes der Stange. Nach S. S28^ darf an** 
genommen werden, daB dieser unendlich kurze Teil iiberall don Querschnitt y (|csm 
habe. Seine Hohe betragt da; m, d. h. 100 dx cm, also sein Volutnen 100 ydx cciil. 
Ist s das spezifische Gewicht des Materials, so muB also cdy gleich dem Sn Kiio- 
grammeh ausgedriickten Gewichte von 100 sydx ccm Wasser sein. Daratis folgt; 

cdy=^dx Oder ^ ' 


Betr^ der Querschnitt am unteren Ende qcm, so ist y == yo fiir* ^ 
Satz 7, als Flache des Querschnittes in a; m Hohe: 


(13) 


y = 


2/0 e 


X 


0, Also ergihfc 


9. Beispiel: Ein elektrischer Strom durchflieBe oinen Loiter* Die 
elektromotorische Kraft der Stromquelle sei E, der Widerstand des Loiters sci 
und die Stromstarke zur Zeit t sei J. Die vom Strom in der Zeit di geleisteti 
Arbeit mtEJdt Wir entnehmen der Physik folgendes: Ein Teil der Arheit wird 
durch den Widerstand des Leiters in Warme verwandelt und ist proportional 
zum Produkt aus R, aus P und aus dt. Der aiidere Teil der Arbeit wird im 
magnetischen Felde des Leiters aufgespeiehert und ist proportional zum I^rodukt 
aus J und aus dem Zuwachs dJ der Stromstarke J whhrend der Zeit di Der 
mte ’fell ist demnach proportional zu iRPdt, der zweite proportional zu 
Ba passender Wahl der Warmeeinheit kann man dfen ersten Teil geradezu gleich 
RPdi setzen. Dann tritt dex zweite Teil mit einem konstanten Faktor L auf, den 
DW den Koeffizienten der Selbstihduktion odef den Reaktionskoeffi^ 
zienten des Leiters nennt Wir haben also: 

EJdt^ RPdt^ LJdJ, 
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Durcli Division mit J dt geht hieraus die grundlegende Energiegleichung hervor: 
(14) L^ + RJ=^E. 


Hierin Sind L und R positive Konstanten, dagegen J und E im allgemeinen Funk- 
tionen der Zeit t. Man kann die Gleichung auch so schreiben: 


(16) 


dt L 


Nunmehr wollen wir annehmen: Der Strom habe seit langerer Zcit den Lei ter 
durchlaufen, und dadurch habe die Stromstarke einen gewissen Wert Jq erreicht. 
Nun werde die Stromquelle ausgesclialtet. Von diesem Augenblick an, 
von dem an wir die Zcit t rechnen, nimmt die Stromstarke J ab. Jetzt ist in 
(16) E = 0, also 

dJ _ _ £ 

di “ 

zu setzen, so dab Satz 7 liefert: 


Also versiegt der Strom eigentlich erst nach unendlich langer Zeit, da J ftir 
lim = CO nach Null strebt, Er wird jedoch schon sehr bald unmerklich schwach. 
Dies wird sich nachher, wenn wif ein Zahlcnbeispiel hinzufiigen, deutlicher zeigen. 
Hier erwilhnen wir nur, dafi, wenn L :R wird, die Stromstarke J schon nur 

noch gleich Jq : e, also fast nur noch ein Drittel von Jq ist. Diese Zeit L : J?, 
in der die Stromstarke von Jq bis Jq : e abnimmt, heiBt die Zeitkonstante des 
Stromkreises. 


In alien sechs Ictzten Beispielen wurde eine ExponentiaUunktion 
(17) 2/ = ae" 

gefunden, wenn auch moistens die Vcranderlichen x und y anders be- 
zeichnet waren, ebenso wie die Konstanten c und a, von denen a den 
Anfangswert der Funktion (fiir a: =0) bedeutet. Man wird also der 
auf S. 310 aufgestellten Behauptung beipflichten, daB das Gesetz 
des organischen Wachsens oft auftritt. Daher ist es niitzlicb, 
die Exponentialfunktionen (17) und ihre graphische Dar- 
stellung genauer zu besprechen. Ihre Bildkurven nennt man 
Exponentialkurven. Weil aus (17) folgt, daB .cx—ln{y :a) ist, 
werden die Exponentialkurven haufig auch logarithmische Kurven 
genannt. Man sollte das nicht tun, sondern nur dann von logarithrai- 
schen Kurven reden, wenn die Abszissen zu den Numeris, die Ordi- 
naten zu den Logarithmen proportional sind. Die Exponential- 
kurven Bind diejenigen Kurven, bei denen die Abszissen 
zu den Logarithmen und die Ordinaten zu den Numeris 
proportional sind. 
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Vor allem 
nen durch die 
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eiinnem wir wieder daran, daiJ die ExponentiaUiinktio- 
Eigensehaft 


gekennzeichnet sind, 



Fig. 225. 


die sich sofort geometrisch ausdriicken lifit: kt 
P in Fig. 225 ein Bildpunkt (x ; y) der Funktioii 
(17) und schneidct seine Tangento die .r-Achse 
in T, so ist die Ordinate y~Qi\ dividitTt 
niit TQ, gleieh der Steigung ey. Mithiii ist 
=1 :c. (Im Fade c < 0 iiegt T reehts von 
Q.) Die Strecke TQ licgt senkrecht unter dera 
Stuck TP der Tangente und heifit deshalb die 
Subtangente. Da c konstant ist, kann also 
der Satz 7, S. 320, so ausgesprochen wcrden: 


Satz 12: Dann und nur dann, wenn die Subtangente 
einer Kurve eine konstante Lange hat, ist die JKurve eine 
Exponentialkurve, d. h. das Bild einer Exponentialftink- 
tion 

y = konst, e'*. 


Dabei ist 1 : c die Lknge der Subtangente, gemesaen mit 
der a:-Eiuheit im Sinne vom Sehnittpunkte der Tangente 
mit der a:-Achse bis zum Fufipunkte der Ordinate dea Be- 
riihrungspunktes. 

Ist der Anfangswert a in (17) ilegativ, so ist y bestftndig nega- 
tiy, so dafi <he Bildkurve unterhalb der ai-Achse verMuft. Klappen 
wir sie um die a:-Achse nach oben herum, so entsteht die Biidkurve 
ein« Funktion (17), bei der der Anfangswert der absolute Betrag des 
Torigen Anfangswertes ist. Wir wollen uns daher auf die An- 
nahme eines positiven a beschranken. Aus Satz 7, S. 104, 
folgt, daB die Bildkurve steigt, wenn c positiv ist, und f&llt, wenn c 
n^tiv ist. Der eine Fall laBt sich auf den anderen zurlickfilhren, 
indem nm die positive a;-Achse mit der negativcn vertauscht. In 
unseren Beispielen war c meistens negativ. Wir wollen daher e 
^ativ annehmen: — wo h eine positive Konstante 

TOdeute. Statt (17) haben wir jetzt: 


(18) = (a>0, li>0), 

and die Steigung ist; 


( 19 ) 
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Die konstante Subtangente ist — 1 :h; der Schnittpunkt T der Tan- 
gente mit der x-Achse liegt also in der positiVen Eichtung der 
rr-Achse, vom Fufipunkte Q der Ordinate QP des Kurvenpunktes P 
an gerecknet. Fiir lirn x = — oo wird y positiv nnendlich groU nnd 
die Steigung negativ nnendlich groB. Fiir lim a; = + cx) dagegen wird 
y und die Steigung gleich Null. Die Bildkurve kommt aus dem Un- 
endlichfernen im zr^veiten Quadranten (von links oben) mit groBtem 
Gefalle her, wird flacher, bleibt oberhalb der r-Achse und schmiegt 
sich im ersten Quadranten in unendlicher Feme an die r-Achse an, 
die also eine Asymptote der Kurve ist (vgl. S. 193), 

Aus (18) folgt nach (10), S. 298, wenn man von beiden Seiten der 
Gleichung den gewdhnlichen Logarithmus nimmt: 

(20) logy =loga — MhXy 

so daB logy eine lineare Funktion von x ist. Naeh Satz 4, S. 31, 
besagt dies: Wenn wir nicht x und y, sondern x und logy als Abszisse 
und Ordinate benutzen, erhalten wir als Bild eine gerade Linie g. 
Sie schneidet auf der Ordinatenachse die Strecke logu und auf der 
a:-Achse dieselbe Strecke, dividiert mit Mk, ab. Wir bestimmen also 
diese beiden Strecken, ziehen dann die Gerade g und leiten riick- 
warts aus ihr das Bild der Exponentialkurve ab, indem wir jede 
Ordinate von g durch den zugehorigen Numerus y ersetzen. 
Wir konnen so beliebig viele Punkte der Kurve finden. Da die Sub- 
tangenten die konstante Lange — 1 : fc haben, ergeben sich die Tan- 
genten, wenn wir an die Abszissen jedesmal noch 1 : h ansetzen und 
immer den Endpunkt mit dem betrefienden Kurvenpunkte verbinden. 
In Fig. 226 haben wir dies fiir das 9. Beispiel, siehe Formel (16): 

r r 

J — - tJ Q 6 . 

ausgefiihrt, wobei t in Seknnden die Abszisse x und J in Anapere die 
Ordinate y ist. Dabei wurden die Zahlenwerte angenommen: — 10 
(in Ampere), 22 = 0,12 (in Ohm) und L=0,01 (in Henry), also die 
BildkurVfe von 

y=10e-i** 

gezeichnet. Hier ist 2: = 12, a =10, log(i=l, log a : Jkffc = 0,192, 
l:k =0,083. Die Ungenauigkeiten, ^e durch das Ablesen der Loga- 
rithmen an den sehr kleinen Ordinaten von g entstehen, bringen kleine 
UnregelmSBigkeiten mit sich, die in Fig. 226 absichtlich nicht ausge- 
glichen worden sind. Genauer wira die Figur, wenn man fiir die Ordi- 
naten der Geraden g eine groBere Langeneinheit wahlt. 
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Ein anderes, theoretisch genaues, praktisch ungenaues 
aber leider aus bloBer Bequemlichkeit vielbonutztes Vei 



KiwenplSkf^'-?? Kurvenpunkt, so werden solch 

p (^2 > yA ; ya) • • . bestimmt, d.eren Abszissen di' 



Vielfachen von sind, 
also iTj ==2a;i, =3Zx . . . 
Nach (18) ist; 

, 

2/3 

somit : 

(21) “ 


= ae 


2/3 ' 

ib sCj 


Vi. __ 

V’- Vi 

Die hieraus folgende Kon 
^ striiktion erlautern wir ij 
^ Fig. 227 am Beispiel de: 
Fig. 227. Barometerhohe: 

X 

vri /Q^ in, fi - ■ 1 y~ 760e ■^5- 

SL W «n 6, ^ir hi,, = 1000, ’ 

^ ^.2,8266, 

g«.»hllM~EiiS'd.*"tacl,^°0n*'5f 'tr* “SM'lfiier paaswd 

* ' ® = 760 und 0 Uy_ =: 671 
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auf. Dann ziehen wir (lurch die Wagereclite, durch die unter 
45« ateigende Gerade; heide treffen sieh in Vg. Wir benutzen jetzt die 
Hilfsgerade OV^ oder h, indem wir durch JJi die Wagerechte bis Fj 
auf h, dann dutch die Gerade unter db® bis auf der t/-Achse ziehen 
und dies Verfahren fortsetzen. (Statt des 45®-\Vinkels batten wir 
irgendeinen anderen bepemen Winkel nehmen konnen.) Offenbar ist 

— 

ov~ ou^^'ou^ 


Wegen OU„ = a, OU-y=y^ zeigt dies nach ( 21 ), da 6 OU^ 

0 C /3 = 2 / 3 . . . ist. Auf der Abszissenachse tragen wir mit irgend- 
einer Einheit 0 = a:^ = 1000 ab und rervielfaltigen diese Strecke, 

so dab 0 =2xi=x^, OW^—Sx-^^—x^... ist. Aus zusanimen- 
gchorigen Punkten U^, femer W^, TJ^, ferner W 3 , TJ^. . . erhalten 
wir durch Ziehen der Koordinatenlinien die Kurvenpunkte {x^ ; y^), 
(.t, ; 2 / 2 ), (X 3 ; t/s) ■ ■ . Dies yerfahren laCt sich oben iiber UoVq, d. h. 
auf der Kurve riickwarts in den zweiten Quadranten fortsetzen. Zur 
Erganzung kann man mit Hilfe der konstanten Subtangente, indem 
man 1 : fc = 7990 auf der Abszissenachse jeweils vom betreffenden 
Punkte W aus nach reehts auftragt, die Tangenten ziehen, wie es die 
Figur zeigt. 

Dies Yerfahren ist auBerordentlich mangelbaft, weil 
jedor folgendc Punkt aus dem vorhergehenden abgeleitet wird, wodurch 
sich die Zcichenfehler mehr und mehr haufen. 

Viel besser ist ein drittes Verfahren: Man bestimmt zuerst 
dutch Berechnung zwei weit voneinander entfernte Kurvenpunkte und 
schaltot dazwischen neue Punkte ein. Sind namlieh (xi ; y-y) und {x ^ ; j/*) 
zwei Punkte der Kurve, so daC nach (18): 


= a e- 


hx. 


2/2 = » e “ 


ist, so- wird: 


Mithin sind auch 


Xy + 


Vvx 2/2 = “« 


2-1 "t" ^ 


Vs 


-■Vytyi 


die Koordinaten eines Kurvenpunktes (%;y 3 ), der 
das arithmetische Mittel der Abszissen ^ als d“ 

^eometrische Mittel der Ordinaten j/j, und 2/2 ^ m an iiber 

Mittel konstruiert man, siehe Fig. 228, auf der r Aehse, ute 

,j, als Durchmesser den Halbkreis legt, in der Hohe y, die Wagerechte 

S c h e f f e r 8> Lehrbuch d. Mathematik. 
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bis zum Schnitte mit dem Kreise zieht und darauf durch den Schnitt- 
punkt den Kreis um 0 schlagt. Er schneidet auf der Ordinatenachse 

das geometrisehe Mittel von t/i und 
yj ab. In derselben Weise kann man 
zwischen {Xi ; y^) und (Xg ; y^) und 
zwischen (Xj ‘ y^) und (xi ; je einen 
neuen Kurvenpunkt ermitteln, usw. 
S5> Ubrigens kann man auch, wenn zwei 
j Punkte gegeben sind, durch umge- 
■* kehrte Ausfiihrung der Konstruktion 
zu einem weiter drauBen liegenden 
Punkte gelangen. 

Ein 'aertes Verfahren, das 
zwar einfach, aber nicht immer zweckmaBig ist, besteht 
darin, daB man ein fiir allemal die Bildkurve der Funktion 

( 22 ) y—g-X 

zeichnet. Sie geht aus der Bildkurve vone“’ in Fig. 220, S. 319, her- 
vor, wenn man diese um die y-Achse herumklappt. Man kann nun die 
BddkuiTe von e * auch fur irgendeine andere Exponentialfunktion 

( 23 ) y =ae~^ 



mt poffltiver Konstante A: verwenden, indemman als neue x-Einheit 
das A-fache der alten x-Einheit and als neue w-Einheit 
den x-ten Teil der alten y-Einheit benutzt. 


welches X der Betrag dor Exponential- 
funktion y, die fur x = 0 den Wert a hat, nur noeh p Prozent des 
Anfangswertes a ausmacht. Nach (23) niuB fur dies x 


sein, also: 



(24) 


x=-^l„ 


iOO ■“ Mk 


log 


J. W 


man au^hnen mdge. ’ Sekunden, wie 

Zuweilen ist die Bildkurve einer ExuonentijiHiiTib-finn 
fur verschiedene Anfanffswerte « in ** ^“ .^* “ 

einznzeiehnen. Nach unfArc^v. i ^asselbe Achsenkreuz 
dar^ daB die zu rieiebim *®s<!heiden sich die Kurven nur da- 
oaB die zu gleichem x gehorigen Ordinaten in demselben Ver- 
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hSltnis zueinander stehen wie die Anfangswerte. Maa konate also die 
aeuen Kurven durch ahnliche VergrdBerung Oder Verkleinerung der 
alien Ordinaten ge-winnen, da die Kurven zueinander affin sind 



Fig. 229. 

(vgl. S, 88). Viel bequemer ist jedoch ein anderes Verfahren: 
Will man in dieselbe Figur, in der die Bildkurve der Funktion (23) 
gezeichnet ist, die der Funktion 

y = & 


einzeichnen, so beachte man, daB 

ist. Dies ware nun die alte Funktion (23), wenn hier a: statt 

k a 

stande. Die neue Kurve geht daher aus der alien ““ 

alle Abszissen um dieselbe GroBe ® 

zeichnet also, sieke Fig. 229 , die wie Fig. 226 fur die Stromstarken 
entworfen worden ist, zuerst wie in Big. 226 die Bildkurve von 

kurve l&ngs der y-Achse. 


22 * 
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iibertragt sie und die a;-Achse auf Pauspapier und verschiebt die tibor- 
tragene Achse auf der a;-Acbse der Zeiehnung so weit, bis die Kurve 
des Pauspapieres auf der 2/-Achse den gewiinschten neuen Aiifangs- 
yert h (m Fig. 229 ist i = 8, 6, 4, 2) abschneidet. Wenn der neue 
Anfangswert h anderes Vorzeichen als der alte hat, klappt man auBer- 
dem die Kurve um die Abszissenachse herum. 

Die Flache a; zwischen der Sxponentialkiirve 
(25) y = ae-’‘==, 

der x-Achse und den zu den Abszissen und a: gehorigen 
Ordinaten und y hat nach Satz 5, S. 229, den Wert: 


X 


Da nun den Differentialquotienten — h^i- io+ i i 
stimmte Integral gleicli hat, ist das unbe- 


■ je + konst. 


Oder 


+ konst. 


2 = yo~y 
h 

Man bekommt also die ^ t. . 

der beiden begrenzenden OrdinatL mirA"" 

JVage beantworten, S^SnT 

stellten Frage ist; '"^^-aUgemeinerung der in § 1 ge- 

keit, dat^ihr^Ddfmrd Eigentumlich- 

(27) 


dy 

=«y + jfc 


Baa- 
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kurve der gesuchten Funktion aussprcchen, siehe Fig. 230: Die Tan- 
gente eines Bildpunktes P odor {x ; y) hat nach (27) die Steigung: 

^ y + - 

dx 



Fig. 230. 


■ CIJ + k 


Wenn also die Ordinate y —QP liber Q hinaus 
nach unten bis Q' urn die Strccke k : c (gemessen 
mit der ,?/-Einheit) verlangert nnd darauf von 
Q' aus parallel zur :j:;-Achse, aber im negativeii 
Sinne, die Strecke 1 : c (gemessen mit der a::- 
Einheit) bis T abgetragen wird, ist T'P die 
Tangento von P. Ist k : c Oder 1 : c negativ, so muB jeweils der ent- 
gegehgesetzte Sinn von Q oder Q' aus genommen werden. Vergleichen 
wir dies mit Fig. 225, so erkennen wir, daB jetzt an die Stelle der 
.r-Achse die Parallele dazu mit der Ordinate — k : r, also an die Stelle 
von y der Wert y + k :c tritt. Wir schlieBen daraus, daB y + k :c eine 
der frUher betrachteten Exponentialfunktionen ist. Dies zeigt nun 
Setzen wir namlich 


auch die Rechnung. 
(28) 

so gibt (27); 


0 = ?/ + • 


: CZ, 


^=C2/ + /s=c(.v+4]-=-( 

Nach Satz 7, S. 320, worin jetzt z statt y zu sagen ist, folgt hieraus: 


z =ae^ 


wo a eine Konstante bedeiitet. Einsetzen dieses Wertes in (28) und 
Auflosung nach y ergibt: 

(29) y — • 


Satz 13: \Venn eine Funktion ?/ von x die Eigenschaft 
hat, daB ihr Differentialquotient eine ganze lineare Funk- 
tion von ihr sclbst ist, d. h. wenn 

z=z cy h 

ist, wo c und k konstant sind, hat die Funktion y die Form: 


y 


■. a 


k 


w^orin ct irgendeine Konstante bedeutet. 
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dann die ^-Achse^dufch^^? Para^lde'*^" 

Starke J des einen Leiter mit dem^L^bs^tMiXr ^^j^firentialquotienten der 

».* B a^, s.ir WM.. 

dt L L ' 


( 30 ) 



Fiix < _ 0 ist die Stromstarke gleieh Null, also: 

® ® + ^ . d. h. a 

so daB wir erhalten: 


E 
R ’ 


( 31 ) 7 = 

Benutzen wir dieselben Zahlenwerte 
wir die elektromotonsche Kraft E 

J = 


- 1 
R r 


- V 336. und nehmen 

- 1,^ (m Volt) an, so daB 

10(l_e-^*<) 
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wird, so geht Fig. 231 h^vor. Die Kurve ist dieselbe wie in Fig. 226^^Tri ''T' 

Stelle der x-Aclise die Parallele dazu mit der Ordinate — Jfc : c = iQ 
aiiBerdem die positive und negative Richtung der Ordinaten 
a = -- 10 ist, vrahrend fruher a = + 10 w. ^^scnt, da hier 


In diesem Beispiel 
Funktion 


wie aueh sonst hat die in Satz 13 auftreteade 

y = , 

c 


wenn e negativ ist, das Bestreben, sich fur von Null an wachsendes x 
sehr bald dem Werte — hic zu. nahern. Ist c positiv, so gilt diesiiii 
abnehmendes x. Zuweilen ist es vrichtig, festzustellen, fur welches x 
das y nur um p % von diesem Wert abweicht. Fiir 30 = 10 gibt unsei 
letztes Beispiel wie auf S. 338 den Wert x = 0,192. Man bestat%e, da£ 
y = 5 ist fiir x =0,25. 


11. Beispiel: Dieselbe konstante Energiequelle wie im 10. Beispiel erzenge 
iinter denselben Umstanden einen Strom; doch werde die Energiequelle nack 
Sekimde wieder ausgeschaltet. Zuerst gibt die Rechnung wie vorher: 

J= 10(l-e~^*0- 

Dies gilt von / = 0 bis i = 1. Alsdann ist J fast genaii gleick 10, da e — ^2 sehr Mdn 
ist. Von nun an liegt also dasselbe wie im 9. Beispiel vor, wobei 10 der Anfaugswert 



Fig. 232. 


von J ist, so dafi die Formel auf S. 336 unten ffir y. gilt, mit dem eimagen UntcBr* 
sckiede, daJB z durch i — 1 zu ersetzen ist. Von 1 an ist also: 

Siehe Fig. "232, die in des MaBstabes der Figuren 226 und 231 geeddmet irt. 


§ 3. Poliarkoordfnaten und logarithmische Spiralen. 

Bei der Wichtigkeit der Exponentialfunktionen fiir die praktischen 
Anwendungen ist es angebracht, noeh eine andersartige graplmclie 
Darstellung dieser Funktionen zu besprechen. Sie beruht auf einem 
Verfahren, das auch sonst ofters niitzlich ist und das wir daher zu- 
nS.chst in allgemeiner Form auseinandersetzen. 

1st eine GroBe eine Funktion einer anderen, so haben wir bisher 
beide gtaphisch als Strecken auf zwei Koordinatenaclisen dargestellt. 
Wenn aber die unabh^ngige Veranderliche ihrer eigenen Natur naeh 
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einen Winkel bedeutet, wie dies rccht haufig bei Aiiwendungen der Fall 
ist (vgi. das 7. Beispiel, S. 331), wird man es vorzieheii, sie auch bei 
der Abbildung als Winkel darzustellen. Sie sei mit (p bezeichnet. 
Die abhangige Veranderliche heiSe jetzt r statt y, Wirbetrachten 
also eine Fuiiktion r=zf((p) des Winkels 

Um die Sachlage moglichst anschaulich vor sich zu haben, denke 
man sick an einer Stelle 0, dein Pol, siehe Fig. 233, einen Aussichts- 



punkt, von dem aus man die umliegende Gegend 
betrachtet. Der Strahl OA gebe eine bestimmte 
Himraelsrichtung, z. B. nach Osten, an. Er heiBt 
der Anfangsstrahl oder die Achse. Die 
Lage irgendeines Punktes P der Ebene wird dem 


Beobachter in 0 bekannt sein, sobald er den 
Winkel <p des Sehstrahls OP mit dem Anfangs- 


strahl OA und die Entfernung r = OP kennt. 
Der Winkel (p keifit die Amplitude (vom lateinischen amplitude 
im Sinne von Schwung), die Strecke r der Eadiusvektor (nach 
dem lateinischen vector, Trager) des Punktes P; beide zusammen 
heifien seine Polarkoordinaten. Die Amplitude <p ist in einem 
bestimmten Drehsinne von OA aus, den wit durch einen Pfeil an- 
deuten, zu messen; im entgegengesetzten Sinne wird sie negativ in 
Eechnung gesetzt. Der Eadiusvektor r liegt auf dem zweiten, soge- 
nannten freien Schenkel des Winkels <p. Da die Grofie r auch negativ 
sein kann, setzen wir fest, dafi negative Werte auf der riickwartigen 
Verlangerung des freien Schenkels iiber 0 hinaus abzutragen sind. Die 
Amplituden <f messen wir mit irgendeiner Winkeleinheit, z, B. im Grad- 
maB Oder BogenmaB, die Eadienvektoren r mit einer Langeneinheit OA, 
In Fig. 233 z. B, hat der Punkt P, wenn wir die Winkel in Graden 
messen, die Polarkoordinaten ^ == 45 und r = 3. Wenn es uns beliebt, 
konnen wir die Amplitude <p auch durch die negative Drehung von OA 
in die Lage OP hersteUen, so daB dann (p =—360 + 45 = — 315 ist. 
Ja wir konnen den Strahl mehrere Male von OA aus um 0 voUstandig 
herumdrehen, so daB P auch die Polarkoordinaten = 45 -j- 3^0, 
r = 3 Oder auch <p — 45 + 2 . 360, y = 3 usw. oder auch <^ = 45 

— 2 . 360, y = 3 usw. hat. Ja noch mehr: Wir drehen OA positiv so 
weit, bis der Strahl die in Fig. 233 gestrichelte riickwartige Verlange- 
rung von OP iiber 0 hinaus wird. Dann ist ^ = 45 + 180 = 225, aber 
y = — 3^ jetzt P auf der riickwMigen Verlangerung des freien 
Schenkels der Amplitude liegt. Derselbe Punkt P hat auch die Polar- 
koordinaten 9 = 45 “h 180 + 360, y = — 3 oder auch <p = 45 + 180 

— 360, y = — 3 usw. 
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Messen wir ^ im Bogenmafi, so treten an die Stelle von 360 
und 180 die Zahlen ’2 7t und n. Wir sehen dann: Sind <p, r Poiar- 
koordinaten eines Punktes P, so sind auch 

g) + 2n7t,r und <p + (2n + 1 ) 7 t, ~ r 

Polarkoordinaten desselben Punktes, sobald n irgendeine 
positive Oder negative ganze Zahl bedeutet. 

Wir konnen schlieBlich <p in irgendeiner anderen Weise messen, 
z. B. indem wir die ganze Umdrehung um 0 in 100 gleiche Teile teilen 
und einen Teil mit Bins bezeichnen. Dann tritt an die Stelle von 360 
Oder 2n die Zahl 100. 

Zu jedem gegebenen Paar von Polarkoordinaten gehort also zwar 
nur ein Punkt der Ebene, uingekehrt jedoch zu einem Punkte der Ebene 
nicht nur ein Paar von Polarkoordinaten. Dies ist ein Mangel der 
Polarkoordinaten. Sie haben noch einen zweiten Mangel: Der Pol 0 
hat zwar den Radiusvektor r = 0, aber seine Amplitude 
ist ganz beliebig. Trotz dieser Mangel sind die Polarkoordinaten 
oft nutzlich, wie sich zeigen wird. 

Bei rechtwinkligen Koordinaten x, y erkannten wir, daB die Bild- 
punkte (x ; y) der Wertepaare a;, y, die dutch eine stetige Funktion 
y = f{x) bestimmt werden, eine liickeiilose Kette, d. h. eine stetige 
Kurve ausmachen. Ferner; Wenn diese Funktion einen Differential- 
quotienten hat, kommen der Kurve iiberall Tangenten zu. Das Ent- 
sprechende konnten wir fur die Darstellung einer stetigen Funktion 

(1) r=f(g)) 

von 9 , die einen Differentialquotienten dr :dq} hat, bei der Anwendung 
von Polarkolarkoordinaten nachweisen. Aber wir wollen uns hier damit 
nicht aufhalten, zumal es ziemlich von selbst einleuchtet. Nur eines ist 
zu besprechen: wie man die Tangente der Bildkurve der Funk- 
tion (1) zu zeichnen hat. 

Wir denken uns fur <p einen bestimmten 
Wert gewahlt, dann aus (1) den Wert von r 
berechnet und darauf den zugehSrigen Bildpunkt 
mit den Polarkoordinaten <p, r ermitfelt, den wir 
mit (gf>;r) bezeichnen. Das sei der Punkt P in 
Fig. 234. Jetzt wachse <p um ein Differential d<p, 
wodurch eine Anderung dr von r infolge der Be- 
ziehung (1) zwischen <p und r bewirkt wird. Der Bildpunkt P' Oder 
+ d<p ir -f- dr) liegt unendlich nahe bei P. Vorerst wollen 
wir alle vier GroBen (p, r, d<p, dr positiv annehipen. Der 



Fig. 234. 
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Kreis um 0 durch P wird den Strahl 0 P' an einer Stelle Q treffen, 
so daS QJP' =dr ist. Der Bogen PQ ist, wenn <p im BogenmalJ 
gemessen wird, gleich rd<p nach S. 6, und zwar gemessen mit 
der fiir r angenommenen Langeneinheit OA. Da, POP' nach Null 
strebt, darf der Bogen PQ als geradlinige Strecke betrachtet werden, 
die in P auf OP sehkrecht steht. Da ferner OP' den Kreis ebenfalls 
senkrecht schneidet, ist das Dreieck PQP,' in Q rechtwinklig. Die 
Hypotenuse PP' dieses Dreieeks liegt nun auf der Tangente von P. 
Wir haben: 


( 2 ) 


PQ rd(f r 

QP' dr IT 

d(f 


Hier steht zum SchluB im Nenner der Differentialquotient dr : drp 
der ^riktion (1). Wenn wir das unendlich kleine Dreieck von P aus 
dhnlich vergrdfiem, bleibt die Hypotenuse auf der Tangente. Die Tan- 
gente ergibt sich folglieh so: Wir tragen auf dem in P auf OP er- 

richteten Lot nicht rd<p, sondem den 
Zahler r des letzten Bruehes (2) ab, 
etwa bis R in Fig. 235, ziehen darauf 
durch R die Senkrechte zu PP oder 
also die Parallele zu OP nach aufien, 
im Sinne von 0 nach P, und tragen 
auf ihr den Nenner des letzten Bruehes 
(2), also dr :dq>, als Strecke ab, ge- 
messen mit der Einheit OA. Der End- 
punkt T liegt auf der Tangente von P. 
Das Lot von T auf OP treffe in S ein. 
p& PS — dr :d(p ist, konnen wir auch 
in 8 auf 08 nach der Seite des positiven 
Drehsinnes hin das Lot errichten und 
am ilm ST=,r abtragen. Wir verfahren also ebenso, als ob wir 
me Mttelkraft P P zweier Krafte finden wollten, von denen die eine, 
PR, senkrecht zu OP in P angreift und gleieh r ist, w§hrend die 
andere, PS, in P in der Richtung von 0 nach P angreift und gleieh 
dr -.dip ® 

Das Verfahren erleidet Abanderungen, wenn die Grbfien nicht 
samtlich positiv sind. Die Strecke PS =dr:d<p wird von P aus. 
im Sinne nach 0 abgetragen, wenn der Differentialquotient dr :dw 
negativ ist; die Strecke PR oder ST =5r wird von P oder 8 aus im 
negativen Drehsinn auf OP senkrecht errichtet, wenn r negativ ist. 
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Beispiel: Wird als Funktion (1) eme ^nze voTj 

(3) . r = etf + k = c 

gewahlt wo also c und fc Koastanten sein sollen, so ist & : e das BogenmaB eines ge- 
wissen konstanten Wmkels also: ge- 

r = c{(p , 

d. L der Radmsvektor ist proportional zu derjenigen Amplitude, die 
mcht vom Anfangsstrabl OA aus, sondern von einem um „ weiter 
rfickwarts (im negativen Drehsinne) gelegenen Strahl aus gerechnet 
wird. Die Bildkurve heiBt nach dem beruhmten griechisehen Mathematiker 
Archimedes (etwa 287—212 v. Chr.) eine Arckimedische Spirale. Wenn 
wir den Anfangsstrabl 0 A urn ^ « zuriickdrehen und den so gewonnenen Strahl als 
Anfangsstrabl benutzen, bedeutet dies reehnerisch, daB wir « = 0, also A- = 0 setzen 
konnen. Die Bildkurve der einfacheren ganzen linearen Funktion 

(4) r = 

ist also dieselbe wie die der Funktion (3), nur urn uni O herum- 
gedrcht. Wir stellen mithin die Zeichnung der Archimedischen Spirale auf Grund 
von (4) her. Ist die Konstante c negativ, so nimmt r mit wachsendem r/ ab, wahrend 
r sonst zunimmt. Die Kurve, bei der c negativ ist, ist dieselbe wie die, 
bei der c positiv ist, nur muB man diese iim den Anfangsstrabl OA. 
herumklappen, weil dann in — y, also ctf in —cq, iibergeht. Wir wollen uns 
daher auf die Annahmc beschranken, daB die Konstante e positiv sei. 

Fiir = 0 ist r = 0, fiir yi = J 77 
(90®) ist r= icn, fiir (f> = n (180®) 
ist r — cn usw. Die Kurve windet 
sich also in immer grdBeren Bogen 
um den Pol 0 herum. Fiir zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werte q) er- 
geben sich entgegengesetzt gleiche 
Werte r. So gohbrt in Fig. 236 zu 
= i TT, r aa i c 71 dor Punkt P, zu 
=s — J 77 , r sr — J c 77 der Punkt P\ 
wobei zu beachten ist, daB r im 
zweiten Fall auf der riickwartigen 
Verlangerung des freien Schenkels 
von qt aufgetragen wird. W'ie man 
sieht, besteht die Kurve aus zwei 
Teilen; der zweite ist nur gestrichelt 
gezeichnet und geht aus dem ersten 

hervor, wenn man diesen um das in 0 auf dem Anfangsstrabl OA errichtete Lot 
herumklappt. 

Um an einer Stelle P die Tangente zu bestimmen, beachten wir, daB nach (4) 
<ler Differentialquotient dr : dq = c ist. (Die Strecke c ist in Fig. 236 gleich O C an- 
genommen, so daB 0 P = i <^ 7 r gleich einem Achtel des Kreises tim O durch C ist.) 
Daher ist OF iiber P hinaus um c bis S zu verlangerii, in S im positiven Dreh- 
sinne das I^ot T = r == OP zu errichten und T mit P zu verbinden. Z. B. fiir den 
Punkt P', fiir den — i tt (--45®) ist, kommt r = — J ctt, so daB wir bier 



Fig. 236. 
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errichten^sl^ Fn? “e&ativen D^^hdii7a!irf05^ 

;P g«legen. Wirhaben also P „5 = c r^® Kurvenpunfct P, ist 

m So (Oder C) das Lot SoT.^O zu PmvLa ^ m abzutragen und 
strahl selbst die Tangent in 0 5 if I.T® *'• 

so daB erne groBere Zahl von Winduneen ’i- 1 worden, 

n wmdungen der Archimedischen Spirale zu sehen ist. 



maB gemessen sei Denn sonst •• j <p im Bogen- 

S.345, nichtgleichri™ wL “ Fig. 234, 

messen wird und der Boeen den’^df * Winkeleinheit ge- 

abschneidet, die Lange w hat i 9 t H auf dem Einheitskreis 

1 " auf dem Einheitskreise den BogenT'lSoTus 
zugehsrige BogenmaB ist, vgl tSiaufS 7 T f : 180 das 
mcht im BogenmaB gemessen idrd i!' f <p 

wo ?r eine gewisse Ennif ! Tf zugehonge BogenmaB w = ww 
dann 

Wenn <p nichMm B o vo « ^ Proportion (2) : 

Winkel i 1 auf Tem eS 

dem Einheitskreis einen Bogen ron der 
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Lange w abschneidet, sind bei der Tangentenkonstrukti^ 
die Katheten PS und ST so zu wahlen, daB sie sich ver- 
halten wie der Differentialquotient dr:d<p zu wr. 

Bei der Archiniedischen Spirale insbesondere, die zur Funk- 
tion (4) gehort, kommt eine andere Wahl der Winkeleinheit nur darauf 
hinaus, daB die Konstante- c durch eine andere zu ersetzen ist. Ihre 
Gestalt bleibt also die alte. 

Wir wollen nun die Exponentialfunktion 
(5) r = 

mittels der Polarkoordinaten <p und r abbilden. Messen wir 
die Winkel <p nicht im BogenmaB, so ist das zugehorige BogenmaB y> 
von der Form w<p^ wo w eine Konstante vorstellt. Dann ist nach (5): 

c 

— yj 

r = ae^ , 


wo nun y} das BogenmaB bezeichnet. Diese Formel hat aber wieder 
die Form (5), nur ist die neue Konstante c : an die Stelle von e ge- 
treten. Da wir c in (5) irgendwie wahlen konnen, sehen wir also, daB 
es in Wahrheit keine Einschrankung ist, wenn wir annehmen: Die un- 
abhangige Veranderliche 9 ? in (5) soli das BogenmaB der 
Amplitude bedeuten. 1 

1st die Konstante a negativ, so sind alle Eadienvektoren r negativ, 
so daB sie auf den Verlangerungen der freien Schenkel von 9 ) iiber O 
hinaus aufzutragen sind, siehe P in Fig. 238. Wenn wir aber die ganze 
Figiir um den Pol herum durch zwei Rechte drehen, kommt P nach P' 
auf den Schenkel selbst. Daraus folgt: Ist in (5) die Konstante a 
negativ, so zeichnen wir die Bildkurve zuerst fur den FaU, daB a 
durch den absoluten Betrag von a ersetzt wird. 

Die Kurve ist dann durch zwei Rechte um 0 
zu drehen, Oder, was dasselbe ist, jeder Punkt 
P' dieser Kurve ist am Pol 0 zu spiegeln. 

Hiernach konnen wir uns auf den Fall be- 
schranken, wo die Konstante a positiv ist, 
so daB r positiv wird. Nach (5) ist 



dr - 

~ = cr , 

d (/> 


Fig. 238. 


also zugleich mit c positiv oder negativ. Dies gibt die in Rg. 239 und 
Fig. 240 angedeuteten Tangentenkonstruktionen \ bei denen TS = cr. 


1 Im zweiten Fall kann die Tangente auch so ermittelt werden, wie es die ge- 
strichelten Linien andeuten. 
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ST =r ist. &1 Fall c> 0 wird r mit wachsendem ^ groBer, im B'all 
c < 0 kleiner. Im ersten Fall ergibt sich erne Kurve, die sich mit wach- 
sendem 93 iimner weiter von 0 entfernt, im zweiten eine, die dies bei 

abnehmendem 93 tut. Der zweite 
Fall lafit sich ohne Miihe auf den 
ersten zurUckfuhren : Man mu 6 nur 
den Drehsinn um 0 durch den ent- 
gegengesetzten ersetzen, wodurch ja 
9> in — 93, . also e‘ ''' in e~ d. h. c 
in — e iibergeht. Wir wollen daher 
die Konstante c positiv an- 
nehmen, also die Kurven be- 
trachten, die sich mit wachsendem 9 von 0 entfernen. 

Wenn wir die Tangente im Sinne wachsender 93 mit einem Pfoil 
versehen, bedeutet der Winkel SPT oder t in Fig. 239 den Winkel 
dieser Tangente mit der Verlangerung des Eadiusvektors OP iiber P 
hinaus. Da die Katheten im rechtwinkligen Dreicck PST im konstan- 
te.n Verhaltnis c : 1 zueinander stehen, sieht man: Langs der ganzen 
Kurve ist der Winkel r konstant. Die Kurve durehactzt 
alle von 0 ausgehenden Strahlen unter demselben Winkel r. 
Ine Ta^ente kdnnen wir einfacher konstruieren, indem wir PS und ST 
mcht gleich cr und r, sondern gleich c und Bins wahlen. 

Na^h ( 5 ) ist die Amplitude 



( 6 ) 


<P 


— In — = 
c a 


a 


V. irj. ' W 

gewdhnlichen Logarithmus des 
die Biidin ^ f gemessenen Eadiusvektors. Daher heiBt 

flli Spirale. Das Wort Spirale 

01 ?' * 

madbm miissen. weil aufmerksam 

SnS Schraubenlimen als Spiralen 

ttberall denselbln Wi^el bTld'^n ®»dienvektoren OP 
mST^mWmrns UR Katheten 

m m'kwt ' Dreiecks in konstantem 
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wo c eine Konstante ist. Hieraus folgt: 


Nach Satz 7, S. 320, worin jetzt x mit 9 ? und y mit r zu bezeichnen ist, 
folgt hieraus 

r =ae^^ ^ 

wo d konstaiit ist. Wir komitien also zur Exponentialfunktion ( 5 ) zu- 
Tiick. Daher gilt dec 

Satz 14: Die logarithmischen Spiralen, d. h. die Bild- 
kurven der Exponentialfunktionen 

bei Benutzung von Polarkoordinaten, sind dasselbe wie die- 
jenigen Kurven, die alle vom Pol der Polarkoordinaten aus- 
gehenden Strahlen unter einem konstanten Winkel durcl^ 
setzen. 

Urn sie zu zeichnen, lassen wir die Amplitude <p von Null an 
bestandig urn denselben Winkel a wachsen, setzen also nach und nach 
fur 99 die Werte 

0, a, 2a, 3a , 
so da 6 aus (5) fur den Eadiusvektor die Werte hervorgehen: 
a, , 

mithin die Eadienvektoren eine geometrische Progression bilden, 
wahrend die Amplituden in einer-arithmetischen Progression aufein- 
ander folgen, was nach S. 336, 337 nicht iiberrascht. Bei angenomme- 
nem a berechnen wir nun zwei aufeinander folgende groBere Werte 
von r, z. B. 

^gnca 

und verfahren wie in Fig. 241, wo =12, a — in (30®) und c = | 
angenommen worden ist, so daB na gerade gleich 2n ist, also der zuge- 
horige Punkt I \2 auf dem Anfangsstrahl % der vorhergehende Pn um 
30 ® riickwarts liegt. Jetzt wird der Wert 

auf dem Anfangsstrahle bis zur Stelle oder 12 und der Wert 

auf dem Strahl unter 30® (a) bis zur Stelle 11 als Strecke aufgetragen. 
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Die Verbiiidungslinie beider Stelleii bildet mit dom zweitcMi Schenktd 
von a einen Winkel a. Durch den Punkt 11 ziehen wir die Cieratii', die 
den Anfangsstrahl unter dieseni Winkel a sehneidet, wodiireh sich’ der 
Punkt 10 ergibt. (In Kg. 241 ist a nahezu ein rechter Winkel). 



Die Steto ™n 71 bis 12 TTn""”" “f" »• 8. ■ 

tetonvtom, die e„ den Am’p»»cle“ ’ 12 lu"" lo‘‘"‘ 

SO daB Sie durch Kreisbogen um 0 leieht nilf 
ubertragen werden konnel ^odurch dfe p ^t! p 
Kurve hervorgehen. Die Eiehtio-toi-f i -^12. P ui Pio ■ ■ ■ der 

01211,01110,010 9 Dreiecke 

^>10... die geometrische Progression 012,011, 

auch liber P,, hinaus fortsetzm '^’'erfahren 

Tangenten in P,, p 13 und 14 in Kgur 241). Die 

stanten Winkel r bestimTnf 1 man, indem man den kon- 

Winkel cines rechtwinkligen DrefetkstS d" 

unddergegenuberliegendenKathem i ^nliegenden Kathete c 

konstriuerbar. da ia hier c — 1 1 1st also im Dreieck S,, T,„ 

1 r,, gewahlt J-erden iniie.^ '‘"g"“0"imen war, so daB P, 


'12 

12 ^12 
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"Wir haben in der Figur (Uejenige logarithmischTspS^ dargestellt 
die die Bildkurve der Funktion ° ’ 

r = 1,5 e* 

ist. Ira 7. Beispiel, S. 332, fandenwir als Spannung eines urn eine 
Scheibe gespannten Riemens den Wert 

T = 

Wenn ein HanfseU auf eine eiserne Trommel gespaimt -vrird ist dei 
Reibungskoeffizient q = I. Unsere Fig. 241 stellt also durch ihre Radien- 
vektoren die Spannungen T des Seils dar, -wenn die Anfanssspanmine 
ro=l,6 (=:iOPo)ist. ^ ^ 

Wir haben geseben, dafi bei einer logarithmischen Spirale diejenigen 
Radienvektoren, die sieb ergeben, wenn der Strahi um O immer durch 
denselben Winkel a weiter gedreht wird, eine geometrische Progression 
bilden, deren Glieder bestandig wachsen, -wenn a und c positiv sind. 
Drehen wir riickwarts, so nehmen die Glieder in geometrischer Pro- 
gression ab. Sie werden aber dabei niemals gleick Null. Die riickwartige 
Fortsetzung der logarithmischen Spirale macht daher tmendlieh -eiele 
Windungen um 0, die immer enger werden. Aus der Konstruktion der 
ahnlichen Dreiecke 0 ^ OP^P ^. die auch bei anderen 
logarithmischen Spiralen in 
entsprechend geanderten Ma- 
Ben vorkommen, folgt, dafi 
APoPxPx- 

A Pj -^3 ^4 - • • 'St, d. h. : 

Jedes Stuck der loga- 
rithmischen Spirale ist 
jedem anderen Stiicke 
derselben Kurve ahn- 
lich, das zwischen zwei 
Strahlen liegt, die den- 
selben Winkel einschlie- 
fien. Deutlich kommt dies 
zur Ansehauung, -wenn man 
von der Spirale ein Stuck 
VT, siehe Fig. 242, heraus- 
greift und so -weit um 0 
dreht, bis 017 auf OPo liegt, Fig. 242. 

wodurch Py in l/'V' iiber- 

geht. Hier ist das Kurvenstiick U'Y' mit dem Stiick UV kongrue^ 
und andererseits ahnlich und ahnlich gelegen init dem Stiick P^ IF 

23 

Scheffers, Lehrbuch d. Slathematlk. 
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zwischen den Strahlen OU' und OY'. Dabei ist 0 der Ahnlich- 
keitspunkt 

Wir betrachten jetzt drei Punkte A, B, C einer logarithniischen 
Spirale, die so liegen, daC -^AOB =-^BOC — a ist, siehc Fig. 243. 
Wild a unendlicb klein, so wird die Gerade A B die Tangente von A, 
ebenso die Gerade B C die Tangente von B. Die in A auf A B und im H 
auf B C errichteten Lote treffen sich etwa in K. Da der Winkel a, den 
AB mit der Verlangerung des Kadiusvektors OA bildet, gleich dem 

Winkel ist, den BC mit der Vor- 
langerung des Kadiusvektors 0 B 
bildet, ist auch ^AKB =a. Dar- 
aus folgt nach dem Satze vom Peri- 
pheriewinkel, daU 0 und K auf einoni 
Kreise durch A und B liegen. Wird a 
unendlich klein, also a zum Tangcnten- 
winkel r und A B zur Tangente des 
Kreises, so kommt K gerade gegen- 
iiber A zu liegen, woraus folgt, dafi 
Fig. 243 . AO K ein Rechter wird. Also er- 

gibt sich: Der Sehnittpunkt K der 
Geraden, die in einem Punkt A der logarithmischcn Spirale auf der 
Tangente von A senkreeht stcht, mit derjenigen Geraden, die in einem 
unendlich benachbarten Kurvenpunkte B auf der Tangente von B senk- 
recht steht, li^ auf dem Lote zu O A durch 0. 

Friiher haben wir Kurven angenahert dadurch gefunden, dafi wir 
die Tangenten einiger Punkte zogen, also die Kurvenbogen durch 
geradlinige Stiicke ersetzten. Versuchen wir, Kurven durch Kreis- 
stlieke zu ersetzen, so werden wir so folgern: Ware einc Kurvc 
ABC... in der Nahe von A ein Kreis, so wiirde seine Mitto im 
Schnittpunkte der Senkrechten zur Tangente von A mit der Senk- 
r^hten zur Tai^ente eines benachbarten Punktes B liegen, da dies 
VCTfahren im Fall eines Kreises zu seiner Mitte fiihrt. Wollen wir 
asbesondere die Ic^arithmische Spirale in der Nahe des Punktes A 
durch einen Kreisbogen ersetzen, so benutzen wir daher als Mitte 
Kreim den soeben gefundenen Punkt K. Spater werden wir bei 
bmebigen K urven von den sich ihnen innig ansehmiegenden Kreisen 

Sibt Anlafi zu einer bei gewiss.m 
f Wirkung: Wenn man eine Scheibe, auf der cine loga- 

dem m O h^amsquelle Oder ^leh dahin zusammenziehe. 
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genauer zu sprechen haben. Vorlaufig geniigt es, zu erwahiien, dafi 
si 0 Krummungskreise, ihre Mitten Krummungsmittelpunkte 
heiBen. Der Krummungsmittelpunkt der Stelle A der loga- 
rithmischen Spirale ist hiernach der Schnittpunkt K des 
Lotes zu OA durch 0 mit doni in 4 auf die Tangente er- 
richteten Lot. 

Um eine An^^’endung zu zeigen, betrachten wir B. diejenige loga- 
rithinische Spirale, deren Radiusvektor fur <p =0 gleich Bins ist, so dafi 
a =1 ist, und bei der sich der Radiusvektor nach einer vollen Um- 
drehung um den Pol 0 verzehnfacht, so daB sich r =10 fur = 2 7c 
ergibt, d. h. = 10 und daher naeh S. 298: 

(7) 0 = ^ = 0,3665. 

Die Gleich ling der Spirale lautet also: 

(8J 

■ jL 

und wegen e ^ =10 gehoren zu deii Amplituden 

(f = 0, -In, fjt, . 2jr, 

die Radienvektoren : 

■r =1, t/io. iV, m\ 

Dies sind die Zahlen 1, 1,3335, 1,7783, 2,3714, 3,1623, 4,2170, 5,6234, 
7,4990, 10. Sie licferii neun Punkte ]\, , . . Pg einer Windung, siehe 

Ilg. 244; mittols e =0,3665 konnen wir in den neun Punkten sofort die 
Tangenteii oder noch besser die Scnkrecliten dazu finden. Man komint 
so oliiie Miihe zu cten zugehorigen neun Krumniungsmittelpunkten 
Kq, . . . K\. Schliigt man die Krcisc, die diese Mitten haben und 
durch den jeweilig zugehorigen Kurvenpunkt gehen, so erhiilt man mit 
ihrer Hilfe cine recht gute Zcichriung der logarithniisc'hen Spirale. Aus 

(8) folgt: 



Nun ist <p : 2 7t das Verhaltnis der Amplitude zur ganzen Unidrehung 
um 0. Wenn Avir also als Winkeleinheit vicr rechte Winkel benutzeu, 
so dafi 0,25 den rechteii und 0,5 den gestrcckten Winkel bedeutet, Avird 
die Amplitude gleich deni gewohnlichcn Logarithmus des 
Radiusvektors. Wenn wir also den in Fig. 244 gezeichiieten Kreis 
vom Radius 10 dezinial teilon und aid der Figiir eineii Stab, der 

23 * 


356 




und auf dem Teis tn 

Diese Vomchtung kann als ErsIT % Logarithmus ab. 

dienen. ^ eine Logarithmentafel 
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Ea»228."^a“;^S.f“ Oelegeadai, aJ 


( 1 ) 


1. Beispiel: Nach S. 197 ist 


y = 
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die Gleichung eiiier gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten die a:-Achse 
imd 2 /-Achse sind. Ist die Konstante c positiv, so verlauft die Kxirve im ersten und 
diitten Quadranten. Die Hauptachse teilt den Winkel der positiven a;-Achse und 

positiven ?/-Achse in gleiche Teile. Fiir die Scheitel Sx und wird a; = ^ = 
wenn die Einheiten auf beiden Achsen gleich groB sind. Die Scheitel haben 
deshalb vom Anfangspunkt 0, dem Mittelpunkt der Hyperbel, den Abstand 
1/2 c. Wird c = I gewahlt, so liegt also in 

( 2 ) y-h 

die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel vor, deren Hauptachse 
die Lange 2 hat. Diese Kurve ist in Fig. 245 dargestellt, worin 0 die Langen- 
einheit bedeutet. Wir haben hier das 
Achsenkreuz (d. h. die Asymptoten) 
in einer urn 45 0 gedrehten Lage ange- 
nommen. Nun sei P irgendein Punkt 
der Hyperbel im ersten Quadranten und 
oberhalb der Hauptachse. Seine Ab- 
szisse sei p. Spiegeln wir P an der 
Hauptachse, so geht ein Punkt P' der 
Kurve hervor. Die Abszisse p von P ist 
gleich der Ordinate von P', die Ordi- 
nate 1 : 2 p von P gleich der Abszisse 
von P\ Die Flache OPP' zwischen 
den Strecken 0 P und 0 P' und dem 
Kurvenbogen P P' sei mit cp bezeich- 
net. Sie laBt sich nach dem 3. Bei- 
spiel, S. ?35, berechnen. Wir haben 
dort / (x) durch 1:2a; zu ersetzen 
und a mit p zu bezeichnen; auBerdem 
ist als obere Integralgrenze statt x die Abszisse 1 : 2p von P' zu setzen ebenso wie 
im letzten Sumnianden von (6) auf*S. 23 >. Also kommt: 

2p 2 

rdx ,1,1 fdx 

'^"J 27' 

P P 

Nach S. 236 muB man das Integral zuerst mit unbestimmt gelassener oberer Grenze x 
auswerten. Es ist eine Funktion von -c, die denselben Differentialquotienten 1:2a; 
hat wie | In a;, so daB das Integral, da es fiir x — p gleich Null sein soli, gleich 
Jlnr — |lnp ist. Setzen wir die obere Grenze 1 :2p fiir x ein, so folgt: 



Der Mittelpunkt Q der Strecke P P' liegt auf der Hauptachse. P P' laBt sich 
aus dem in Fig. 245 angegebenen rechtwinkligen Dreieck P P' E leicht berechnen: 

d.h. 
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Wir zeichnen zunachst die Bildkurven von und e~~^. Schon in Fig. 220, 

S. 319, haben wir die Bildkurve von e® dargestellt. Wie dort wollen wir auch jetzt 
die Abszisseneinheit gerade so groB wie die Ordinateneinheit annehmen. In unserer 
iieuen Fig. 246 wird e* dnrch die Kurve (a) wiedergegeben. Die Bildkurve von 

geht aus der von ^ durch Vertauschen von x 
mit —x hervor, d. h. man braucht nur die 
Kurve (a) urn die ^-Achse herumzuklappen, urn 
die Bildkurve (b) der Fiinktion zii be- 

kommen. Nun bilden w'ir die halben Smnmen 
und Differenzen der zii gleichem x gehorigen 
Ordinaten von (a) und (Z>), wodurch sich nach 
(17) die Ordinaten und ergeben. In dieser 
Weise gehen die Bildkurven von (lof x und (5 in x 
hervor. Man erkennt, daB beide fiir groBeres 
positives x derjenigen Kurve nahekommen, di^ 
durch Halben der Ordinaten der Kurve (a) ent- 
steht, da die Kurve (b) fiir solche x Ordinaten 
hat, die wegen ihrer Kleinheit kaum in Betracht 
kommen. Fiir absolut genommen groBeres, aber 
negatives x iiberwiegt dagegen die Kurve (b), so 
daB die Bildkurve von Cfof x derjenigen Kurve 
nahekommt, deren Ordinaten die Halften der 
Ordinaten von (b) sind, wahrend -hier die Bild- 
kurve von Sin x derjenigen Kurve nahekommt, 
die aus dieser eben genannten Kurve hervor- 
geht, wenn man sie um die a:-Achse herunter- 
klappt. Die Bildkurve von Sin x hat 0 zum 
Symmetriepunkt, d. h. ist P ein Punkt der 
Kurve, so ergibt sich aus ihm ein zweiter Kurve n- 
punkt P\ wenn man P 0 iiber 0 hinaus urn die 
Lange PO bis P' verlangert. Anders gesagt: Die 
Bildkurve geht bei der Drehung durch zwei 
Fig. 246. Rechte um den Anfangspunkt 0 in sich selbst 

uber. Der Punkt 0 gehort zur Kurve. Hier ist 
die Steigung, wie man berechnen moge, gleich Eins. Die Kurve beriihrt also in 0 
die Gerade unter 45° und hat hier einen Wendepunkt (vgl. S. 143). Die Bild- 
kurve von X dagegen hat die 2 /-Achse zur Symmetriea^chse. Ihre tiefste 
Stelle, ihr sogenannter Scheitel, ist die Stelle der i/-Aclise mit der Ordinate Eins. 

Die Bildkurve von Eof x gibt uns das erste Beispiel einer Kurve, 
bei der es uns moglich ist, die Bogenlange zu bestimmen. Die Auf- 
gabe n^mlich, die Lange eines Stuckes der Bildkurve einer 
stetigen Funktion 

(18) y==f{^) 

zu findeu, ist, wie wir sogleich zeigen werden, eine Anwendung des 
Integralbegriffs. Wir batten diese Auf^abe schon in § 4 des 5. Kap. 
besprechen konnen, verinochten aber damals noch kein rechnerisch 
durchftihrbares Zahlenbeispiel zu geben. 
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Wir setzen voraus, daB die Einheiten der x-Achse und 
j/-Achse gleich groB gewahlt seien (wie auf S. 171). Dann sei 
die Kurve in Fig. 247 das Bild der vorgelegten Funktion (18). Auf 
der Kurve wahlen wir zwei Punkte und 
P, von denen Pq eine bestimmt gewahlte 
Abszisse und P eine veranderlich ge- 
dachte Abszisse x habe. Die Lange s des 
Kurvenbogens von Po bis P ist dann eine 
Funktion der Endabszisse x, da zu jedem 
bestinunten x eine bestimmte Bogenlange s 
gehort. Wenn die Abszisse x um dx zu- 
nimmt, wird sich P unendlich wenig auf der 
Kurve bis P' bewegen. Die Ordinate QP ist gleich y und die Ordinate 
Q'P’ gleich y + dy. Das Bogcnstuck PP' ist der Zuwachs des Bogens 
s, also das Differential ds. Da es unendlich klein ist, kann es als 
geradlinig aufgefaBt werden. (Wir erinnern an Fig. 33, S. 44.) Deshalb’ 
ist ds die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks PRP' mit den 
Katheten dx und dy. Weil die Einheiten auf beiden Achsen 
gleich groB sind, kommt also: 

(19) =dx^ + dy^, 

Oder: 


Fig. 247. 


ds 


Vi+(f)’ 


dx. 


Die Wurzel ist positiv, da s mit x wachst. Hiernach hat die Bogen- 
lange s als Funktion von x den Differentialquotienten: 


( 20 ) 


ds 
d x 


1 


i/i' 


^\dx 


r 


Da der Bogen ftir x = Xq den Wert 0 hat, ist s diejenige Funktion 


von X, die den Differentialquotienten (20) hat und fur x 
Null wird, d. h. das Integral (vgl. Satz 4, S. 228): 


gleich 


( 21 ) 


s=/|/l + (S)“^^. 


Satz 15: Derjenige Bogen s der Bildkurve einer Funktion 
y=f(x\ der sich von der Stelle Pq mit der Abszisse Xq bis 
zur Stelle P mit der Abszisse x erstreckt, ist das Integral 
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worin dy :dx als Differentialquotient derFunktion f(x) eine 
Funktion von x ist nnd die Quadratwurzel positiv gewahlt 
werden muB, wenn der Bogen s im Sinne wachsender Ab- 
szissen als positiv bezeichnet wird. Voransgesetzt ist, daB 
X und y mit derselben L^ngeneinheit gemessen werden, die 
anch die Langeneinheit fiir s ist (Siehe Fig. 248.) 




2. Beispiel: Die Bogexil^nge $ dex Bildkurve von 


(22) ^ = ©of af = 

wollen wir vom Scheitel Pq mit dex Abszisse 0 bis zu einem beliebigen Kuxven- 
punkte P mit dex Abszisse x rechnen, siehe Fig. 249. Wegen 



ergibt sich aus Satz 15: 




2 


= ©in a; 


0 

DaB wir dies anscheinend schwierige Integra] ausrechneii kSnnen, liegt daian, daB 
unter dem Wnmlzeichen ein vollstandiges Quadrat steht, namlich: 

4 4 I -2 j ■ 

Dahex labt sich die Wurzel ausziehen, nnd es kommt: 

s = dx = ^ ©of X dx . 

0 0 

Nun hat ^ina; nach (X5) den Bifferentialquotienteii ©of x. Also ist s von der Form 
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Sin X + konst. Fiir j: = 0 muS s = 0 sein. Da aber auch ©inO = 0 ist, ergibt sich 
als Bogenlange: 

^ g ^ 

(24) s = ©in X = g • 


Wir wollen ferner die Flache JP berechnen, die zwischen der a:-Achse, der Bild- 
kurve, der (/-Achse und der Ordinate von P liegt. Nach Satz 6, S. 229, ist: 

X 

F xdx. 

0 

Also ergibt sich fiir F genau derselbe Wert wie fiir s, namlich: 

gT 

(26) F = ©in a: = g 

Der Unterschied besteht darin, daB man- s JtfLJ™ 

Flacheneinheit messen muB. Die Flache F ist daher der IrAalt des ®n 

Grundlinie gleich der Bogenlange P, P oder s und lessen Hohe die Langenemheit ist. 
Nach der dritten Formel (13) ist lemer wegen (22) und (24); 

J/2 = s“ + 1 . 

d h mit der Hypotenuse y und den Katheten » und 1 laBt sich ein rechtwinkliges. 
LiecTwitn^'l^ie Tangen'te von P trefie die .-Achse die todmat^ von P 

habe den FuBpunkt Q. Die Steigung der Tangente Kt Q P . T Q oier y . T Q und 
hat nach (23) und (24) den Wert s : 1, so daB 


ist. Das rechtwinklige Dreieck PTQ ist daher dem 

Dreieck ahnlich. Dies geht, da es di* Hypotenuse y hat pTJ 

daB wir von das Lot Qip auf die Tangente PT fallen da dann Dreiei^k P« ^ 

dem Dreieck PP« ahnlich wird, woraus f P = = \J]fLmen daB 

laBt sich die Bogenlange s=PP, einfach dad^eh bestimmen, aan 

man vom FuBpunkte Q der Ordinate von ^ 

Taneente von P fallt. Es schneidet als Strecke SpP die g 

s ate Zugleich hat sich ergeben, daB die j ‘ | 

Hierans lassen sich weitere Schlflsse aehen; jgj 

dem Zeichenbrett erhaben dargestellt, und ®’" eLa in P an der 

vnn P an ISnes der Kurve hingespannt und welter drauBen, etwa in it, m aer 

n... K„v. a., Ort d.. ..«•» ‘■•"•‘r™ <2Z 


364 


Siebentes Kafitel: Die Ex'pmentialfunktione^i. 


Tangente der Bahn von ist daher bestandig senkrecht zur jeweili- 
gen Tangente der alten Kurve, d. h. sie ist die Gerade Da die 

Strecke die konsUnte Lange Bins hat, folgt: Diese Evolvente der Bildkurve von 
Gofa hat die merkwurdige Eigcnschaft, dafi ihre Tangente gemessen vom Be- 
ruhrungspunkte 9|5 bis zum Schnittpunkte Q mit der a-Achse, die konstante Lange 
Ems hat. Man kann sich diese Evolvente also auch so ,entstanden denken: In 0 sei 
em angs der a:-Achse bewegliclier Punkt; mittels eines unausdehnbaren Fadens sei 
daran eine punktformige Masse in angekniipft. ISun werde der erste Punkt langs 
der a:-Achse in Bewegung gesetzt; er sclileppt die Masse mit, und zwar so, dafi 
jederzeit die Lage des gespannten Schleppfadens zugleich die Tangente der Schlepp- 

dieser Faden die konstante Lange Eins hat, ist 
die Schleppkurve die Kurve der Punkte Jene Evolvente der Bildkurve von 
Ufa: ist demnach eine Schleppkurve odor Traktrix eines sich langs der 
ar-Achse bewegenden Punktes. Lauft der Punkt von 0 auf der negativen 
a;-Achse hm, so entsteht der linke Zweig der Traktrix in Fig. 249. 

3. Beispiel: Wir knupfen an das 2. Beispiel auf S! 217 an. Wie in der An- 
merkungauf S. 218 erwiihnt vi-urde, ergibt .sich die Kettenlinie als Gleichgewichts- 
ngw femes unausdehnbaren schweren homogenen Fadens, der an zwei etwa gleich 
hohen Punkten A und B aufgehangt sei. Um ihre Form zu ermittcln, konnen wir 
wie in jenem Beispiel schliefien; nur tritt an die Stelle des dort angenommenen Ge- 
wiohts ** des an emem gewichtslosen Faden hangenden schweren Stabes, und 
zwar des Stabstiickes VQ, siohe Fig. 162, S. 217, jetzt das Gewicht des schweren 
Fadenstuckes von 0 bis P. Wenn die Langencinheit dieses Fadens das Gewicht k 
hat und die Bogenlangc von 0 bis P mit s bezeichnet wird, ist also nunmelir ks statt 
kx zu setzen. Aber damals wurde die Fadenspannung in P mit s und die in 0 
mit So bezeichnet. Zur Vernieidung von Verwechslungen'mit der Bogenliinge s wollen 
w diese Spannungen jetzt T und nennen. Dabei ist T, eine konstante. Nun 
ergibt eine Uberlegung wie damals, dalj langs der Kettenlinie 

d y _ 

dar “ P" 

sein muB. Hierfiir kSnnen wir schreiben; 

k 'dx ’ 

d. h. langs der Kettenlinie ist die von der tiefsten Stelle an bis zu 
irgendeinem Kurvenpunkte P gemessene Bogenlange s proportional 
zur eigung der Kurve in P, vorausgesetzt, dafi die a-Achse wagerecht ist. 

bemerkt, daB bei der im vorigen Beispiele betrachteten Bildkurve von 
/o7-, “«g«»lange s gerade gleich der Steigung ist, wie dieFormeln (23) und 

(-4) zeigen. Deshalb geliort jene Kurve zu den Kettenlinien. Aber die 
soeben gefundene kennzeichnende Eigcnschaft der KettenUnie kommt auch der Bild- 
Kurve aer allgemeineren Funktion 

^ = o6of-, 
a 

d. h. nach (10) der Funktion 



( 27 ) 
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2 U, WO a eine Konstante sei. In der Tat ist hier mit Riicksicht auf (10): 


(•^8) 


dj_ 

~dx 




■■ ©tn- 


folglich nach Satz 16 und nach (13) die von a; = 0 an gereclmete Bogenlange 

X ■£' 

s=y'y' 1 + ©in2£ !' ®of idx. 

0 0 

Nun hat aber Sin x nach (16) den Differentialquotienten x. Demna.ch hat 
Sin {x : a) als Differentialquotienten (So( (a; : a), dividiert mit a, d. h. s hat die Form: 

s — a Sin — h konst. 

(i 

Weil s = 0 Mr X = 0 und auch Sin 0 = 0 ist, hat die Konstante den Wert Null. Also 
ist bei der Kurve (26) die Bogenlange: 

(29) 3 = a Sin * 

a 

Hieraus und aus (28) folgt: 


s ^ a 


dy 

dx 


Demnach ist die Bogenlange s gleich dem a-fachen der Steigung. Die 
Kurve (26) g<^h6rt deshalb zu den Kettenlinien. 

Umgekehrt kann man zeigen, daB jede Kettenlinie die Bildkurve einer Funk- 
tion von der Form (26) ist. Hierauf gehen wir nicht ein. Wir erwahnen es nur, um 
zu begriinden, daB wir diese Bildkurven kurzweg Kettenlinien nennen. Schreibt man 
(26) in der Form 

i- = 6of 

a a 

so sieht man, daB jede Kettenlinie aus der Bildkurve von y = ©of x dadurch hervor- 
geht, daB man alle Abszissen und Ordinaten mit der Konstante 1 : a multipliziert, 
d. h. die Zeichnung ahnlich vergrofiert Oder verkleiner t. Deshalb sind alle Ketten- 
linien einander ahnlich, insbesondere mit der ira vorigen Beispiel be- 
trachteten Bildkurve von ©ofx. Ketten haben also, wenn sie homogen sind, 
samtlieh die Form der Kurve in der friiheren Fig. 249. Spannt man eine Kette 
ziemlich straff, so scheint es allerdings anders zu sein. Aber in diesem Fall wird 
die Kurve einem solchen Teil der Kurve in jener Figur ahnlich, der sehr nahe bei 
der tiefsten Stelle liegt. Wahlt man die Konstante a negativ, so werden alle Ordi- 
naten der Kettenlinie (26) negativ. Da aber die Kette stets ein Yal bildet, kommt 
dieser Fall nicht vor, wenn man die i/-Achse nach oben positiv rechnet. Die Kon- 
stante a ist also positiv anzunehmen. 

Die Kettenlinien hielt der beriihmte Naturforscher Galilei (1664 bis 1642) 
noch fiir Parabeln. Erst die drei grofien Physiker und Mathematiker Huygens (1629 
bis 1695), Leibniz und Johann Bernoulli erkannten fast gleichzeitig im Jahre 1691 
die wahre Natur der Kettenlinien. Wie diese Kurven von den Parabeln abweichen, 
wollen wir an der Bildkurve voii ©ofx, der ja alle Kettenlinien ahnlich sind, naher 
erlautern. Hier ist 
(30) 


2/ = i (e® + e-*). 




Nach Sate 6. S. 318, gilt nun fflr jedes x die 
e* = 1 . 

also auch: 


so dafi sich aus (30) ergibt; 


+ — 

+ j. 

^1.2 

^ 1 . 2 . 3 "^ 

+ -ZL_ 

x» 

1.2 

rrsTs 


V = 1 + - ** j_ ** 

1.2'^ 1.2, 3. 4 + ■ • ■ 

Nahe bei der tiefsten Stelle H h «« u ■ 

> • . Ur kleme absolute Werte von x, ist schon das 
ttatto Glied dieser unendlichen Reihe 
« noch haherem MaBe 
gut ies von den spateren Gliedem. 
m der Nahe der tiefsten Stelle ist 
daher angenahcrt: 

(31) 3/=l+jja_ 

und die Badkurve dieser Funkdon ist 
DeJcanntlich eine Parabel. Fflr x = i 
verhalten sich die Ordinaten der 
Kettenhme (30) and der Parabel (31) 
iueinander wie 





Fig. 250. 


,03 : 1 . 


Die Hohe der Kettenlinie ist also hier 

Parabel. 

biehe Fig. 250. 

Theorie der 

Gewolbe tntt als Stiitzlinie ffir den 
emer wagerecbten oberen Be- 
lastogshme die Gewolbelinie auf, 




c 

T 


die auch Klinoide genannt wird. Hier sind « - 

Hier Sind a und c positive Konstanten. Wegen 

o_ 0 <i{± 

geend,eGew61beliniennachS.88aus^ 

y=|-(v^+e-^) 
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6. Beispiel: Die folgende Tafel gibt, ia Tausenden au^e<tuckt, die Be- 
vel kerungszahl des Deutschcn Reiches an, wie sie bei acht Volkszahlungcn von 
1871—1906 ermittelt wurde: 

66 667 
60 641 


1871 1 

41059 

1885 1 

1 46 856 

1900 

1876 1 

1880 

42 727 

45 234 

1890 ! 
1895 

49428 

1 52280 

1906 


Nach S. 3il kann man annehmen, daI5 die Zunanme aer .a. 

der sieben Zwischenraume, von denen der erste vier und jeder andere 
umfafit, dem Gesetze des organischen Wachsens gefolgt sen Diese Annahme 
iedenfalls vernunftiger als die des gewohnlichen Zinseszinsgesetzes, nach 3 

so aufzufassen ware, als ob sich die Zahl immer nach gerade je einem Jahr 
vergroBerte. Man berechne den fur jeden der sieben Perioden hervorgehenden Prozcnt- 
satz p, furs .lahr gemeint. Nach Satz 9, S. 323, hat man anzusetzen: 


y = ae 


P 

100 


Dabei bedeutet a die Bevolkerungszahl am Beginn und y die am SchluB emer^Per „ 
ausgedriickt in Tausenden, wahrend x die Anzabl der Jahre der Penodc angibt. Log - 
rithmischc Berechnung liefert als Werte des Prozentsatzes p Wr die sieben 
Zwischenraume: 


1871—1875 

1875—1880 

1880—1885 

1886—1890 


0,995 

1890—1895 

1,140 

1896—1900 

0,705 

1,068 

1900-1905 


1,122 

1,605 

1,462 


Das Gesetz des organischen Wachsens gilt also nicht gf ® 

34 Jahren, da sich sonst fur p in alien sieben Penoden derselbe Wert ergeben muBte. 

Das ist nicht uberraschend. Einen MaBstab fiir die Starke der 

in alien 34 Jahren bekommt man aber doch, wenn man • 

und letzten Bevolkerungszahl allein und unter Zugrundelegimg des j-e ^ i^ij.7 

schen Wachsens fiir a - 34 den Prozentsatz p berechnet. ^ann ergibt sich p - 1,147. 

Nimmt man an, daB die Vermehrung der Bevolkerungszahl iin ^ 

auch wahrend der Periode von 1905 bis 1910 nach dem 

Wachsens niit dem jahrlichen Prozentsatz 1,147 .stattfand, so 

nach der oben angegebenen Formcl (worin jetzt a, p, z gege „n^,5il,ri>nd 

wird) die BevSlkerungszahl 64 222 (in Tausenden). Nimnit man ag ^ ^ „ her 

der Periode von 1905 bis 1910 gelte derselbe Prozentsatz 1,46^ wic in der vorher 

gehenden Periode von 1900 bis 1906, so kommt 6.5 240 

Wahrheit hat sich 1910 die Zahl 64 926 (in Tausenden) I*'® * 

liegt, und der jahrliche Prozentsatz war in der Periode von 1905 tas ^ ' 

AuBerdem kann man aus den Werten von p Schlflsse f W k 

wicklung des deutschen Volkes in dem Zeitraume von 1871 bis l.llO zuh^. Wir 

weisen nur darauf hin, daB der Prozentsatz von 1895 bis 1900 an groBten war. 

6. Beispiel: Wichtig ist die Untersuchung des 
ziwischen Volumen, Druck und Temperatur eines Dampfes, Gases odi 

Oasgemisches. Ist o das Volumen eines KiTogramms des Gases wie 

halbcr sagen wollen, p der Druck in Kilogrammen, den es auf ^ 

wand iibh d. h. seine spezifische Spannung, und T seme J®^?. ® , 

in Celsius, d. h. von — 273® C an gerechnet, so gilt, wie die Physik lehrt, das (msetz. 
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(32) pv^RT, 

wo i? eine das betreffende Gas kennzeichnende positive Konstante bedeutet. . Setzt 
das Gas unter den Bedingungen, die eine bestimmte Mascbine gibt, einen Kolben 
in Bewegnng, so andern sich t;, p und T. Das dabei geltende Gesetz kann sehr ver- 
schiedenartig sein, d. h. wenn wir zu jedem Volumen v als Abszisse den dabei berr- 

schenden Druck p als Ordinate in ein v p- 
Achsenkreuz eintragen, wird der Verlauf des 
Vorganges durch eine gewisse Kurve, die 
Druckkurve, dargestellt, die fiir verschie- 
dene MascMnen verschieden sein kann. 1st 
sie bekannt, so laBt sick nach (32) die je- 
weilige Temperatur T berechnen. Man kann 
sie in derselben Figur als Ordinate eintragen^ 
wodurch die zugehorige Temper aturkurve 
hervorgeht. Ihre Konstruktion istdeicht: Es 
seien namlicli po, Tq die Anfangswerte von 
V, p, T. Dann liefern Po Bildpunkt 
Vo) den Anfangspunkt der Drackkurve, 
siebe Fig. 261. Die Einheit der Temperatur 
konnen wir in der Zeichnung so wablen, dafi die Ordinate von Pq zugleicb die 
Anfangstemperatur vorstellt. Nach (32) ist nun 

Pet;o = R^oy 

so dab folgt: 

T^pv 

To Pd Vo* 

Da wir in der Zeicbnung Tq = p^ gewahlt baben, wird also T gleicb pv :vo- Ziehen 
wix durcb den Punkt P oder (v : p) der Druckkurve die Parallele zur Abszissenachse, 
die die Ordinate von P^m A treffe, und bringen wir die Gerade OA mit der Ordinate 
von P in ^ zum Scbnitte, so verbalt sich die Ordinate von $ zu der von A, d. h. zu p, 
wie die Abszisse v von P zur Abszisse Vo von P^, so dab die Ordinate von ^ gleich 
p V : Vo Oder T ist. Mithin liegt ^ auf der Temperaturkurve. In Fig. 261 ist so die 
Temperaturkurve, die in der Tecbnik aucb die Cbarakteristik heiBt, fiir eine will- 
kurlich gezeichnete Druckkurve ermittelt worden. Man mufi im Auge behalten, dafi 
Tq durch die Ordinate von P^ gemessen wird, und muB dementsprechend auf der 
Ordinatenachse die TemperaturskaJa einzeichnen. 

Insbesondere werde jetzt vorausgesetzt, dab das Gas bei seiner Ausdehnung 
Warme weder abgebe noeh von seiner Umgebung empfange, sich also, wie man 
sagt, adiabatisch andere. Um die Formeln dafiir abzuleiten, stellSn wir uns 
eine unendiich kleine derartige Anderung vor, bei der p und T um do, dp 
und dT waebsen mogen. Die dabei geleistete Arbeit ist (wie im 8, Beispiel, 
S. 294) gleicb pdv, Sie entzieht dem Gas, da von auBen keine WSrme zutritt 
und keine nach auBen abgegeben wird, eine gewisse unendiich kleine Warmemenge, 
so daB die Temperatur T abnimmt. Daber wird dT negativ, wenn dv positivist. 
Da aber v, p, T mit versohiedenen Einheiten gemessen werden, ist die Arbeit pdv 
mcht geradezu gleich — dT, sondem dieses Differential ist nocb mit einer gewissen 
positiven Konstanten E zu multiplizieren, so daB wir baben: 

pdv= —EdT. 
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Da nun nach (32) der Druck p — RT :v ist, 
7? T 

— dv^^EdT Oder 


folgt: 

dT ^ ^ ^ 
'T ” E V 


Weil ferner 


dlnT 1 

din V 


11 

dv 

ist, kdnnen wir 


dT „ „ 

dv 


-jr = 

V ~ 


in die letzte Formel einfiihren, wodurch hervorgeht: 

d\nT = — ^d\nv 


_ 2. 
V 

din V 


Oder: 


(33) 


(ilnT B 

d In v E 


♦ 


Hier ist die rechte Seite konstant. Man kann deshalb aus (33) einen wichtigen 
Schlufi Ziehen. Urn dabei vollkommen deutlich zu sein, woUen wir vorubergehend 
In V mit X und In T mit y bezeichnen. Dann besagt (33): 

dy ^ 

dx E * 


wo die rechte Seite konstant ist. Hiernach ist y eine Funktion von x mit konstanten 
Differentialquotienten. Folglich muB y eine line are Funktion von x sein, namhch: 

R 

y - — ^ + konst. 

Da nun x und y die Logarithmen Inv und InT bedeuteten, kommt also. 

R 

In T = ^ In v + konst. 

Wenn 4ie Temperatur T fur v = s;, den Anfangsweit Tg hat, ist aneh: 

R 

In To = - ^ Int'o + konst. 


Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten gibt: 


d. h. es ist: 
(34) 


R 


L. 

To 


=£)■ 


Hierdurch wird T bei dem adiabatischen Vorgang als FunWion von v bes^t. Nach 
(32) iat ferner p = BT : v, so dafi sich fiir p die Funktion von v ergibt. 


P 


Hv)' 


— 

E 


Scheffers, Lehrbuch d . Mathematik. 
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Kaci (32) ist aber auch :R. Also kommt: 

- ^ 1 

(S5) Z. = ^ 

Vo VVo/ 

Vk wolien die positive Konstante (E 1 mit n bezeichnen. FQir trocken© Luffc 
z. B. ist 816 gleich 1,41. Wir haben nun statt (35) und (34)- 



f 

Z - 


T ( 

(36) j 

1 

1 Oder; 

Po 

UoJ 

2’o ~V 


i 

II 

Po^o”' , 



wird. IZaSV™ isothermisch Sndert, d. h. wenn dafdr gesorgt 
wird, daB seme Temperatur stets den Anfangswert T, behSlt. folgt aus (32) einLher: 

. Tv^pov,, 

'*> '“™»' ““ 

liemetH Votginge auf ; man hat aber 

hnbes, mit gioBer Aimahenmp eifi r- ^ eines Kolbeii- 

dargesteatwSdenW;nmhitdabe?SLi ebenfalls in der Form (3C) 
adiabatischen Vorgang. Sie ist aber andercn Wert als beim 

Ziislaiidsanderiiiig, die Gesetzen vah H »iindestens gleich Eins. Man nennfc jede 

i^aufen imersten Quadranten div nn^ ^ ^ polytropischen Kurven 

tropisc^on Vargang so ausdrucken* Beziehung zwischen p und v beim poly- 

m 

Funktionen von dor 

Gtochnag der ^dcbseitigen Hyperbelnt = U®? HyP^’^eln, well fUr n = 1 die 
(^) ist te Merentialquotient ^ ^ ^^^vorgeht. Naeh 

O) 

dt? j,nVi 

»>0 Had c>0 neiyarf-iV \ 

^^Imiegen ^ rmh f^Wen also basttodir 

P<«b^ ^Acbse an. die P-Aohae Tnd d^ 

W w„ 3>nd (vgl. S. 193).^ Aus (86) folgt: 

EinerstesV;rfaSe^f Sated. S.Sl.eme 
‘WeTernnaa^. , ^'“®"*“mZ«'chnenpolytropischer 
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Kinveii ist daher dieses: In einer Hilfsfigux, siehe Fig. 252, tragen wir log Vound 
logpo als Abszisse und Ordinate auf, woduich wir za einem Pimkte kommen. 
Dureh ihn ziehen wir die Gerade mit der Steigung — n, Wir haben bier die Einheiten 
auf beiden Achsen gleicb groB und n = 1,4 angenommen, auBerdem Vq = 0,5, Q 



Fig. 252. Fig. 253. 


gewahlt. Von der Hilfsfigur gehen wir zur Hauptfigur 263 fiber, indem wir einige 
Punkte Pi, Pg , . . der Geraden in Fig. 262 herausgreifen, ihre Abszissen und Ordi- 
naten ablesen, sie als gewohnliche Logarithmen auffassen, in der Logarithmentafel 
die zugehbrigen Numeri suchen und nun diese als Abszissen und Ordinaten v, p in der 
Hauptfigur einzeichnen. So kommen wir zu den Punkten Pi, P^, Pj . . . einer poly- 
tropischen Kurve. Da nach (38) und (39): 

(41) ^ 

dv ~ V 

ist, kdnnen wir auch die Tangenten der Punkte Pq, Pi, 
p 2 . . . leicht ermitteln: 

1st P ein Punkt (v;p) der polytrdpischen Kurve und 
schneidet seine Tangente, siehe Fig. 254, die v-Achse in R 
und die p^Achse in S, so wird, wenn Q der Fufipunkt der Fig. 254. 

Ordinate von P ist, die Steigung der Tangente gleich 
— QP ’QR‘ Weil QP = p ist, folgt mithin aus (41), dafi QR=^ v :n ist. Wegen 
OQ = V ergibt sich OQiQR oder /SP : PP = n : 1. Der Kurvenpunkt teilt 
also seine von der Ordinaten- und Abszissenachse begrenzte Tangente 
im Verhaltnis von n zu 1. 

Ein anderes theoretisch richtiges, aber praktisch ungenaues Verfahren zum 
Zeichnen der polytropischen Kurven ergibt sich so: Sind p<, und pi zwei 
zusammengehorige Wertpaare, so wollen'wir weiterhin fiir v solche Werte V 2 tVs . . 
wfthlen, fur die 

^0 ^ ^ ^ ■ 

Vi V2 Vs 

ist. Da diese Proportionen richtig bleiben, wenn man alle GrbBen in die n-te Potenz 
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erhebt, folgt fur die zugehorigen ^erte von p nach (38) ebenfalls: 

= A = A = 

Vi V2 Pa 

Zur Konstruktion berechnen wir zu zwei nach Giitdiinken gewahlteii Werten % 
und Vi nach (38) die Werte von p^ und p^. Die ziigehorigen Bildpimkte seien 

. und Pi, siehe Fig. 265, die FuB- 

punkte ihrer Lote auf die v-Achse 
y seien und die ihrer Lote auf 

//f — 9 ^ die p-Achse und Pj. Wenn wir 

nun durch und die Geraden 

unter 45 ® (oder einein anderen be- 

k-J quemen Winkel) ziehen, gelangen 

kj ^ wir, wie aus der Figur soforfc ver- 

J standlich ist, zu Hilfspunkten H 

T ~ ^ und Cr, durch die wir die Geraden 

\ und £7 nach 0 ziehen. Die an- 

— J 4- / > gegebene Zickzackkonstruktion 

/ X " ^iefert dann die zu pg, zu 

y^ ^3 gehorigen Kurvenpunkte* 

Natiirlich wird die Konstruktion 
t wegen der Haufung der imver- 

Fig 255 meidlichen Zeichenfehler von 

Schritt 2 U Schritt weniger zu- 
T> . X 1 verlassig. 

von t)„ mil\ srist'^h*dm*a** geometrische Mittel 

Mittel von o imH n Pz das geometrische 

gehoriee 'W’ertenaarp°)i* j ^ ^srechnen also zunachst wieder zwei zusammen- 
gehonge AVertepaare ...p, nnd wahlen dabei aber und o, weit entfernTvr 




■nj/v 




vX 


H— 


o 

1 — 1 — f. 





% 256. 



Fig. 267. 


. O* 

^i^der und finden durch die in FiV 9Fia « r 

S. nur fiir die (kdinaten ausgef^t Konstruktion (die in Fig. 228, 

pmR <iemselben Verfahren kann man .1” !“ Ps gehorigen Zwischen- 
d»e Rgur zeigt. “‘‘n ^eitere Punkte einschalten, wie es 


3 


In Fig. 257 gehen durch denselben Punkt (Mer ist Vq = 1, = 1 gewahlt 

worden) polytropische Kurven mit den Exponenten n = 0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3. 
Sie schmiegen sich der v-Achse um so mehr an, je groBer n ist, und der p-^cli4 \jm 
so mehr, je kleiner n ist. Fiir n = 1 geht^eine gleichseitige Hyperbel (vgl 
S. 197) hervor. Hire Zeichnung ist besonders bequem, da bei ihr in Fig. 258 stets 
8Fi^ P 2 R nach S. 196 ist, so daB man aus einem Punkte 
sofort beliebig viele andere Punkte der Kurve ableiten" 
kann. 's. 

In der Praxis kommt die Aufgabe vor: Eine poly- 
tropiscbe Kurve liegt vor; gesucht wird ihr Expo- ^ 
nent n. Die Dampf- oder Gasmaschine zeichnet namlich \\ 
die Kurve mittels einer Vorrichtung als Diagramm auf. Da- /z vX 

bei pflegen die Abszissen und Ordinaten v und p nicht gerade ^ 

die aui S. 367 angegebenen Einbeiten zu haben. Aber es ist O 
zu beachten, daB die erste Formel (36), namlich: 


- 0 )-- 


Fig. 258. 


nur die Verhaltnisse der Volumina und Drucke enthalt, weshalb es gestattet ist. 
V und p auf andere .Einheiten zu beziehen. Daher darf unter p der ganze Druek d^ 
Maschinenkolbens verstanden werden, und die GroBe v darf dai Volumen des 


arbeitenden Dampfes oder Gases bezeichnen oder auch, wenn dies in einem Zylindte: 
eingeschlossen ist, die dazu proportionale Zylinderhohe, d. h. den jeweils zuruck- 
gelegten Kolbenweg vorstellen. In diesem Fall ist aber wohl zu beachten, daB der 
Kolben das Gas nicht vollstandig zusammenpreBt, sondem nur bis % Daher hat man, 
wenn v von v© bis Vi wS-chst und Vi — t?o also den ganzen Kolbenweg bedeutet, unt^ 
Vq die Hohe desjenigen Zylinders zu verstehen, dessen 
Querschnitt gleich dem des Kolbens und dessen Vo- 
lumen gleich dem Volumen desjenigen Raumes der 
Maschine ist, den das zusammengepreBte Gas vor der 
Ausdehnung einnimmt und der meistens kein Zy- 
linder ist. 

Ein erstes Verfahren, fiir eine gezeichnet vor- 
liegende polytropische Kurve Pq Pi, siehe Fig^ 259, 
den Exponenten n zu bestimmen, ist dies: In irgend- Fig. 253. 

einem Punkte P der Kurve ziehen wir durch Anlegen 4 • 

des Lineals die Tanjgente, die die Achsen in R und S treffe. Nach Fig. 2o4 1 st 
n= SP: PR, d. h. gleich der Mafizahl bei N auf dem eingezeichneten Mafistabe. 



Gegen dies Verfahren ist einzuwenden, daB das Ziehen der Tangente in P m- 
genau ist, zumal wenn die Kurve nicht sorgfaltig gezeichnet vorliegt. Besser ist das 
folgende zweite Verfahren: Wenn wir statt der Abszissen t; und Ordinaten p to 
Logarithmen als Abszissen und Ordinaten benutzen, ergibt sich nach S. ^ 
gerade Linie mit der Steigung — n, vorausgesetzt, daB die polytropische K^e vo% 
genau ist, andernfalls eine nur wenig von einer Geraden abjeichende Luu^ Wn 
whhlen also einige Punkte Pq, Pu P 2 • • • polytropischen Kurve m ig. - . ’ 

messen to Abszissen und Ordinaten und schlagen die zugeho^en 
Diese tragen wir in einem neuen Achsenkreuz in Fig. 261*^ Ate 2 ^n imd Ord^^ 

ein, wodurch Punkte ^ervorgehen. AMehthch^ten wn m Fig^^ 

die Kurve freihandig gezogen; die Folge davon ist, daB ip«, ^ ‘ ‘ _ 
auf einer Geraden liegel Nun ziehen wir eine zwischen ihnen venmtteinde Gerade g. 


Die ■E^.poneniialfmldionen. 


^ der AbsSach”; S^Mel^zu ^ 0 f “ 

ON-n, gemessen mit der Einheit der Ordi„atenachse.“terflhrt hird^* 



Fig. 261. 


zu liefern"^ poly^opischen Kurve den mittleren Wert von n 

and Sberdies kann man state i t P beliebigen MaBstkben messen, 

ihnen“£^^^^ <>« Ordinaten und Abszissen auch zn 

S. 294 (das**sich airi ^e*fsn t geleistete Arbeit ist wie im 8. Beispiel, 
(das sich an! e.ne laothermische Anderung bezog), gleich dem Integral 

/pdv. 

Sie wird durcb die in Fig. 214 ebenda geschraffte Flache dargestellt 



Achtes Kapitel. 

Die Kreisfunktionen. 


§ 1 . Die goniometrischen Funktionen. 

Was unsere Leser wirklich noch vom Sinus, Kosinus usw. 'vttssen, 
lassen wir schonend daMngestellt. Denn weil diese Begriiffe hier doch 
von anderen Gesichtspunkten aus zu betrachten sind, als es aui der 
Schule geschehen ist, wird es fiir beide Teile das bequemste sein, sie hier 
ganz von neuem abzuleiten. 

Ein Winkel in der Ebene wird durch seine beiden Schenkel ge- 
geben. Diese Schenkel sind Strahlen vom Scheitel 8 aus, also Halb- 
geraden. Der Winkel wird durch Drehung des einen Schenkels nach 
dem andem beschrieben. Deshalb muB angegeben werden, welcher 
Schenkel der Anfangsschenkel sein soil. Wir wollen den Anfangs- 
schenkel g nennen, den Endschenkel h, Man muS ferner bedenken, 
dafi es zwei Drehsinne gibt. Die Drehung linksherum, also 
entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, sei als die positive 
bezeichnet. Diese Festsetzung wird man jedenfalls machen, sobald ein 
Achsenkreuz in der gewdhnlichen Lage vorkommt, denn die Drehung 
der positiven x-Achse nach dor positiven 2 /-Achse hin hat dann eben 
diesen Sinn. Nach S. 6 ward der Winkel im BogenmaB gemessen. 
Stets kann man den Anfangsschenkel g im positiven Sirni in die Lage 
h drehen; jedem Winkel kommt mithin ein zwischen 0 und 2ui 
gelegenes positives BogenmaB x zu. Die Drehung von g nach ft 
kann aber auch anders stattfinden: Man kann g zunachst eine beliebige 
Anzahl n von vollen Umdrehungen (27c) auSfuhren lassen und erst 
dann in die Lage ft bringen. • Auch kann man g im negativen Sinn in 
die Lage ft liberfuhren und zwar wdcdcr nach Vollen dung beliebig vieler 
voller negativer Umdrehungen, Deshalb kommt einem Winkel 
mit dem zwischen 0 und 27t gelegenen BogenmaB a: auch 
jedes BogenmaB x + 2n 7c zu, wro n irgendeine positive oder 
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negative ganze Zahl bedeutet. Wird g z. B. auf dem kiirzestem 
Weg im negativen Sinn in die Lage h gedrelit, so ergibt sich das 
negative BogenmaB x — 27z. Man merke sick also, daB das BogenmaB 
eines diirch Anfangsschcnkel und Endscheiikol geometrisch gegebenen 
Winkels imr bis auf ein beliebiges additives positives oder negatives 
ganzes Vielf aches von 2 tc bestinunt ist. So sind z. B, Winkel niit den 
Bogenmafien \7t, — If jr koiigruent, namlich Winkel von +45^. 

Die riickvartigen Verlangerungcn der Schenkel g und h des Winkels x 
liber den Scheitel S hinaus seien mit g' und N bezeichnet. Irgendwo auf 
dem Endschenkel h oder auf seiner Verlangerung h' nehmen wir einen 
Punkt P an; der FuBpunkt des Lotes von P auf die Gerade g,g' sei 



A 


Fig. 262. 


Q, si^he Fig. 262. Bewegt sich P 
langs li Oder so werden alle 
ziigehorigen rechtwinkligen Drei- 
ecke SQP einander ahnlich 
sein, die Verhaltnisseihrer Seiten- 
langen also imverandert bleiben. 
Die Seitehlangen der Dreiecke 


sollen nun aber mit Vorzeichen gemessen werden und zwar nach den 
folgenden Vorzeichen- Vorschrif ten, die man sich genau ein- 
pragen nidge, da sie nachher bestandig gebraucht werden: 

1. Die Hypotenuse 8 P soli positiv oder negativ gerechnet werden, 
je nachdem P auf h oder h' liegt. 

2. Die dem Winkel x anliegende Kathete S Q soil positiv oder negativ 
gerechnet werden, je nachdem Q auf g oder / liegt. 

3. Die dem Winkel x gegenliberliegende Kathete QP soil positiv 
Oder negativ gerechnet w’erden, je nachdem P auf der einen oder 
andern Seite der Geraden g liegt. Als positive Seite soli dabei die- 
jenige gelten, die fiir einen Beobachter, der auf der Ebene in S steht 



Fig. 263. 


und langs g hinblickt, links liegt 
(entsprechend der positiven Drehung 
linkshorujm). 

In Fig. 262 a sind hiernach alle 
drei Streeken positiv, in Fig. 262 b 
negativ; hier ist der Winkel positiv 
und spitz angenommen. Sonst ver- 
halt es sich anders: In Fig. 263 a 


sind 8P und QP positiv, aber S Q 
negativ, und in Fig. 263 b ist es gerade umgekehrt, Hier liegt der Winkel 
zwischen 90® und 180®. Dem Leser bleibt es iiberlassen, auch noch 


andere Annahmeii zu zeichnen. Stets gilt folgendes: Weiin der Punkt P 
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auf h, ¥ entlang wandert, wechseln alle drei Strecken S P, S Q, QP dann 
und nur dann das Vorzeichen, sobald P durch den Scheitel 8 hindurch- 
geht Mthin: Das Verhaltnis von irgendzweien der drei 
Strecken hat einen Wert, der sowohl nach GroBe als auch 
nach Vorzeichen derselbe bleibt, wo auch immer P auf Ji 
Oder ¥ angenommen werden mag. Dagegen andert sich der Wert 
des Verhaltnisses, wenn man den Winkel selbst andert. Also ist das 
Verhaltnis eine vom Winkel abhangige GroBe, eine Funktion des Winkels. 

Man kann nun aiis den drei Strecken 8 P, 8 Q, QP insgesamt 
sechs Verhaltnisse bilden. Also kommt man zu sechs Funktionen des 
Winkels x. Sie heiBen goniometrische Funktionen, d. h. winkel- 
messende. Man nennt sie auch trigonometrische Funktionen, 
weil sie in der Trigonometric, der Lehre vom Ausmessen der Dreiecke, 
gebraucht werden. Insbesondere haben die sechs Funktionen die folgen- 
den Namen und Abkiirzungen: 


( 1 ) 


OP 

^ = Sinus von x = sm a; , 
QP 

= Tangens von x = tg a? , 
= Sekans von x = see a; , 

o 0 


^ = Kotangens von a: = ctg a: , 
QP 

^ = Kosekans von x =c^cx. 


Statt tgic benutzt man auch das Zeichen tang a; oder tanx, statt etgx 
das Zeichen cotg x oder cot x, statt esc x das Zeichen' cosec x. Die drei 
rechts stehenden Funktionen, deren Namen mit Ko- beginnen (vom 
lateinischen cum, mit), treten an die Stelle der entsprechenden links 
stehenden, wenn man die Katheten QP und 8Q vertausOht. Man 
nennt cosx, ctg a;, esc a; die Kofunktionen von sina;, tgx, sec a;, 
aber auch umgekehrt sin a;, tg x, sec x die Kofunktionen von cos x, 
ctgx, esex. 

Die Funktionen Sekans und Kosekans werden so selten gebraucht, 
daB wir sie beiseite lassen. Sie sind entbehrlich, weil ja nach (1) 


ist. Obgleich offenkundig auch 

( 2 ) *§=^ = 741 ^ 

ist, braucht man doch sowohl Tangens als auch Kotangens, eigentlich 
wohl nur, weil man sich nicht entschlieBen kann, eines der beiden 
Verhaltnisse der Katheten vor dem andern, umgekehrten, zu bevorzugen. 
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Wenn man sin x mit cos x dividiert^ hebt sich der gemeinsame Nenner 
S P fort, und es bleibt QP :SQ oder tg x iibrig. Daher ist' 


Ferner ist^: 


sin^ a: + eos^ a: 


QP^ + SQ^ 
SF^ 


Da aber QP^ nach dem Satze des Pythagoras gleich S P^ ist, 

kommt einfach: 

(4) sin^ X + cos^ x =1, 

DeshaJb ist cos x gleich der Quadratmirzel aus 1 — sin^ x und sin x 
gleich der aus 1 — cos^ x, Mithin lassen sich nach (3) auch tg x und 
ctg X entweder durch sin x oder durch cos x allein ai^sdrucken. Ferner 
gibt (4) durch Division mit cos^x oder sin^x wegen (3): 


tg2x +1 


l+ctg2x=-.~ 


Man kann deshalb cos x durch tg x und sin x durch ctg x ausdriicken, 
also wegen (2) auch cos x durch ctg x und sin x durch tg x. So gelangt 
Inan zu den folgenden vielgebrauchten Formeln: 


tgg 

j/l + tfx 
1 

1^1 + tg® a; 


1^1 + ctg® X 
ctg X 


1 1 — sin® X 


Mit Hilfe eines kleinen Kunstgrifies vermag man diese anscheinend 
schwer auswendig zu lernenden Formeln ohne Miihe aus dem Kopf ab- 
zuleiten. Man macht namlieh davon, daB der Punkt F beliebig auf dem 
Endschenkel gewahlt werden darf, einen . zweckmaBigen Gebrauch: 
Wenn man alles durch sin x ausdriicken will, beachte man, daB nach (1) 
im Nenner von sinx die Hypotenuse SP vorkommt, und denkt sich 
nun P so gewahlt, daB diese Hypotenuse die LSngeneinheit ist, mithin die 
dem Winkel gegenuberliegende Kathete gefadezu sin x vorstellt. Nun 


^ Das Quadrat von sinx bezeichnet man mit sin®x; iinter sinx® konnte man 
den Sinus des Quadrates von x, also sin (x®), verstehen. 
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ntolieh l ehrt 4er Satz des Pythagoras, daB die anliegende Kathete 8 Q 
gleich yi sin^ x wird. Aus dem Dreieck in Kg. 264 also, das man 
sich aber bloB denken, nicht ansehen soUte, liest man dann ohne weiteres 
tg X gleich QP : 8 Q Oder sinic: yi — sin^a; und ctga; als den umge- 
kehrten Wert ab. Will man alles dureh cos x ausdi’iicken, so bedenke 
man, daB auch beim Kosimis die Hypotenuse 8 P im Nenner vorkommt. 
Man w^hlt sie also 'wieder gleich Bins und hat dann jS Q = cos x, mithin 
nach dem Satze des Pythagoras Q P == yi cos^ a:, siehe Kg. 265. 
Daher kann man ablesen, wie sich tg x und ctg x dureh cos x ausdriicken. 



Fig. 264. Fig. 265. Fig. 266. Fig. 267. 


Ganz entsprechend geht man vor, wenn man alles dureh tg x darstellen 
will: Bei tg x ist der Nenner die anliegende Kathete 8 Q, die man jetzt 
gleich Bins wahit, siehe Kg. 266, so daB die gegeniiberliegende Kathete 
Q P geradezu tg x bedeutet, also die Hypotenuse 8 P nach dem Satze 
des Pythagoras yi + tg^ x vorstellt. Im Fall schlieBlich, wo aDes dureh 
ctg X ausgedriickt werden soU, wird der bei ctg x vorkommende Nenner 
Q P gleich Eins gewahlt, siehe Kg. 267. Wir bitten den Leser, nun das 
Buch einmal zuzuklappen und sich das soeben auseinander- 
gesetzte im Kopfe mit nur gedachten Dreieckszeichnungen 
zu wiederholen. Man wird die Keude haben, so die Formeln (5) 
gpielend leicht ableiten zu lemen. 

Urn diese Formeln richtig anwenden 
zu kdnnen, muB man noch wissen, welcbe 
Vorzeichen den darin vorkommenden Qua- 
dratwurzeln zu geben sind. Um dies zu 
zeigen, nehmen wir in Kg. 268 irgendeinen 
Stridd g als Anfangsschenkel an, und g' sei 
seine riickwartige Verlangerung uber den 
Scheitel 8. Indem wir g im positiven Sinn 
einen, zwei, drei und vier rechte Winkel um 
8 beschreiben lassen, bekommen wir vier 
Quadranten (S. 26). Nun ziehen wir dureh 8 zwei Geraden so, daB 
einer ihrer Winkel dureh g in gleiche Teile zerlegt wird. Die vier dann 
entstehenden Strahlen von 8 aus nennen wir nach den Quadranten, in 
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denen sie Trerlaufen, die StraMen h^, h^. Wir wollen nSmlich jetzt 
alle vier Winkel mit dem gemeinsamen Anfangsschenkel g und den End- 
schenkeln h^, gleichzeitig betrachten. Bedeutet x das zwischon 

0 und I TT gel^ene positive BogenmaB von < 9h, so haben 
und -^gh^ die positiven BogenmaBe jr — a;, ji + x und 2 at — x. Ein 
Kreis um 8 treffe die vier Endschenkel in P^, P^, p^. Die Lote von 

^raen Punkten aitf (ke Gerade g, g' mogen die Fufipunkte Q,, Q„, Q., Q. 
haben. Augenscheinlich fallen und zusammen, ebenso und Q^. 
Wenn man nun fiir die vier Winkel die Punkte P„ P„ A als den 

K entsprechend als den 

dort nut ^ bezeiehneten Punkt benutzt, und dabei jedesmal die Vor- 
zeichen-Vorechnften auf S. 376 beachtet, erkennt man: Die vier Hypo- 

SrEndlhinlfl^'/ w 

<dnd Hio “cht auf ihren Verlangerungen. Ferner 

.nd die I^theten S Q^, 8 positiv und die Katheten SO SO 

di?£t^tl Vp SchlieBlich Sind 

athetm QiP^, Q^P^ posiPv, dagegen die Katheten 0 P O P 

Z m ?“!>“■ >4 S bliekt. rechto&.d“li^^.‘ 

^0 fol^ aus (1), daB die gomometnschen Funktionen der vier Winkel 
die nn folgenden angegebenen Vorzeichen haben: 


( 6 ) 



1. Quadrant 

2. Quadrant 

3. Quadrant 

4. Quadrant 

Winkel . . . 

X 

71 X 

7¥ X 

2n — x 

Sinns . . . 
Kosiniis . . 
Tangens . . 
KotiEngeiis . 

4- 

+ 

+ 

-f 


+ 

+ 

1 1 + j 


»caen JJunktionen positiv c!:„ 1 goniometn- 

noch im zveiten, dw Kosinus auBerdem nur 

gens nnd ebenso der Kota^L ^lerten, der Tan- 

• ^otangens nur noch im dritten. 

«nen WnieUnT^Veite^Q^^S^^^ 

Bommen werden. In dieser Ah - negativ ge^ 

Pom* (5). “ Art rorfahrt man bei Mien iUwenduVo 

Au!Ke.268 e*eimtmM„„ci,„^ Hier ist ja: 
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8Fi=8P^=8P^=8Pi, 

SQi = - 5^2 = - S ^3 = 5 «4 , <2l A == ^2-^2 = - ^aPa = - ©4 P 4 . 

Deshalb liest man ab: 

sin x = sin { 7 i—x)= sin (jt + x)^ — sin (2 jr — a;) , 

. cos X = — cos (jr — ic) = — cos (jE = cos (2 :7r — a;) , 
tg £c = -— tg (jr — £c) = tg (ar + a?) == — tg (2 ar — x) , 

ctgx = — ctg {n x) = ctg {tc +x) = — ctg (2 ar — a?) , 

Nach dem, was iiber die Vorzeichen der goniometrischen Funktionen 
in den verschiedenen Quadrariten gesagt wnrde, ist es ganz leicht, diese 
Formeln aus dem Kopf abzuleiten, denn man braucht sich ja nur vor 
Augen zu halten, daB, wenn x ein positive! spitzer Winkel ist, die Vinkel 
ji — x, Tc-j-x und 2 ar — cc jene drei zugehdrigen Winkel von Fig. 268 
in den drei andern Quadranten bedenten. 

Vielleicht helfen wir dem Leser dureh die Besprechung eines ein- 
fachen Gerates, mittels dessen man die Werte der goniome- 
trischer Funktionen beliebiger Winkel x ablesen kann. Es 
beruht auf dem in Fig. 269 dargestellten Umstanden: In einem Kreis 
mit dem Mittelpunkt S sind zueinander senkrechte Durchmesser a nnd b 
gezogen. In den Endpunkten A und B sind die Tangenten t und k 
gezeichnet. Ein beliebiger Punkt des Kreises ist F. Die Lote von P 
auf die Durchmesser a und h haben 
die FuBpunkte Q nnd R, und die 
Gerade SP schneidet die Tangenten 
i und Tcin T und K. Kach (1) er- 
kennt man ohne weiteres: Wird der ^ 

Radius des Kreises als Langenein- 
heit angenommen, so stellt- die 
Strecke S R den Sinus, die Streeke 
S Q den Kosinus, die Strecke A T 
den Tangens und die Strecke BK 
den Kotangens von x =^ASP 
dar. (Der Tangens hat librigens 
seinen Namen daher, daB er als 
Strecke auf der Tangente t dar- 
stellbar ist, wahrend der Name 
Sinus vermutlich aus dem Arabischen stammt.) Auf den Geraden a, J, t, k 
kann man zum Ablesen der Werte der goniometrischen Funktionen 
Skalen anbringen. Ihre Langeneinheit ist der Radius, und sie gehen 
auf a und i von S' aus, auf t von A aus und auf h von B aus. In Fig. 269 
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(xlcr llolz wird der Kreis urn S gezeichnet. (Er ist in Fig. 270 nur ge- 
strifhvll dargfistollt; das Werkzeug wird namlicli bequemer brauchbar 
w(‘nn man, wi(‘ es ‘hior geschcben ist, die Winkeleinteilung auf eineni 
griiBcn'n konzontrischen Kreis macht.) Die Skalen anf a, h, t und k sind 
in der In'schriobenen Weise herzustellen. TJber der.Scheibe wird nun ein 
l)ewi‘glidies (iestange angcbracht, das aus vier starren Stucken besteht, 
die in (ltdenken drelibar sind. Am hochsten liegt ein rechtwinkliges 
Kreuz w, r init deni Mittelpunkte P. Darunter liegt eine Stange w, die 
unteii in Fig. 270 noch cinraal dargestellt ist. Sie wird in P mit deni 
Kreuz w, )’ durch ein Gelenk verkniipft, und ihr Punkt S wird um den 
Kreismittelpunkt S der Scheibe drehbar gemacht. AuBerdem sind zwei 
kurzere starrc Arme (untcn besonders dargestellt) in den Punkten X 
und Y von u und v drehbar angebraeht, wahrend sie sich auBerdem um 
Punkte U und V der Geraden a und h auf der Scheibe drehen lassen. Die 


Strecikcn U X, V Y, 8 P der drci Teile sind gleich dem Eadius des (ge- 
sjtriehelten) Kreises, auBerdem ist U S = XP und VS = YP.' Das 
Gestange ist also derart beweglich, daB u bestandig zu a und v bestandig 
zu b parallel bleibt und P den (gestrichelten) Kreis beschreibt. Zn be- 
achten ist die besondere Form der Stangen m, v und w. Die Ablesung, 
von der boi der vorigen Fig. 269 die Rede war, wird namlich an. den 
durch Starke Linien dargesteUten Eandern der Stangen gemacht. Diese 
llaiider mussen genau auf den Geraden X P, Y P 'und 8 P liegen. 
Die Stange w ist, von 8 aus gerechnet, beiderseits gleich lang. Aber 
ihre halbc Lange inuB klein’er &ls U 8 {=V 8) gemacht werden, damit ^ 
<lie voile Gnidrehung von P um 8 moglich wird. Weil tg x und ctg x 
bis I 00 und —00 gehen kbnnen, laBt sich das Gerat mcht so ein- 
richten, daB diese goniometrischen Funktionen fiir alle Winkel x wirk- 
lich ablesbar sind. Jedenfalls aber ist es gut, die Stange « solangwie 
niiiglich zu maihen und dementsprechend U und V so weit wie mbghch 
links auf a und unten -auf h anzunehmen. Der Eaumersparms halber 
haben wir in der Zeichnung das Gerat so dargestellt, ^B ™ 
<-tg? nur irn Intervalle von -2 bis +2 ablesbar sind. Der Wmkel z 
wird im GradniaB an der Stelle W von w auf dem grSBeren Kreis abge- 
lesen. In Idg. 270 ist die Einstellung so gemacht, daB der Wmkel etvas 
nu'hr als 50 betragt, sein Sinus SR beinahe gleich 0,8, sem Kosinus 
Sq etwas griSBer als 0,6, sein Tangens AT etwa 1,2 und sem Kotangens 
B K etwa 0,8 betragt. _ 

Die Ilerstellung des beschriebenen Gerates in einfacher Forin er- 
fordert nur gcringe Geschicklichkeit; zu den ' 

zwecken benutzeii. Man wird dutch das Gerat schneU damit vertraut, 
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wie sich die goniometrischen Fuaktionen beim Durchlaufen der vier 
Quadranten indern. 

Den Punkt P kann man beliebig viele Umdrehungen 2 n von A aus 
urn S links- oder rechtsherum machen lassen, ehe er in seine Endlage 
gelangt, vgl. S. 375, und deshalb ist fiir jede ganze Zahl n-. 

(8) sin (z + 2 w;r) =sina:, cos (a: + 2 w jt) = cos a; . 

Das gilt aucfa fiir den Tangens und Kotangens, aber in diesen Fallen 
eigibt sich noch mehr. Naeh (7) bekommen namlich diese schon dann 
wieder die alten Werte, wenn der Winkel nur um zwei rechte Winkel 
wichst. Deshalb ist fiir jede ganze Zahl »: 

(9) tg(a; -f«5r) =tga;, ctg (x + n n) = ctg x . 

Hier tritt n auf, in (8)/dagegen 2». 

Die goniometrischen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x haben dem- 
nach dne Eigensehaft, die wir bisher noch bei keiner Funktion angetrofPen 
haben: Sie nehmen, wie auch x gewahlt sein mag, wieder die ursprling- 
lichen Werte an, wenn x um 2 n zu- oder abnimmt und, im Fall des 
Tangens und Kotangens sogar dann, A'enn x nur um xc zu- oder ab- 
mimt. Man spricht deshalb hier von periodischen Funktionen. 
j sin X und cos x bezeichnet man 2 ti, bei tg x und ctg x dagegen xc 
als die Peri ode. Dies woUen wir besonders formulieren: 


SatzS: Fiir jede positive oder negative ganze Zahl n ist 
sin(z-f 2%;r) =sina:, cos (a: + 2 nyr) = cos a: . 
tg(a;+}ijt) =tga;, ctg (a: + war) = ctg a:, 

goniometrischen Funktionen sind 

La- jlTV ond cosa: haben die Perio'de 2at, wahrend 
^a:undctga: die Periods xt haben. 

E^nschaft der goniometrischen Funktionen, die wir 
Punktionen^oT S'Och bei manchen friiher betrachteten 

dk^rchS' also a:* haben 

entegengesetzto als« • • •, dabei die 

«r jeto Sz E Sin ."1 "T =-«»> 

un roigt aus Satz 2, wenn man ihn fiir » = 1 
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benutzt und — x statt x setzt, daB sin ( — x + 2 ti) = sin ( — x) ist. 
Aber sin ( — a:H-2:;r) ist nach (7) gleich • — sin a;. Mithin ko m mt 
sin ( — x) = — sin x. Entsprechend entnehmen -wir aus Satz 2, daB 
cos ( — a: + 2 ji) = cos ( — x) und aus (7), daB cos ( — a; 4- 2 at) = cos x, 
also cos ( — x) = cos a; ist. In derselben Weise findet man tg (— a:) 
= — tg a; und ctg ( — x) — — ctg x. Somit der 


Satz 3: Sinus, Tangens und Kotangens sind ungerade 
Funktionen, wahrend der Kosinus eine gerade Funktion ist: 

sin (— a:) = — sin a: , tg (— a:) = — tga: , ctg (— a:) = — ctg a:, 
dagegen: 

cos ( — a:) = + cos x . 



SchlieBlich ist noch eine Beziehung zu erwahnen, die z\vischen den 
goniometrischen Funktionen eines Winkels x und den zugehorigen Ko- 
funktionen (S. 377) des Komplementwinkels besteht. Bekanntlich 
heiBen zwei Winkel Komplementwinkel, wenn ihre Summe einen rechten 
Winkel ausmacht. Da dieser das BogenmaB ^ xc hat, ist der Kom- 
plementvdnkel von x im BogenmaB gleich ^ jc — x. 

Nach Satz 3 ist nun cos — x) gleich cos (x — Jai). 

Der Winkel x — ixc entsteht aber -aus dem Winkel x, 
wenn man seinen Endschenkel im negativen Sinn urn 
einen rechten Winkel dreht, siehe Fig. 271, wo h der 
Endschenkel von x und fe' der von a: — ^ at ist. Wailt 
man P und P' auf h und h' gleichweit vom Scheitel S 
entfernt und fallt man von P und P' auf die G-erade 
des Anfangssehenkels g die Lote, deren FuBpunkte Q 
und .Q' seien, so sieht man, da 8P'A.SP ist, daB 
A SQ P QJ A P'Q'S ist, weil die Kathete QP absolut genommen glrach 
der katliete S Q' ist. Absolut genommen ist daher cos (x — i .t) 

= 8Q' : SP' —-QP '■ SP = smx. Beachtet man noch, daB hier alle 

Strecken nach den friiheren Vorzeichenregeln positiv sind, so folgt, d^ 
dies auch hinsichtlich der Vorzeichen gilt. Da nun, wie gesagt 
cos an-x)= cos (a: - i at) ist, ergibt sich demnatj cos (i at - a: 
^sin a:. Da nur Q'P' negativ ist, liest man fcmer ab: sm (a: 

== — cos X. Aber nach Satz 3 ist sm (x — ^at) == — sin 3t x) 
Also kommt sin (| tc — a;) = cos a;. Ebenso ergibt sic 

— ctg X und ctg at — x) = tg x, d. h. : 

Satz 4: Jede goniometrische Funktion eines Winkels x 


Fig. 271. 


der 


ist gleich 
namlich; 

Scheffers, Lehrbuch d-. Mathematik, 


Kofunktion des Komplementwinkels iji 


25 
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sm a; = cos (^7t — x), cos x == sin Qxc — x) , 

tga; ==ctg(|-?i; — aj), ctga; = tgdjr—a;). 

Wir diirfen es wohl dem Leser liberlassen, zu zeigen, da6 dies auch 
dann gilt, wenn der Eudschenkel h des Winkels x nicht im ersten, sondern 
m oinem der andern Quadranten rerlMt. 

An dieser Stelle woEen wir noch eine zuweilen niitzliche Bemerkung 
liber den Sinus und Kosinus eines Winkels x einschalten. Nach (4) ist 
die Summe ihrer Quadrate gleich Eins. Nun seien u und v zwei GroBen, 
deren Quadratsumme gleich Eins ist: 

Sie mdgen positiv oder negativ sein. Wir nehmen eine Langeneinheit an 
und tragen u als Strecke auf einem Strahl g von seinem Anfangspunkte S 
aus bis Q ab. 1st u negativ, so tragen wir die Strecke riickwarts, auf der 
verlangerung von iiber S ab. In Q errichten wir das Lot, und auf ihm 



Fig. 272. 

tr^en wir v als Strecke QPab, und zwar ftir einen Beobachter, der langs g 
blickt, nach links oder rechts, je nachdem v positiv oder negativ ist, 
siehe Fig. 272 fur alle vier moglicben FaUe. Den Strahl von /S nach P 
mn nennen wir h. Wegen ^ 2+^2 = ! igt dann die Strecke SF gleich 
der Langeneinheit. Man sieht nun nach (1), daU in alien vier FaUen der 
Smus von ^gh oder x gleich v und sein Kosinus gleich u ist und zwar 
auch hinsiehtlich der Vorzeichen. Demnach gilt der zuweilen 
niitzliche 

Satz 5: Sind ii und v zwei GroBen, deren Quadratsumme 
gleich Eins ist, so gibt es stets einen Winkel derart, dafi 
sein Kosinus gleich u und sein Sinus gleich v ist, und zwar 
ist das BogenmaB x dieses Winkels bis auf eine bliebiges 
gauzes additives Vielfaches von 2zc bestimmt; insbesohdere 
kann man vorschreiben, dafi x zwischen 0 und 2?t liege. 
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Wenden wir uns niin zur bildlichen Darstellung der Fuak- 
tiott t/ = sin Die Winkel x sollen als Abszissen, die zugehorigen Sinus- 
werte y als Ordiiaten in ein Achsenkreuz eingetragen werden. Wir stellen 
demnach die Winkel jetzt dnrch Strecken dar, indem wir nnter der 
Einheit der Strecken die Winkeleinheit a;==l (d. h. 57 » 17' 45", vgl. 
2. Beispiel, S. 10) verstehen. Wie iiberhaupt jede GroBenart (S. 4, 5) 
sind ja auch die Winkel durch Strecken darstellbar. Statt die ir-Ackse 
in der sonst gebrauchlichen Weise mit den Marken 1, '2, 3, . . . nnd rtick- 
wSxts mit den negativen Marken — 1, ^ 2, — 3 . . . zu versehen, wie es 


-3 


D B 

s ^ 

5 

6 y 

8 

i ■■■ 



Jt 

l^zf 

2xt 


ei80“) 

(-90") C 

& ( 90 ") 

ciao") 

(270^) 

(360*) 



Fig. 273. 


auf der oberen Geraden in Fig. 273 geschehen ist, empfiehlt es sicb, die 
Stellen | jr, jr, f jt . . . sowie — — jr . . . zn kennzeichnen, da sie 

den Vielfaclien des rechten Winkels entsprecben, siehe die nntere 
Gerade in Fig. 273. Erinnern wir uns daran, daB das BogenmaB x eines 
Winkels gleich dem Bogen ist, den er auf einem Kreis um seinen Scheitel 
ausschneidet, vorausgesetzt, daB der Eadius die Langeneinheit ist, so 
erhellt, daB man die Sache auch so auffassen kann, als ob der Umfang 
des Kreises vom Radius Eins auf der Abszissenachse von 0 aus als Gerade 
abgewickelt ware. Der Umfang ist ja die Strecke von 0 bis zur Marke 2 jr. 
Die Abwicklung kann wiederholt werden, auch nach der negativen Seite 
Mn, so daB die ganze cc-Achse durchlaufen wird. 

Um nun das Bild von y ==sina;, die Sinuslinie, zu zeichnen, 
empfiehlt es sich, die ^/-Einheit gleich der ir-Einheit, d. h. gleich 
dem Kreisradius anzusehen. Denn der Sinus wie iiberhaupt die gonio- 
metrischen Funktionen stehen in so enger Beziehung zur Geometrie der 
Ebene, daB hier dasselbe beziiglich der Einheiten wie auf S. 171 gilt 
Wir wUhlen nun den Kreis vom Eadius Eins so, daB sein Mittelpunkt S 
irgendwo auf der ic-Achse liegt. Um die Zeichnung nieht zu sehr zu 
stfiren, haben wir 8 in Fig. 274 auf der negativen x-Achse irgendwo 
angenommen. Der Kreis schneidet die Abszissenachse in der positiven 
Richtung dieser Achse in einem Punkt A, Ein beliebiger Puhkt des 
Kreises sei B. Der Bogen oi = A B, gemessen im positiven DreMme, 
d. h. im Sinn der Drehung der positiven a>-Achse nach der positiven 
w-Achse, also linksherum, stellt das BogenmaB 
Das Lot von B auf die a;-Achse habe den FuBpunkt Nach (1) 
ist sin X gleich 0 B : B B oder also wegen B B = 1 gleich GB selbst 
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Demnach ist CB = sin a: = y zu setzen. Das BogenmaB oder der 
Bogen x = AB wird als Abszisse von 0 aus auf der a:-Achse als Strecke 
OV abgetrageii. Ini Endpunkt V ist als Ordi- 



nate der zugehbrige Wert y —sinx =CB zu 
erriehten, d. h. wir ziehen die Parallele zur x- 
Achse durch B, bis sie das in F errichtete Lot 
in U triSt. Dieser Punkt V gehbrt der Sinus- 
linie an. Lassen wir B auf dem Ililfskreise 
henimwandern, so beschreibt der zugehbrige 
Punkt U die Sinuslinie. Das einzige Unbe- 
queme ist dabei die Verwandlung der Bogen A B 
in gleich lange Strecken OV. Wir begniigen 
uns daniit, dies angenahert zu tun. An einer 
spateren Stelle werden ■wir zeigen, wie man ge- 
nauer vorgehen kann. Ist x = 0, so liegt B in 
A selbst, d. li. dann ist y =0, so daB der 
Anfangspunkt 0 der Sinuslinie angehort. Ist 
x—\n (90®), so wird ?/ = 1, ist a; = jt (180®), 
so wird wieder y = 0 , ist a: = f sr (270 ®), so 
wird — 1, ist schliefilieh a: = 2 (360®), so 
kommt wieder y = 0. So ergibt sich der erste 
rechts von 0 gezcichnete Berg und das daran 
anschlieBcnde Tal der Sinuslinie* Wir kdnnen 
den Unilauf von B um S fortsetzen; dabei 
wiederholt sidi das Spiel, also ergibt sich ein 
mit dem soeben gefundenen Kurvenstiick kon- 
gruentes und sich daran anschliefiendes Kurven- 
stiick. Die Sinuslinie setzt sich also bis 
X = -1- 00 fortwahrend in kongruenten Wellen 
fort, jede einzelne Welle, bestehend aus Berg 
und Tal, hat, Ifings der avAchse gemessen, die 
LSnge 25t. Dies entspricht dem Umstande, daB 
y=sinx eine periodische Funktion mit der 
Periode 2 at ist, siehe Satz 2. Die Sinuslinie 
geht also durch Verschiebung ISngs der 
a:-Achse um die Strecke 2jt in sich iiber. 
Dasselbe gilt auch riickwarts, d. h. im nega- 
tiven Sinn der as-Achse. Die Sinuslinie hat 
Symmetrien. Ihren Grand erkennt man sofort, 
wenn man auf dem Hilfskreise solche vier Punkte 
Bj, Bj, Bj, Bj, die zum wagerechten und lot- 
rechten Kreisdurchmesser symmetrisch liegen. 
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nacheinander als den Endpunkt des Bogens x= AB benutzt. Diesen 
vier Punkten entsprechen vier Punkte Ui, TJ^ TJ^ der Sinuslinie. 
Sie zeigen: Berg und Tal einer Periode der Sinuslinie sind 
einander kongruent, denn die Geraden 11^1]^ und ZJjUg haben 
ihre Mitten im Punkt x = n der Abszissenachse. Der Berg geht 
durch Drehung um zwei rechte Winkel um diesen Punkt 
herum in das Tal iiber. Die Mitte von licgt auf der zu 

x—\n gehorigen Ordinate des Berggipfels und die Mitte von 
auf der zu a; = I :rr gehorigen Ordinate der Talsohle. Also: Jeder Berg 
und ebenso jedes Tal hat cine zur s-Achse senkrechte 
Symmetrielinie. 

Man steUe sich jetzt vor, in jedem Punkte B des Hilfskreises werde 
auf die Zeichenebene das Lot errichtet und gleich y oder CB 
gemacht. Dadurch gehen als oberste Punkte dieser Lote Punkte D im 
Raumhervor. Wo liegen alle diese Punkte D? Jedes entstehende Drei- 
eck CBDist in B rechtwinklig, ferner ist es gleichschenklig und auBerdem 
steht seine Ebene auf der Zeichenebene und auf der a-Aehse langs CB 
senkrecht. Deshalb liegen alle Punkte D in derjenigen Ebene, die 
von der a:-Achse unter 45 ® fiber der Zeichenebene nach der Seite der 
positiven y-Achse hin ansteigt und sich unter der Zeichenebene nach 
der Seite der negativen y-Achse hin senkt. Alle Lote B D befinden 
sich ferner auf demjenigen geraden Zylinder, dessen Grundkreis 
der Hilfskreis ist. Dieser Zylinder steht auf der Zieichenebene lot- 
recht auf. Der Ort der Punkte D ist mithin der Schnitt jener geneigten 



Ebene mit diesem Zylinder, daher nach S. 186 eine Ellipse. Wird 
ier Zylinder Ikngs der Ellipse mit Druckerschwhrze versehen, so druckt 
sich die Ellipse beim Abrollen auf der Ebene als (he Sinuslinie ab, 
siehe Fig. 275, weil die Kreisbogen x—AB dabei in Stuecken einer 
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Geraden IZ und die Lote BD = C B = sm x in die auf der Geraden 
A X enichteten Lote ubergehen. Da man den Zylinder beliebig weit 
abroUen lassen kann, tritt die Periodizitat der 
Kurve deutlich zutage. 

Mit wenigen Worten lafit sich nun die 
■ Kosinuslinie , das Bild der Funktion 
2/ = cos a:, erledigen; Nach Satz 4 ist cos a; 
gleich sin (J ti — x), und dieser Sinus ist nach 
(7) gleich dem von ai — — a:) oder 

Statt y = cos a: kann man also auch schreiben : 

y = sin (x + Jtt) . 

Die Kosinuslinie geht daher aus der Sinuslinie 
heryor, wenn man jede Abszisse um ^ ver- 
kleinert, d. h. wenn man die Sinuslinie in 
den Richtung der negativen a;-Achse um 
ein Viertel ihrer Periode verschiebt, 
siehe Mg. 276. Die schon bei der Sinuslinie 
bemerkten Symmetrien treten also auch jetzt 
, auf ; man beachte die vier Punkte U^, Ug, U., 
Insbesondere ist: ‘ 

cos 0=1, cos I- TT = 0 , 

C0S7r= — 1, cos-|-7r=0. 

Das ^ Vorstehende wird vervollstSndigt , 
wenn wir noch untersuchen, welche Diffe- 
rentialquotienten die Fuhktionen sin a: ‘und 
cos a; haben. Dabei brauchen wir einen Hilfs- 
satz, namlich 

Satz 6. Strebt ein Kreisbogen, also 
auch seine Sehne, nach Null, so strebt 
das Verhaltnis des Kreisbogens zut 
Sehne nach Bins. 

Beweise betrachte man Mg. 277 mit 
dem Kreisbogen AB, in dessen Mitte E die 
Tangcnte C.D gezogen ist, wahrend M die 
Ihtte der Sehne A B bedeutet. Offenbar ist 
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wir den Kreisradiiis gleich Bins, so ist 5 M = cos a:, M B = sin x und 
HD=tgx nach (1), wahrend der Bogen EB gleieh x ist. Daher 
ist der Inhalt des Dreiecks A8B gleieh sin x cos x nnd der des 
Dreiecks C8D gleich tg x. Der Kreisausschnitt verhalt sich zur 
ganzen Kreisfla.che n wie der Bogen 2 a: zum Bogen 
2 3r, ist also gleich x (aber natiirlich mit der 
Flaeheneinheit, dem Quadrat liber dem Radius, zu 
messen). Also kommt 

sin .r cos z < a: < tg a: , 

d. h. nach (3): 

sina; 


sma: cos x < x < 


cos X 



Weil sina: positiv ist, bleibt diese Ordnung der GroBen nach Division 
mit sina: dieselbe: 

1 


cos X < 


< 


cos a; 


Nun strebe der Bogen A B, d. h. auch x nach Null. Wegen cos 0 = 1 
ergibt sich dann rechts und links Bins, nnd daher ist 


( 10 ) 


lim 


= 1 fur lim a: = 0 . 


Dies gilt aber auch, weim x von negativen Werten nach Null streht. 
Denn wenn a: positiv ist, kann man (10) auch so schreiben: 

=1 fur lima:=0, 

: sin (— a:). Also folgt; 

= 1 f iir lim a: = 0 , 


lim 

und nach Satz 3 ist 
lim 


- sinrc 
•sina; 

— X 


sin (—a:) 

und hier ist —x negativ. 

Die Formel (10) laBt sich auch so darstellen: 

^ “ 1 Mr lim a: = 0 , 


lim 


2 sina; 


nnd da der Zahler 2 a: der Bogen AB sowie der Nenner 2 sm^ die 
Sehne AB ist, steht hier der Inhalt des Hilfssatzes 6, der d^it 
bewiesen ist. Das Norhergehende zeigt, daB er auch so ausgesprochen 

werden kann : 

Satz 7: Strebt die Veranderliehe a: nnd also 
nach Null, so strebt der Quotient a: ; sin a: nach Bins. 
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Um nun den Diflerentialquotienten von y = sin a? zu ermitteln, 
woUen wir x vorerst positiv und Ideiner als | n, also als spitzen posi- 
tiven Winkel annehmen, siehe Fig. 278, worin der Kreis um den Schei- 
tel S die Langeneinheit als Kadius haben moge, so daB x 

durch den Bogen AB gemessen wird. Die 
Katbete GB des rechtwinkligen Dreiecks SCB 
ist dann sin a;, also y, ebenfalls gemessen mit 
dem Radius als Langeneinheit. Jetzt lassen wir 
X zunehmen, etwa um den Bogen BB% und 
^ ^ wir woilen vorlaufig eine positive Zunahme 

if- machen. Man sieht, daB dann auch y zu- und 

Fig. 278. nicht abnimmt, namlich um die Differenz E B' 
von C' B' und CB, Strebt der Bogen BB' 
nach Null , so werden also B B' und E B' die Differentiale d x 
und dy, deren Quotient dyidx berecbnet werden soli. Zunachst 
erkennt man, daB y =sina; stetig ist, denn man kann B B' so klein 
annehmen, daB EB' so klein wird, wie man nur immer vorschreiben 
mag. Das VerhSltnis aus der Strecke E B' und dem Bogen B B' bleibt 
dasselbe, wenn wir beide mit der Sehne BB' dividieren. Deshalb 
ist dy :dx der Grenzwert von 

Strecke ER , Bogen BB' 

Sehne BB' ’ Sehne BB' 



Der bier an zweiter Stelle stebende Brucb bat nacb dem Hilfssatz 6 den 
Grenzwert Eins. Mthin ist der Differentialquotient der Grenzwert des 
Brucbes 

Stjecke EB' 

Sehne BB' 


Dieser Brucb selbst ist aber augenscheinlicb der Kosinus des spitzen 
positiven Winkels EB'B, Beim Grenziibergange strebt die G^rade, 
auf der (be Sebne BB' liegt, nacb der Tangente des Kreises im 
Punkte B, und diese Tangente ist zum Radius S B senkrecbt. Da 
EB' zu 8 A senkrecbt ist, strebt daber ^EB'B nacb einem Winkel, 
der gleicb'^ .ABB Oder x ist, somit jener Brucb nacb cos a?. Wenn 
also X zwischen 0 und und das Differential dx positiv ist, 

ergibt sich 


( 11 ) 


iidiia; 

dx 


==cosa;. 


Dasselbe ergibt sich, weaa der Zuwachsbogen BB' in Kg. 278 
negativ gewShlt :wird, da dann auch der Zuwachs E B' negativ aus- 
falit. Also ist ®)s a: der Differentialquotient von, sin a:, sobald x 
zwisehen 0 und Jai liegt. 
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Nun sei x ein Winkel im zweiten Quadrantenu Dann gehort 
ss =xc — x dem ersten Quadranten an. Wie beAviesen^ ist dann 


dsinz 

dz 


== COS 2 , 


inithin wegen z —% — x und dz =-~dx: 


d sin {n — x) 
d X 


= COS (tt — x ) . 


Nach (7) ist aber sin (tc — a;) == sin a? und cos — x) == — cos x. Mt- 
bin geht wieder (11) hervor; so daB diese Formel fur alle Werte 
X zwischen 0 und n gilt. 

Weiter sei x ein Winkel im dritten oder vierten Quadranten. 
Dann gehdrt u =iX — n dem ersten oder zweiten Quadranten an, und 
da wir wissen, daB dann 


ist, ergibt sich wegen u — u und du^dxi 

dAn(.x-.) ^,os(tE-rr). 

CL X 

Naeh Satz 3 ist sin (x — ;;r) = — sin (jc — aj) und dies nach (7) gldch 
— sin Xy ferner kommt cos {x — :n;) === cos (jt — z) = — cos x, Mithin 
geht abermals die Formel (11) hervor, die demnach flir jedes x 
zwischen 0 und 27i gill 

WeU sin x eine periodische Formel mit der Periode 2 x ist, v^ 
Satz 4, ist es leicht, schlieBlieh die Formel (11) fur jeden Winkd x 
zu beweisen, Denn wie auoh x gewahlt sein mag, stets gibt es eine 
positive oder negative ganze Zahl n so, daB x — 2n7t zwischen 0 
und 2 7 t liegt. Setzen wir also t =^x — 2 w jr, so ist bewiesen, dafi 


ist, also wegen t :^x ^ 2 uti und dt =dx aueh: 

dmi{x^2nny ^^g/^_2ti7r). 
dx 

Wegea der Periodizitat ist sin (a:— 2nn5) =:8iaa: und eos(s— 2njr) 
=.008 0 !, so dafi in der Tat wieder die Formel (11) hervoigeht. 

Somit hat die stetige Funktion sin a: den 
quotienten cos®. Auf das leichteste lafit sich mm der Diflerent^- 
quotient der Funktion cos x ableiten. Nach Satz 4 ist ja cos x sse 
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wie sill (1 3T — x), Demnach ist cos x ebenfalls stetig und auBerdem : 

dco^x dsm(j7i — a;) 

dx dx 

Hierfiir laBt sich sehreiben: 


dco^x i sin (i TT — x) d{\n — x) 

dx d{i7i — x) dx 


Nach (11) ist der erste Bruch rechts gleich cos (in — x), der zweite 
dagegen ist gleich — 1. Nach Satz 4 ist aufierdem cos (i n — a;) = sin x. 
Also folgt; 


(12) 


COS X 

dx 


sin a; . 


Satz 8: Die Funktionen sin a? und cos a; sind fur jedes x 
stetig und haben die Differentialquotienten cos a; und 
— sin X : 


<2 sin X 
dx 


= cos X , 


d cos a: 
d X 


= ~ sin a; . 


Dies miifi man sich fest einpragen. Das ist leicht, man darf aber 
das in der zweiten Formel stehende Minuszeichen nicht vergessen. Als 
Gredaehtnisstutze diene, daB sich die Worte „minu8 Sinus" im Takte 
reimen, w&hrend „minus Kosinus*' nicht so schfin Mingen wtirde. 

Da sin 0 = 1 und cos 0 = 1 ist, zeigen die Formeln des Satzes, 
daB fiir a: =0 die Sinuslinie die Steigung Bins und die Kosinus- 
linie die Steigung Null hat, vgl. Fig. 274 und 276. Beide Kurven 
durchsetzeu die z-Aehse unter 45® abwechselnd steigend und f allend, 
wenn, wie in den Figuren geschehen, die x-Einheit gleich der 
i/-Einheit gewShlt wird. 

WeU nach (3) 


(13) 


tgx 


sino; 
cos X ’ 


ctga: = 


cos X 
sinac 


ist und sin x und cos x stetig sind, wird tg x oder ctg x nur da unstetig, 
wo der Nenner cos a; oder sin a? verschwindet. Das erste tritt fiir 

I Jr, far ... und fiir a;= — far, — far, — far ... ein 

(siehe Fig. 276), aUgemein fiir a; = (n + i) wo n irgendeine posi- 
tive Oder negative ganze Zahl bedeutet. Das zweite tritt fiir ai =0, 
ar, 2 ar . . . sowie fiir x = — ar, — 2 ar . . , ein (siehe Fig. 274), all- 

gemein fiir x=n ar. Sehen wir von diesen Stellen ab, so diirfen wir 

auf die Formeln (13) die Bruchregel anwenden, so dafi sich nach 
Satz 8 ergibt; 

dt^ x coso; . cos a; — sina; . ( — sin a;) dctgx _ sin a: . ( — sin x) — cos x . cos x 

dx cos® a: ’ dx 


sin® X 
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Der erste Zahler ist nach (4) gleieh 1, der zweite gleich — 1. 
kommt: 


(14) 


dtgx __ 1 d ctga: _ 1 

dx ~ cos^x' dx sin=“a: ■ 


Folglich 


Satz 9; Die Funktionen tg x und ctga: sind uberall stetig, 
abgesehen von den Stellen a: =(w + |)7t bei tga: und von 
den Stellen x = nn bei ctga;, wobei n irgendeine ganze Zahl 
bedeutet. An alien anderen Stellen haben tga: und ctga: 
die Differentialquotienten; 

dtgx 1 __ det^x _ 1 

dx ~ cos^x ’ dx ' sin*® ‘ 

Auch diese vachtigen Formeln muB man sich merken. Fine Hilfe 
ist die Erinnerung daran, daB die Differentialquotienten ^ durch An- 
wendung der Bruchregel auf sin x : cos x und auf cos a: ; sin a: hervor- 
gegangen sind. Dabei tritt, vde bekannt, im Nenner das Quadrat d^ 
alien Nenners, also cos^a: und sin* a: auf. Der Zahler hat bei tga: die 
einfachste Form, n&mlich Eins. Berm Differentialquotienten von ctg x 
tritt vriie bei dem von cos x das Minuszeichen auf. 

Zu den bisher aufgestollten neun Differentiationsregeln (S. 84, 127, 
155, 307, 326) konqen wir nunmehr hinzufugen die 

10. Regel (Goniometrische Regel); Die goniometrischen 
Funktionen haben die Differentialquotienten 


d sin a 
dx 


= COS X , 


dtgx 1 

d x COS*£C ’ 


d cos a; 
dx 

d ctg a; 
dx 


= — sin a; , 

— 1 

sin H 


Trfistend sei bemerkt, daB zu diesen zehn Regeln kunftig nur 
noch eine hinzutreten wird. 


1. Bei spiel: Nach (6) ist cos a: = ]/ 1 ~~ sin^ a;. Mittels der Kettenxegel und 
des Differentialquotienten von sin a; kite- man hieraus den Differentialquotienten 
von cos"£c ab. 

2. Beispiel: Mittels ctg® = 1 : tg® leite man den Differentialquotienten von 
ctg X aus dem von tg x ab. 

3. Beispiel: Nach (6) ist tg® = l/T— cos*® : cos®. Man kann also den 
Differentialquotienten yon tg x aus dem von cob x ableiten. 

4. Beispiel: Man berechne den Differentialquotienten von sin* ® + cos*®. 
Wie erMart es sich, daB sich der Wert Null ergibt? 

5. Beispiel: Dasselbe gilt fiir cos a; ]/l + tg^- 
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6. Bei spiel: Sind (p und r Polarkoordinaten (siehe S. 344), so stelle man die 
^ Bildkurve der Funktion 

® r = sin f/> 

her. Weshalb ist sie ein Kreis vom Durchmesser Ems, 
der den Anfangsstrahl 0 ^ im Pol 0 beriihrt? Siehe 
Fig. 279. Weil die Tangente i eiitfes beliebigen Punktes 
P Oder ((p ; r) des Kreises auf dem zugehorigen Radius 
senkrecht steht, kann man f erner ableiten, dafi dr : dcp 
gleich cos (p ist, indem man die Vorschrift fiir die Tan- 
gentenkonstruktion auf S. 346 benutzt. Wegen r ~ sin 
^ lafit sich so aufs neue beweisen, dafi der Differential - 

Fig. 279. quotient von sincp gleich cos (p ist. 

7, Beispiel: Man soli y-lnsinz differentijeren. Die Kettenregcl gibt 
dy :dx — ctg a?. 

8. Beispiel: Man soil 




differentiieren. Die Kettenregel gibt: 

dy _ 


X cos* In X 


Wir sind jetzt endlich in der Lage, den eigentlichen Grand dafur 
anzugeben, warum es zweekm^Big ist, die Winkel durch ihr 
BogenmaB zu messen (vgl. S.6, 6): Wenn die Funktion y=.sinx 
vorKegt und x. im BogenmaB gemessen wird, kommt, wie wir sahen: 


Nehmen wir nun an, der Winkel x sei im GradmaB gemessen gleich t, 
also y == sin Welchen Wert hat dann der Differentialquotient 
dy :dt? Nach (3), S. 7, ist das BogenmaB 




Wir konnen also schreiben: 


y=smx, = 
so daB die Kettenregel gibt: 

, ” , 

dy dsinx ® 180 * ^ ^ 

~dt~'di Tt 

Oder, da der Winkel statt dureh x durchs GradmaB t gegeben ist: 

dy n . 

Entspreehendes gilt bei den ubrigen gamometrischien Funktionen. 
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Wenn wir also die Winkel nicht im BogenmaB a?, son- 
dern im GradmaB t messen, gelten die Differentiations- 
regeln: 


d sin i 
d t 

dtgt 

dt~ 



cos t, 


n 1 

180 cos^ i ’ 


d cos i 

'TT 

d ctg t 
d i 


n 

iM 


sin^ 


n 1 
180 sin^ t 


Sie sind wegen des Faktors Jt : 180 unbequemer als die Kegeln, die sich 
ergeben, -wenn die Winkel im BogenmaB gemessen werden. Hier tritt 
also ein lastiger Faktor auf wie friiher bei der Differentiation von log a?, 
vgl. (11) auf S. 299. Ebcnso wie man deshalb (vgl. S. 307). den natiir- 
lichen Logarithmus statt des gewohnlichen benutzt, findet man es be- 
quemer, die Winkel im BogenmaB statt im 
GradmaB zu messen. 

Endlich kommen wir zur graphischen Darstel- 
lung der Funktionen tgx und ctg re. Wenn wir in 
Fig. 280 beim Kreis um S mit dem Eadius EJins die 
Tangente im Punkt A des Anfangsstrahles 8 A ziehen, 
schneidet der Endschenkel SB des Winkels A8B oder 
X diese Gerade an einer Stelle T, Dann ist tg a; = A jT 
(vgl. auch Fig. 269), sobald wir AT positiv oder negativ 
messen, je nachdem der Sinn der Bewegung von A 
nach T mit dem positiven Drehsinn iibereinstimmt 
Oder nicht. Wenn B im positiven Sinn den Kreis durchlauft, geht 
auch T im positiven Sinn auf der Tangente hin, d. .h. die Funktion 
y^tgx wachst mit wachsendem x. Dies war nach der Formel 

dy ^ 1 

d X cos“ X 

fiir ihren Difterentialquotienten vorauszTisehen. Denn dieser Differen- 
tialquotient ist stets positiv, so daU die Bildkurve von 
y = ig X stets steigen muB, siehe Satz 7, S. 104. Aber fiir 
» = ± i ± J'T) ± T 7® • • • 'wird tg X unendlich groB. Sobald x' 
wachsend einen dieser Werte durchlauft, springt tg x von + oo zu — oo 
iiber, um weiterhin wieder von — oo aus mit wachsendem x zuzunehmen, 
bis tg X bei der nachsten Unstetigkeitsstelle abcrmals nach + oo strebt. 
Demnach zerfallt die Bildkurve, siehe Fig. 281, in lauter aus dem XJn- 
endlichen kommende und meder ins Unendliche gehende Zweige, die 
in den einzelnen Streifen von — sr bis ji, von I- bis f n usw. so- 
wie von — ^n bis — Iti usw. li%en. Die Bildkurve, die Tangens- 
linie, hat die Periode jt, vgl. Satz 2, d. h. durch Verschieben 


i 




Jx \ 





Fig. 280. 
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dues Streifens langs der aj-Achse urn die Strecke jr geht wieder ein 
Streifen der Bildkurve hervor. DaB tgx nach Satz 3 eine ungerade 
Fimktion ist, bedeutet geometrisch: Ein Punkt {x ; y) der Bildkurve 
geht wieder in einen Punkt der Bildkurve iiber, wenn x und y zugleich 
durch — X und — y ersetzt werden. Die beide Punkte verbindende Sehne 
iat ihre Mitte im Anfangspunkf 0. Man nennt deshalb den Anfangs- 



Spiegelpunkt der Tangenslinie. Die ganze Kurve geht 

der Tangenslinie mit 

wird ist die^ttn^ gleich der ^-Einheit gewahlt 

#t Von den SSp^ 45“ geneigt. ’Dasselbe 

A.jmptot.n to TMe^imWe rS) **”■±1’' ™'‘ 

“‘S* ‘■'‘ri'l*. »« ist n.»h 

f = ctg a; = tg (-|. 7r — x) = — (x I rr'] 

ICtMn geht die Bildkurve von v=ctor di ^ V ^ ' 

'Tw^ndinie hervor, -wenn man dip??*’ aus der 

laBgs der ^-Aehse^n Zw S 

*-Ach8e herumklappt, riehe Wig. 28?°^ '^erschiebt und dann urn die 

Funk- 

W und ihre so leicht zu mefke?dL Sv"“ 

«8etzen ans namlieh die FormZ ° Sy»imetnen und Perioden 
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SehlieBlich heben wir noch eines hervor: Alle Zahlenwert,. 
eine goniometrisehe Eunktion annehmen kann, durchlauft 



sie, abgesehen vom Vorzeichen, auch dann scbon, venn 
der Winkel selbst nur alle Werte im ersten Quadranten 
durchlauft. Warum? 

9. Beis piel: Man beweise: 

d se c X sin a; dcscx cos x 

d X cos^ x^ dx sin* x 

§ 2. Anwendungen der goniometrischen Funktiotien. 

Wie man die goniometrischen Funktionen berechnet, werden wir 
spS^ter zeigen; voflaufig geniigt es, dafi man dutch Zeieimun^ die 
Wertcs dieser Funktionen fiir gegebene Winkel angenahert firnden kann. 
Die nmgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Wert einer goniometri- 
schen Funktion den Winkel zu finden, laBt sich ebenso losen. Allerdir^ 
ist es Mar, da6 z. B. zu einem bestimmten Werte des Sinus nicht nur 
ein Winkel gehbrt; es ist aber auch klar, wie man alle zugehorigen 
Winkel finden kann, sobald man erst einen von ihnen kenut. 

In den Sammlungen von Logarithmentafeln finden sich trigono- 
metrische odor goniometrisehe Tafeln, mittels derer die er- 
wUhnten Aufgaben rechnerisch fiir eine gewisse Anzalil von Dezimai- 
stellon gelost werden konnen. Diese Tafejn gejten nur fur die Winkel 
im ersten Quadranten, wo alle goniometrischen Funktionen positiv 
sind. Aber es gibt zweierlei Tafeln: 

Zunichst findcit man (allerdings nicht in alien Sammlungen) eine 
Tafel mit der Aufsobrift: „Numerisc}re Werte der trigonometri- 
schen Funktionen^ oJer auch: ,,Natufliche Werte der tri- 
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gonometrischen Funktionen". Da findet'man z. B. in einer vier- 
stelligen Tafd fiir alle Winkel von O® bis 90 « in IntervaUen von etwa 
je 10 Oder 15 Minuten die Werte der goniometrisehen Funktionen. 1st 
a ein Winkel im ersten Quadranten, gemessen im GradmaB, also 
90® — a der Komplementwinkel, so gibt Satz 4, S. 385: 

sin a = cos (90 ® a) , cos a =sin (90 ® — a) , 

tg a = etg (90 ® — a) , ctg a = tg (90 ® — a) . 

jfet also a > 45 ®, aber < 90 ®, so kpmmt die Aufgabe, eine Funktion 
dieses Winkels zu finden, darauf zuriick, die Kofunktion des Kom- 
plementwinkels zu finden, der kleiner als 45 ® ist. Hierauf beruht eine 
Eigentiimlichkeit der Tafel: Die tJberschriften sin, cos, tg, ctg der 
einzelnen Spalten beziehen sick auf die in der linken SpaJte angegebenen 
Winkel, da^en die am unteren Kande jeder Seite stehenden Be- 
zeiehnungen cos, sin, ctg, tg auf die in der rechten Spalte angegebe- 
nen Winkel. 

Das Bestdmmen von Zwischenwerten, die nicht in der Tafel stehen, 
das Einsehalten (Interpolieren), gescMeht wie bei den logarithmischen 
Tafdn: Man macht davon Gebrauch, daB die Bildkurven fiir kurze 
Intervalle angenahert gerade linien sind. Man darf deshalb nach § 1 
des 2. Kapitels annehmen, daB die Funktionen innerhalb eines geniigend 
kleinen Intervalls proportional zum Winkel wachsen. 

fiSn Beispiel mag geniigen: Wir suchen ctg 34® 13'. AuS der 
Tafd entnelunen wir: 


ctg 34 ® 10' = 1,4733 , ctg 34 « 20' = 1,4641 . 

der Winkel um 10', sein Kotangens dagegen nimmt um 
y Mimaten der letzten Dezimalstelle ab. Wenn also der Winkel um 
1 wachst, mid der Kotangens angenahert um 9,2 Einheiten abnehmen,, 
i h jenn der Winkel von 34® 10' bis zum gegebenen Winkel von 

r ^ Kotangens um rund 28 Einheiten 

der I^en Dezimalstelle abnehmen, so daB sich ctg 34 « 13' = 1,4705 
e^bt Man muB immer darauf achten, ob die Funktion wachst oder 

an den beiden 

Werten, zwischen denen die Einschaltung stattfindet. 

tg a =1,4408, gesucht wird a im ersten 

daB die S einfach daran liegt, 

^ die Tafel zwei Tangensspalten, namlich noch eine hat, deren Be- 

*Wb=n«„ Wiriceln 
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1,4370 = tg 55 0 10' , 1,4460 = tg 55 » 20' , 

und zwischen beiden Werten liegt der gegebene Wert 1,4408. Hier 
■wSehst der Tangens um 90 Einheiten der letzten Dezimalstelle, wenn 
der Winkel um 10' zunimmt. Da nun 1,4408 um 38 Einheiten der 
letzten Dezimalstelle groBer als 1,4370 ist, haben wir zu 55 ® 10' noch 
10' . ff, d. h. rund 4' zu addieren. ’ Also ergibt sich der Winkel 
a =55® 14'. 

Wir wollen noch den Anfang der Sinustafel mit dem Anfange der 
auf S. 10 erwahnten Tafel der Kreisbogen (siehe die Tafel I des 
Anhanges) fur den Halbmesser Eins vergleiehen. Man hat da die 
folgenden Werte: 


Winkel 

BogenmaB 

Sinus 

00 

0,0000 

0,0000 

10 

0,0176 

0,0176 

20 

0,0849 

0,0349 

30 

0,0524 

0,0523 

40 

0,0698 

0,0698 

60 

0,0873 

0,0872 

00 

0,1047 

0,1046 


Die geringen Unterschiede erklSrt Satz 7, S. 391. Denn weil 
a:: sin a: fur lima:=0 nach Eins strebt, stimmen sehr kleine 
positive Winkel mit ihren Sinuswerten nahezu iiberein, 
vorausgesetzt, daB die Winkel im BogenmaB ausgedrtickt 
werden, sonst jedoch nicht. 

Haufiger wird die viel ausftihrlichere Tafel gebraucht, deren Uber- 
schrift meistens lautet: „Die Logarithmen der trigonometri- 
schen Funktionen von Minute zu Minute." Hier lindet man die 
gewohnlichen Logarithmen der goniometrischen Funktionen, also 
log sin a, log cos a, log tg a, log ctg a. Diese Tafel hat meder zvrei 
Eingange, die Bezeichnungen oben und links gehbren zusammen und 
ebenso die Bezeichnungen unten und rechts. Da sin a und cos a im 
ersten Quadranten zwischen 0 und 1 liegen, sind ihre Logarithmen 
negativ. In den Tafeln findet man jedoch positive Werte, man hat 
sich hier uberall noch — 10 hinzuzudenken (vgl. S. 301). Da tg a fiir 
a < 45 ® ebenfalls zwischen 0 und .1, liegt und dasselbe fiir ctg a gilt, 
sobald 45® < a < 90® ist, findet man auch hier nur positive Werte, 
von denen man 10 abzuziehen hat; z. B. schlage man nach: 

Sohellers, Lehibuch d. UathcmatUc. 26 
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■ 10 , 

-10 


log sin 21« 16' = 9,55956 - 10 , log cos 68 0 I 4 ' =9,55956 
log tg 21 « 16' — 9,59019 — 10 , log ctg 68 0 44' = 9,59019 — xv . 

geschieht wie bei den Tafeln der gewohnlichen 

d^rR^wJ^Z Proportionales) zur Erleichterung 

der Leser in der Anleitung nach- 
lesen, die seiner Loganthmentafel vorge^uckt ist. 

and Sinuslinie in Fig. 274, S. 388, hat unendlich viele Berge 

Kme Eine^jSr^- ? 0 unendhch vide Tangenten an die 

wHli d£l2e nf *’ n "“d unte 45 • ansteigt. 

sdL di Betnlttr" Tal-rechts beriihrt. Die Ab- 

Tangente die Steimiiw sin ^ Ordinate, so daB die gesuchte 

dSos * se?^„ ^ ^ haben sou Nach Satz 8, S. 394, muB aber die Steigung 

sina : a: = cos a;,' d. h. naS (3tT378r“*'*'' Qiadranten sein, fiir den 


( 1 ) 


tgx 


-1 = 0 


GleichuiigTvfff^S 161 Zur transzendenten 

Da * zwisfhm benutzen wir die Eegula talsi (S. 118). 

fiir X denmrt ^ = Uo" ‘"oLTsfa^ 

.= ^-1 

mfi'von * y = berechnen. Zuerst miissen wir das Grad- 

gZZs 7 V> S' ti 1 ^ ■“ Anhang gibt zu l.SsTL 

log tg'77® 48' = 0,6661 , 
log 4,600 = 0,6632 . 

Differenz = log = 0,0119 , 

^= 1,028, !,,= 0,028. 

Wahlen wir dagegen den etwas Meineren Naherungswert = 4,490, so kommt: 
logtgzj = logtg77‘13' = 0,6442, 
logic, = 0,66225 , 

log .^ = 0,9919.-1, 

^^ = 0,982, 0,018. 

V Aer bessere Naherungswert a, = 4494 Ifan 

ftthre die Rechnnng weiter dnrch; man koimnt dann zu^einem Ven^wS 
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4,4934. Genauer lafit sich mit vierstelligen Tafeln nicht rechnen. Das zugehorige 
OradmaJS ist nach Tafel I gleich 257® 27'. Die Steigimg der so bestimmten Tan- 
gente ist cos a; = — 0,2173, wie man ebenfalls berechnen moge. 

2. Beispiel: Nach dem Brechungsgesetze besteht zwischen den spitzen 
Winkeln « imd die ein Lichtstrahl an der Grenze zwischen zwei optisch ver- 
sehiedenen durchsichtigen Stoffen mit der Senkrechten znr Trennungsflache vor 
und nach der Brechung biidet, die Beziehung 


wo n eine von den Stoffen, der Lichtart und der Temperatur abhangige Konstante, 
4er Brechungs index, ist. Handelt es sich urn Lnft und Wasser und um das 
Licht der Natriumlinie des Spektrums bei 18 ® C, so ist n = 1,3336, also- 

sin « = 1,3335 sin ^ . 

Da aber sin « nie grofier als Bins wird, kaim /S einen gewissen groBten Wert nicht 
iiberschreiten. Um diesen, den Winkel der totalen Reflexion, zu finden, 
haben wir § aus sin = 1 : 1,3335 zu berechnen. Man tue dies logarithmisch. Es 
kommt /? = 48® 34' 67". 

3. Beispiel: Wachst der Winkel x von 0 bis n bestandig um dieselbe unend- 
lich kleine GroBe, so ergeben sich unendlich viele Werte von sin a?, deren arith- 
metisches Mittel bestimmt werden soU. Dies ist die auf S. 245 erwahnite Mittel- 
wertaufgabe, deren Loaung wir damals ohne Beweis angaben. Vgl. Fig. 195 auf S. 244, 
in der das Lot Q P = sin a; ist. Nach Satz 8, ebenda, ist der gesuchte Mittelwert: 

n 

m = — /sin xdx. 


Nach S. 236 lassen wir zuerst die obere Grenze des Integrals beliebig, gleich x. Das 
Integral ist dann eine Funktion von x mit dem Differentialquotienten sinac. Da 
— cos X nach Satz 8, S. 394, diesen Diferentialquotienten hat, muB das unbestimmte 
Integral gleich — cos x *f konst, sein, nach Satz 2, S. 213. Weil die untere Grenze 
Null ist, muB es gleich Null sein fiir a; = 0. Also ist die Konstante gleich 1. Setzen 
wir schliefilich fiir x die obere Grenze tt, also cos a; = cos = — 1 ein, so kommt 
m - 2 : 7r = 0,63662, wie auf S. 246 beWptet wurde. 

4. Beispiel: Man berechne ebenso das arithmetische Mittel aller Werte von 
sinx, wenn x von 0 bis J tt wachst. Warum ergibt sich hier derselbe Wert? 

6. Beispiel: Man berechne das arithmetische Mittel aller Werte von cos a?, 
wenn x von 0 bis \n wachst. Warum ergibt sich wieder derselbe Wert? 

6. Beispiel: Wie groB ist die Fl&che zwischen der x-Achse und einem Berg 
der Sinuslinie (siehe Fig. 274, S. 388)? Nach Satz 6, S. 229, hat sie den Wert: 

n 

F = /sin xdx 2 . 


Das zugehiirige Interval! von x hat die Lange tt. Dividieren wir J? hiermit, so geht 
derselbe Wert wie im 3. Beispiel hervor (warum muB das so sein?). 
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7. Bei spiel: Auf wag^rechter Unterlage mhe eine Last von p kg, in deren 
Schwerpunkt 0, siehe Fig, 285, ein Zugseil schrig nacli oben angebracht sei, das 
mit einem Gewicht von r kg gespannt werde; diese Spannung sei durch die Strecke 
OF veranschaulicht. Wir zerlegen sie in ihre wage- 

Vf rechte und senkrechte Komponente 0 U und 0 V. 1st 

I/O P = y, so ist 0 17 = r cos y, OV = r sin Die 
zweite Komponente verringert den Druck, so daB er 
nur (p — ^rsin^)kg betragt. Bedeutet q den Rei bungs - 
p koeffizienten, so ist deshalb (> (p — r sin <p) kg df*s 
/* ^ ^ ^ ^ entgegenwirkende Gewicht. 

^ Die Reibung wird iiberwunden, sobald r cos <r grofier als 

C(p — rsiixip) wild. Die geringste ndtige Zugkraft 
N' ist daher: 


Fig. 283. 


cos <p + p sin <p 


Sie ist verschieden je nach dem Zugwinkel <p. Welcher Zugwinkel ist der vorteil- 
hafteste, d. h. fur welchen spitzen Winkel (p hat r sein Minimum? Da der Zahler q p 
konstant ist, fragen wir nach dem Maximum des Nenners 


2 = cos -h £> sin (p . 

Wir berechnen also 

dz 

— = — sm cp + (I cos (p 

und sehen zu, wann dieser Differentialquotient gleich Null wird (vgl. Satz8, S. 106). 
Offenbar fur tg <p = Die Nebenfigur gibt die Konstruktion des giinstigsten Zug- 
winkels an. Dabei ist p = 0,65 gewahlt, wie es beim langsamen Schleppen von 
Gufieisen auf nasser Eichenholzunterlage der Fall ist. 



Fig. 284. 


8. Bei spiel: Ein Weg von am Breite trifft rechtwinklig 
auf einen von b m Breite, siehe Fig. 284. Wie lang darf eine 
Stange sein, die auf den Wegen wagerecht um die Ecke ge- 
schafft werden soil? Ist dies eine Aufgabe, in der ein Maxi- 
mum Oder ein Minimum gesucht wird? (Vgl. das 7. Beispiel, 
S. 169.) Wir geben die Losung ohne Worte mit Hinweis auf 
Fig. 284 an: 


y = ^ I ^ ^ £y a co s X I sin x 

sin a? cosflf* dx sin* a: cos* a; * 

9. Beispiel: Die Lkngeneinheit eines homogenen Kreisbogens AB vom 
^dius r und von der LEnge 2 I habe die Masse m, Welche Anziehung iibt eine 
in der &eismitte 0 vortadene Masse ^ auf ihn aus? Siehe Fig. 285. Da die An- 
Mehong in der Sjnmmetriegeraden OC stattfindet, kommen nur die zu 0 C parallelen 
Kraftkomponenten in Betracht. Die Llmge von C bis zu irgendeiner Stelle P des 
Bogens sei positiv gerechnet in der Richtung von C nach A. Wir denken uns den 
^gen (wie im 16. Beispiel, S. 269, die Strecke AB) in lauter Teilchen von der Lange 
4 zerleg;t Das bei P Hegende Teflehen hat die Masse mdx, Nach dem 6. Bei- 
apiel, Sr» 142, 'dbt auf diese Masse die Anziehung kfimdx ir^ aus, wo k eine 
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der PfPil^nn ^ iiberzugehen und zwar so, da6 auch 

S 386 nl I i •*” ^ ubergefuhrt wird. Der Satz 3, 

wL Sinus, 

dSi Kotangens ungerade Funktionen sind, lafit sich so aus- 


( 3 ) 


COS gh 


cosJig, 

singrfc smhg, tggfA = — tgJig, ctggh = — ctghg . 

aiif BogenmaB xom^ gh nur bis 

•S 35 ^. ffi Vielfaches 2n^ von 2^ bestimmt 

a^idPT+'-hiliK' goniometrischen Flinktionen unge- 
ar ^ 2n:, wachsen laBt. Wenn 

voninitiSf? ^Wn»kel selbst, sondern ausschlieBlieh fiir ihre 

gomometnschen lunta^ Formeln aufsteUen wollen, brauchen w 
uns um dies additive 2n;t gar nieht zu kiimmern. 

\ beliebige mit Pfeilen versehene Geraden, 
SO durfen mr hiernach ansetzen: 

-h^hJc =:^g]c ^ 
obgleich es eigentlich heifien muBte: 

+ 2 n 71 . 

Insbesondere woUen w annehmen, die dritte Gerade h gehe mit ihrem 
l^teilsiniie durch positive Drehung von A um einen rechten Winkel {\ 7 t) 
hervor. Dann durfen wir setzen, 

so daB wir haben: 

^ gh 7t =1 ^ gh . 

Wieder niufite eigentlich noch auf einer Seite 
2n7t addiert werden, denn wenn z. B. g zu h 
und I so wie in Fig. 287 liegt und die Winkel, 
me hier angegeben, positiv gemessen werden, 
ist gleich ^gh + in, Weil 

/ • ^ 1 - 1 . 7 toner ^gh ^hg gesetzt werden darf 

(eigentlich ^gh =~ ^hg + 2n 7c\ konnen wir also die Gleichunff 
benutzen: 

^ 9 h ^Ji g = ^ 71 . 

Bemnach gilt fiir ^gk und ^ kg das iiber Komplementmnkel Be- 
kaimte, vgl. Satz 4, S.385. Somit ist sin gk=^ cosh g, also nacb (3) 
auch sin ffi = cosgfA, femer cos^fc ^sinfegr, nach (3) mithin 
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cos glc = — sin gh, usw. "Wir bekommen: auf diese Art: 

I singlc=cosgh, co8glc'== — sin gh , 

\ i^gk== — ctggh, ctgg]c=—tggh. 

Diese Formeln, die "wir nachher benutzen wollen, gedten also, wenn 
g und h zwei bebebige mit Pfeilen versehene Geraden sind und die 
dritte Gerade 1c mit ihrem Pfeil aus h durch positive 
Drehung um einen rechten Winkel entsteht. 

Nun mussen w den Begriff der senkreebten Projektion einer 
Strecke einfiihren: Auf irgendeiner Geraden g seien zwei Punkte 
A und B gewSblt. Dann soli die Strecke AB positiv oder negativ 
in Rechnung gesetzt werden, je nachdem die Bewegung von A 
nach B dem Pfeil von g entspricht oder nicht. Die Lote von A. und B 
auf die Gerade h mdgen die Fufipunkte A und B' haben. Die Strecke 
A' B' soil ihrerseits aucb positiv oder negativ genommen werden, je 



Fig. 288. Fig. 289. 

nachdem die Bewegung von A' nach B' dem Pfeil von h entspricht oder 
nicht. Diese Strecke A' B' heiBt die senkrechte Projektion von A B 
auf h. In Fig. 288 r. B. sind A B und A' B' beide positiv, in Fig. 289 
dagegen ist zwar A B positiv, aber A' B' negativ. Die Parallels zu h 
durch . AL schneide B B' in V. Da sie mit g denselben Winkel bUdet wie 
h mit g, ist AT] = AB cos gh und wegen A' B' =A1J also : 

(6) A' B' — AB cos gh. 

Diese Formel stimmt stets auch im Vorzeichen, wie auch immer 
g und h mit ihren Pfeilen gegeben sein miSgen und welches Vorzeichen 
auch immer A B haben mag. Denn in Fig. 288 ist ■^gh spitz, also 
cos gh positiv, einerlei oh -^gh positiv oder negativ ist, weil nach der 
ersten Formel (3) ja cos gh = coshg ist. Also sind alle drei Glieder 
A'B', AB, cos gh im Fall der Fig. 288 positiv, so daU die Vor- 
zeichen stimmen. In dem Fall, wo ■^gh nicht spitz ist, siehe 
Fig. 289, ist cos gh bekanntlicb negativ, siehe (6) auf S. 380; hier 
ist aber auch A' B' negativ, wkhrend AB positiv ist, so daU die Vor- 
zeichen jetzt ebenfalls stimmen. Hatten wir in Fig. 288 oder Fig. 289 
die Bezeichnungen A und B vertauscht, also auch die Bezeichnungen 
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A' und B\ so hatten AB imd A'B' beide das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie bisher, und die Formel (6) andert sich nicht, wenn man 
beiderseits das Minuszeichen vorsetzt. In der Tat also ist der Aus- 
druck (6) der Projektion A'B' von AB stets richtig. 

Satz 10: Die senkrechte Projektion A'B' einer Strecke 
AB einer mit Pfeil versehenen Geraden g auf eine eben- 
falls mit Pfeil versehene Gerade h ist gleich ABcosgh, 
sobald AB und A'B' positiv oder negativ gerechnet wird, 
je nachdem die Bewegung von A nach B und die von A' 
nach B' dem Pfeil auf g und h entspricht oder nicht. 


Fig. 290. Fig. 291. 

Jetzt nehmen wir irgendeinen gebrochenen Linienzug an, der 
sich schlieBt, siehe z. B. ABODE in Fig. 290 oder auch den sich 
selbst iiberschneidenden Linienzug ABODE in Fig. 291. Er moge in 
einem bestimmten Sinn durchlaufen werden, und dementsprechend 
versehen wir seine einzelnen Strecken mit Pfeilen. Werden diese Strecken 
auf eine mit Pfeil versehene G'erade h projiziert, so findet man, daB 
die Summe der Projektionen gleich Null ist, denn z. B. in unseren Figuren 
sind A' B' und E' A' positiv, dagegen B'C', C'D', D' E' negativ. Also: 

Satz 11: Die Summe der Projektionen der Strecken cines 
geschlossenen Linienzuges auf eine Gerade ist stets gleich 
Null. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir 
ein Dreieck ABO, siehe Big. 292. Mit a, h, c 
scien die Seiten B C, OA, AB bezeichnet, ge- 
c messen im Sinn des Umlaufes von A uber B 

y nach 0 und zuriick nach A. Zugleich sollen 

\ a, h, die positiven MaBzahlen der Seiten be- 
deuten. Die Projektion von a auf irgendeine 
mit Pfeil gegebene Gerade h ist dann acosaK 
Nach Satz 11 kommt somit: 

a cos aft + 6 cos h ft + c cos ch == 0 . 





(7) 
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Bedeutet h eine Qerade, die mit ihrem Pfeil aus h durch positive 
Drehung um einen rechten Winkel entsteht, so bekomnit man ebenso 
durch Projektion auf k: 

a oos ak -{-i mshk e cos ck = 0 , 

Nach (5) kann aber hierfiir geschrieben werden: 

(8) a sin ah + h sin hh + cs\n ch = 0 . 

Weil man als Gerade h insbesondere a selbst wahlen diirfte, folgt 
aus (8) wegen sin a a = sin 0=0: 

6 sin & a + c sin a = 0 
Oder, da sin 6 a = — sin a b nach (3) ist: 

& sin a 6 = c sin c a . 

Ebenso kommt, wenn man a, 6, c zyklisch vertauscht, d. h. 
a durch h sowie 6 durch e und c durch a ersetzt: 

c sin & c = a sin a & 

und nach abermaliger zyklischer Vertauschung: 

a sin ca =6 sin J c. 

Aus diesen drci Formeln ergibt sich: 

(9) a : 6 : c = sin 6 c : sin c a : sin a & . 

Die Gleichungen (7) und (8) bleiben mithin richtig, wenn man darin 
a, &, c durch sin 6 c, sin c a, sin a h ersetzt, wie auch immer die Gerade h 
gewahlt spin mag. Also kommt: 

Satz 12: Sind a, &, c, h vier mit Pfeilen versehene 
Geraden der Ebene, so ist stets: 

sin b c cos ah -f sin c a cos 6 A + sin a & cos c = 0 . 

sin b c sin ah -j- sin c a sin & + sin a J sin c A = 0 . 

Allerdings wiirde angenommen, dafi a clen Pfeil von B nach C hin- 

habe, usw. Diese Voraussetzungen sind aber ohne Bedeutung. Denn 

wenn man den Pfeil von a lindert, kommt dies daraiif hinauSi daU alle 
Winkel, die a als einen Schenkel haben, um 7t wachsen oder abnehmen. 
Nach (7), S. 381, andern dabei die zugehSrigen Sinus und Kosinus 
das Vorzeichen. Die Formeln des Satzes 12 bleiben aber unveriindert, 
wenn man cosa/i, sin e a, sin a 6 und sin ah samtlich mit dem Minus- 
zeichen versieht. 
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Bezeichnen wir die positiv gemessenen Innenwinkel des Dreiecks 
ABC mt a, y, sieke meder Fig, 292, so ist der kleinste positive 
Winkel von 6 mit c gleich jr — a, also sin J ^ == sin a, naoh (7), S. 381, 
Fibenso ist sin e a— sin sin a I =siny. Aus (9) folgt somit: 

Satz 13: Die Seitenlangen a, 6, c eines Dreieeks ver- 
halten sick zueinander wie der Sinus der ihnen gegeniiber* 
liegenden Winkel des Dreieeks, in Formel: 

a :l : c = sin a : sin /? : sin y . 

Dies ist der Sinussatz der Tiigonometrie. 

Wir lassen jetzt die Gerade h mit a zusammenfallen. Dann ist 
cos a A =eosO ==1, so dafi aus (7) folgt: 

a + i cos 6 a + c cos a = 0 . , 

Ebenso konmit dnreh zweimalige zyklische Vertauschung von a, 6, c: 
J + c cos c J + a cos a J = 0 , 

+ a cos a c + 6 cos 6 c = 0 . 

Nach (3) ist cos J u = cos a i usw. Wenn wir diese Werte einsetzen, 
daranf die erste Gleickung mit a, die zweite mit 6 und die dritte mit — c 
multiplizieren und dann alle drei addieren, folgt: 

^2 J2 _ ^ ^ 2 a 6 cos a & = 0 . 

Fiir das Dreieck in Fig. 292 bedeutet dies, da y, also 

cosaJ= — cosy nach (7), S. 381, ist: 

Satz 14: Sind a, 6, c die Seitenlangen und a, y die 
Ihnen gegeniiberliegenden Winkel eines Dreieeks, so ist 

= ^2 -j- — 2 ai cos y . 

^ Dies ist der Kosinussatz der Tiigonometrie. Natiirlich ergibt 
sick ebenso: 


a2=fe2^g2_26ccosa, ^ ^2 c a cos p . 

Wir woUen ferner die fiir trigonometrische Rechnungen nbtigen 
goniometnschen Formeln ableiten: 

Drei ganz beliebig gewaklte Winkel mogen x, a/, z keiBen. 
Nehmen wir eme Ger^e Amit einem PfeU an, so konnen wir drei 

^ tliese Winkel bflden, 
^ ^ ^ = y. '5; ck =2 ist. Da ^ J c + <5: c 7i = ^ & A 
^ +2 = y, also ^ J c - 2. Ebenso ist $ca =2 — a, 

^ ab =x — y. Aus Satz 12 ergibt sich somit der 
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Sate 15; Sind x,y,z drei beliebige Winkel, so ist stets: 
sin {y — z) cos x + sin {z — x) cos y + sin (x — y) cos s = 0 , 
sin {y — z) sin x + sin (2 — x) sin j/ + sin (a: — y) sin ^ = 0 . 

Wahlen -wir 2 = 0, so gibt die erste Formel, da sin ( — x) = — sin x, 
cos 0=1 ist : 


(10) sin (a: — y) = sin xcosy — cos a: sin 2 / . 

Ersetzen wir y dutch — y, was wir tun diirfen, da y ein ganz beliebiger 
Winkel ist, so bleibt cos y ungeandert, wahrend sin y dutch — sin y 
zu ersetzen ist. Also folgt: 

(11) sin (a: + ^) = sin a: cos j/ + cos xsiny. 

Wenn wir in (10) und (11) den Winkel x dutch den Komplement- 
winkel — a: ersetzen, kommt nach Satz 4, S. 386: 

(12) cos (x +y) = cos xcosy — sin xsmy , 

(13) cos (x — y) = cos a: cos 2 / + sin a: sin 2 / . 

Nach der ersten Formel (3), S. 378, folgt dutch Division von (11) 
mit (12). ein Ausdruck fur tg {x + y). Wenn vvir darin Zahler und 
Nenner des Bruchs rechts mit cos a; cos ^ dividieren, kommt: 


tg(x + y) = 


tgx + tgy 
1—tgxtgy 


Wenn wir y dutch — y ersetzen und beachten, daU tg ( — y) = — tg 2 / 
nach Satz 3, S. 385, ist, ergibt sich hieraus eine Formel fur tg (a: — y). 
Da ferner nach (2), S. 377, ctg a = 1 : tg a ist, kann man auch leicht 
Formeln fur ctg (a; + 2 /) und btg (a: — y) aufsteUen. So kommt der 


Sate 16; Zur Berechnung der goniometrischen Funktio- 
nen der Summe oder Differenz zweier Winkel aus den 
goniometrischen Funktionen dieser beiden Winkel 
selbst dienen die Formeln: 


sin {x-\-y)= sin a: cos 2 / + cos x sin y. sin {x — y )— sin xcosy — cos x sin y, 
cos (x+y) = cos X cos y — sin x sin y, cos {x — y) = cos a: cos 22 + sin a: sin y. 




tg— , 

l + tgatgj/ 

, _ ctgactg.y+1 


Die links stehenden Formeln geben, wenn man x —y annimmt : 
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Satz 17: Zur Berechnung der goniometrischen Funktio- 
nen des Doppelten eines Winkels aus denen des Winkels 
selbst dienen die Formeln: 

sin 2 a: = 2 sin xcosx, cos 2 a: = cos^a; — sin^x , 
tg2x=:f^. ctg2x=^-=i- 

Werden die Formeln der ersten Zeile in Satz 16 addiert oder sub- 
trahiert, ebenso die der zweiten Zeile, so konunt. 

sin {x +y) sin (x — y) = 2 sin xcosy , 

sin (x + y) — sin (x — y) — 2 cos xsiny , 

cos {x + y) + cos (x — y) = 2 cos xcosy , 

cos {x-\-y) — cos (x — y) = — 2 sin X sin y . 

Wird x-\-y =u, x — y =v, also x = J (m + v) und y — '*') 

gesetzt, so ergibt sick hieraus der 

Satz 18: Um die Summe oder Differenz der Sinus oder 
Kosinus zweier Winkel durch ein Produkt von goniometri- 
sehen Funktionen darzustellen, hat man die Formeln zu 
benutzen: 


sin M + sin t) 


2 sin -- y - cos “ g - ' 
2cosi4lH-sin 


COS + cos tJ = 2 cos - 


Wenn wir die in Satz 17 stehende Formel 
cos 2 a; = cos^aj — sin^x 
zu der bekannten Formel 


1 = cos^x + sin^x , 

vgL (4)/S. 378, addieren oder sie von ihr subtrahieren, finden wir: 
(14) eos^x = \ (1 + cos 2 x) , sin^x == |(1 — cos 2 x) . 

Aus demselben Satz 17 folgt ferner; 

sin 2 a 2 sin x cos x 

1 + cos 2 a; I + cos? a:— sin* x 
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Oder, wenn 1 — sin^a: im’ Nenner rechts durch eos^a: ersetzt mrd: 

sin 2 X sin X . 

^ = = ter ic . 

1 + cos 2 £G COS a; ® 

Ebenso kommt: 


1 — COS 2 a; 
sin 2 X 


= tga:. 


Da ctg K = 1 : tg a: ist, konnen ’wir auch ctg x darch sin 2 x und eos 2 x 
ausdrucken. 'Wenii "wir schlieBlicli 2 x mit w bezeichnen, erhalten wir den 

Satz 19: Um die goniometrischen Funktionen des halben 
Winkels dutch die des ganzen auszudrucken, hat man die 
Formeln zu benutzen: 


sin J M = Vi (1 — cos w), cos | w = Vj (1 + cos w ) , 
smw 1 — cos to 


tgiV): 
Ctg I M) = 


1 + COS w 
1 -h cos w 


sinw; 
sin ID 


sin w 


1 — cos w; 


Wie man sieht, sind der Sinussatz und der Kosinussatz 
der Trigonometric, namlich Satz 13 und 14, sowie die goiiio* 
metrischen Formeln der iibrigen Satze 15 bis 19 eigentlict 
nur Folgen des einen Satzes 12, der sich auf beliebige Tier 
Geraden der Ebene bezieht, denn auBer diesem Satz mirden nur 
aus dem ersten Paragraphen bekannte Eigenschaften der goaio- 
metrischen Funktionen benutzt. Der Sinussatz, nach dein sich die 
Seiten eines Dreieeks wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel wer- 
halten, ist leicht zu merken. Aber auch der Kosinussatz, Man 
denke da namlich zunSchst an ein rechtwinMiges Dreieck mit den 
Katheten a und h und der Hypotenuse c. Fur dieses ist |a naA 
Pythagoras c^=^a^+lK Ist das Dreieck nieht rechtwinklig, d. h. 
ist der e gegeniiber liegende Winkel y kein rechter, so muB 
nur noch merken, daB ein sogenanntes Korrektionsglied nz«- 
tritt, dureh das die Formel auch dann richtig wird, dafi namlich 
2 a6 cos y zu subtrahieren ist. Wieviel man sich von den gom^ 
metrisclien Formeln der Satze 15 his 19 im Eopfe m mer 
hftngt ganz davon ab, wie stark man von ihnen ! 

will Jedenfalls ist es recht nutzheh, wenn man sich 
Formeln des Satzes 16 fiir den Sinus und Kosinus 
Summe zweier Winkel x und y merkt: 

sin (x + 2 /) = sill ^ V ® ^ ’ 

cos (a; +y) ==cosir cosy — sinaysint/. 
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Denn daraus kann man leicht auch sin (x — y) und cos (x — y) sowie 
die Fonneln fiir den Tangens und Kotangens von x + y und x — y 
ableiten. Besonders haufig braueht man die Formeln des 
Satzes 17 fiir sin 2 a; und cos 2 a:. Aber sie ergeben sich sofort aus 
den beiden vorstehenden Formeln, wenn man in ihnen x = y setzt. 

Wer sich die goniometrischen Formeln nicht ins Gedachtnis 
einpragen kann, braueht sich deshalb keinc Sorgo zu machen; im 
Bedarfsfalle blickt man eben auf die Satze 15 bis 19 zuriick, Man mufi 
sich also nur merken, dafi es uberhaupt Formeln fiir die gonio- 
metrische Funktion von Summen (Satz 16) und fiir die 
Summen von goniometrischen Funktionen (Satz 18) sowie 
fiir die goniometrischen Funktionen der doppelten Winkel 
(Satz 17) und die der halben Winkel (Satz 19) gibt. 

11. Beispiel: Wie sielit die Bildkurve der Funktion 

y = sin* z 

aus? Sie verlauft zwischen der a;-Achse und der Geraden ^ = 1. Da sin* a: das- 
selbe wie sm*(a; + 7r) ist, hat y die Poriode tf. Nach (14) ist: 

y = J. — J cos 2 a: . 

Nun hat J cos 2 a; als Bildkurve diejenige Linie, die aus der Kosinuslinie in Fig. 276, 
S. 390, hervorgeht, wenn man von alien Abszissen und Ordinaten die HUlften nimmt. 
Dies gibt die in Fig. 293 gestrichelte Kurve. Die Bildkurve von — Jcos2® geht 
bieraus durch Umklappung urn die i-Achse hervor, siehe die punktierte Linie, Ver- 
schieben wir diese schliefilich noch urn J parallel zur ^-Achse, so ergibt sich die Bild- 
kurve von ^ = sin* a;. Nach dem 6. Beispiel, S. 403, ist die Flachc eines Berges der 
Sinuslinie gleich 2, also auch die eines Berges der Kosinuslinie. Daraus folgt, daB 
die in Fig. 293 geschraffte Flache / gleich 2 : 4 = J ist. Wie groB ist die Flhche 



wischen der Bildkurve von y = sin* a; und der x-Achse von « » 0 hm x= n? Da 
die mchenstiicke a und h zusammen gleich dem Flilchenstttck / sind, ist sie gleich 
der Fmche des Rechtecks mit den Seiten n und J, also gleich | tt. Man kann dies 
Auch rechnerisch finden, deim nach Satz 6, S. 229, ist die FEche das bestimmte 
integral: 

n n 

jAv?xdx = J\\ — \(ioa2x)dx. 

0 0 

Das Integral mit der oberen Grenze a: ist eine Funktion von a: mit dem Differential- 
qnotienten J — }co3 2 a: , und diesen Differentiaiquotienten hat augenscheinlich 
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anch die Funktion Ja; — J sin 2 sc. Hieraus folgt in bekannter Weise: 

n 

^%\V^xdx = I :nr . 

0 

12. Beispiel: Will man das Integral 

X 

y~ J^mji^hxdx 
0 

berechnen, worin h konstant sei, so setzt man nach (14) 
sin^ hx^ \{\ — cos 2 k a) 

und bekommt: 


■/id — cos2ka;) dx. 


Ba Ja; — ^ 8m2fca; denselben Differentialquotienten hat, ergibt sich: 


13. Beispiel: Urn 


y =z\x — ~sin2fca:. 


y ^ f cos* hx dx 


aus dem letzten Ergebnis abzuleiten, setzen wir ffir cos® Jc x den Wert 1 — sin® k x 
ein. Dann wird 


= — sin® kx) dx . 


Nach Satz 6, S. 237, kommt daher: 


y = ^y^sin® j!ca;da;=i a —- Ja;+ ~sin2fca:« ^sin2fca. 


14. Beispiel: Wenn k und I Konstanten sind, soU das Integral 




sin ^ a; cos Ire do; 


berechnet werden, Nach der ersten Formel des Satzes 18 verwandeln wir das Prodokt 
sin A: a; cos i a; in eine Summe. Wir setzen also kx 1 ( 1 ^ 4 . v) und lx « J (w — v), 
d. h, u == (k+ l)x und v = {k — l)x und finden: 

sinka!C0sla;= 4sin(fc+ I)a:+ J sin (& — I) a; . 


Aehtes Kafitel: Die KreisfunUionen. 


Nach Satz 6, S. 237, ist daher: 

X X 

y- J' I sin {k l)xdx-\- J* Jsin (k~-l)xdx, 

0 0 

Nun hat cos (A; + l)x den Differentialquotienten — (jfc + 1) sin (k + 1) x. Das erste 
Integral hat folglich denselben Differentialquotienten wie die Funktion 

und da diese Funktion fiir a; = 0 den Wert — 1 : 2 (A: -f 1) annimmt, hat das ersto 
Integral den Wert: 

1 — cos (A: + l)x 

WlkTT) 

In entsprechender Art herechnet man das zweite. SchlieBlich kommt: 


sin ka; cos Ixdx = 


l — cos(k~^l)x 1 — cos (k — l)x 
2(k+l) 2(k-~0 


Ist die obere Grenze x-2n und sind k und I insbesondere ganze positive Zahlen^ 
so ist cos (A; + Z) a; = cos 2 (k + I ) n, also gleich dem Kosinus eines ganzen Viel- 
fachen von 2 n, daher gleich Eins. Dasselbe gilt dann von cos (A; —• 2 ) a;. Somit ist 

2 n 

(16) ^sinkxcoslxdx = 0 1 

0 

wenn k und I ganze positive Zahlen sind. AUerdings ist dieser SchluB nicht 
erlaubt, wenn k — 2=0 ist, weil k — 2 vorhin in einem Nenner vorkam. In diesem 
Fall benutzen wir die erste Formel des Satzes 17 und erhalten: 


^sinlcx coskxdx = ^\sm2Jcxdx 


-cos 2 kx 
4ck 


Ist wieder die obere Grenze x=2n und k eine ganze Zahl, so wird cos 2kx 
= cos4A;7r = 1, mithin das Integral gleich Null, so daB (15) auch ffir jfc « 2 gilt 

16. Beispiel: In derselben Art berechne man die Formeln: 


'sin ka; sin 2 a; da; = 


sin (k 4- 2) a; sin (k — l)x 

2(A;+2) 


ftmkxcMlxdx- I sm(k — l)x 

y cos** COM* d*- 2(*+0 + 2(fc-I) 

0 

Sie sind unbrauchbar, wenn k = 2 oder & = — 2 ist In diesen FiHen liegen die schon 
im 12. und 13. Beispiel behandelten Integrale vor. Ist die obere Grenze 2n 



und sind k und I zwei verschiedene ganze positive Zahlen, so sind sin (/: -f 1) x oder 
sin 2 (k 4- 1) n und sin {k Oder sin 2(k — l)n als Sinus von ganzen Vielfachen 
von 2 n gleich Null Daher konimt : 

2 71 2 71 

(16) ^ sinkx $m Ixdx -■ 0 , ^coskxcoslxdx == 0, 

0 0 

sobald k und I zwei verschiedene ganze positive Zahlen sind. Im Fall 
k = I dagegen kommt nach dem 12. und 13. Beispiel: 


i mi^k xdx ~ 




cos* kxdx— 7r4--;^sin4fc7T. 

4 K 


Ba k eine ganze Zahl ist, wird sin4fenr = 0. Also folgt: 


i sin* kxdx 


.a 7» 

~ Tjr , ycos* k 


X dx — TT , 


wenn k eine ganze positive Zahl ist, 

16. Beispiel: Um das Integral 

X 

^ysin (a: + k) sin (x + 0 dz 
0 

zu berechnen, worin k und I irgendwelche Konstanten bedeuten sollen, wenden wir 
die letzte Formel des Satzes 18 an, indem wir a; + A: = J (w + v) und a; + 1 
= J (u — v), also u = 2x+/c + Z, v = k — I setzen, so dafi kommt: 

sin (X + k) sin (a; + I) = — J cos (2 a: + 4- 0 + i cos (A — ?) . 

Nach Satz 6, S. 237, ist daher: 

* a; aj 

ysin (x + k) sin {x+ l)dx = ~^i<sos[2x+ k + 1) dx + cos {k—l) dx. 

0 0 0 
Der Integrand des letzten Integrals ist konstant, das Integral also i x cos (k — 1). 
Da femer sin (2 a + I: + 1) den Differentialquotienten 2 cos (2 a + k + 1) hat, ist 
das erste Integral gleich i sin (2 a + A: + 1) — J sin (k + 1). Also ergibt sich: 

SB 

(a 4 sin (a: 4 1) dx J sin (2 a: 4 k + 1) 4 ^ ^ uos (k — i) 4 i sin (ifc 4 0 • 

n 


§ 3. Periodisch© Vorginge. 

Bei den goniometrischen Funktionen haben wir zum erstenmal eine 
Periodizitat wahrgenommen (siehe S. 384). Viele Naturerscheinungen 
sind periodisch, da sie regelmS.Big nach Ablauf derselben Zeitspanne, 

Scheffers, Lehrbuch d. Mathematlk. 07 
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ihrer Peri ode, wiederkehren. Auch in der Technik gewahrt man viele 
periodische Vorgange. Man baut die Maschinen so, daB sie eine 
periodisch wiederkehrende Arbeit leisten. Bekanntlich bezeichnet man 

in diesem Fall eine Periode 



it 

W: 

V/' 


auch als eine Tour. Die 
X Tourenzahl einer Maschine 
V ist die Anzahl der in der 
X Zeiteinheit, z. B. einer Mi- 

o 

[ ^ I 1 


nute, enthaltenen Perioden. 


Fig. 294. Bgj ^gj. mathematischen 

Behandlung periodischer V or- 
gange treten periodische Funktionen auf. Eine Funktion i{x) 
heiBt periodisch mit der Periode a, wenn es eine von Null ver- 
schiedene Konstante a derart gibt, daB fur jeden Wert von x 

( 1 ) f{x-\-a)—f{x) 

ist. Stellt man die Funktion graphisch dar, so heiBt dies: Eine Kurve 
ist periodisch langs der a:-Achse, wenn es eine von Null verschiedene 
Konstante a derart gibt, daB die Kurve bei einer Verschiebung langs 
der a:-Achse um die Strecke a wieder in sich iibcrgeht. DaB der Fall 
a = 0 gar nicht in Betracht kommt, leuchtet ein. Die Kurve besteht 
aus lauter kongruenten Stucken, siehe Fig. 294; jedes einzelne geht bei 
der Verschiebung in das folgende iiber. Der Gesamtverlauf der Kurve 
ist bekannt, sobald man nur ihren Verlauf von a: = 0 bis a: = a kennt. 
Die Kurve geht auch dann in sich uber, wenn man sie langs der Ab- 
ssdssenachse um 2 a, 3 a usw. oder um — u, — 2 a usw., d. h. riickwarts, 
verschiebt. Zugleich mit a ist daher jedes positive oder 
negative ganze Vielfache von a eine Periode. Man nennt 
deshalb a die wesentliche Periode, wahrend 2 a, 3 a usw. sowie 
— a, —2a usw. unwesentliche, d. h. selbstverstandlich dann eben- 
falls vorhandener Perioden sind. Auch erkennt man: Immer darf ange- 
nommen werden, daB die Periode a positiv sei, denn wenn a negativ 
ware, kdnnte man ja — a als die wesenthche Periode erklaren. SchlieB- 
lich leuchtet noch ein: Ist die Funktion in der Periode von a:=0 
bis x—a stetig, so ist sie iiberall stetig. 

Wir wissen, daB sin a:, cos a:, tga:, ctgx die Periode 2 3 t haben, 
aber auch, daB dies nur bei sin x und cos x die wesentliche Periode ist, 
denn tga: und ctga: haben die halb so groBe Periode ar als wesentliche 
Periode, vgl. Satz 2, S. 384. 

Nehmen wir an, eine Funktion y—f{x) habe sowohl die 
Periode a als auch die Periode 6. Beide Perioden diirfen wir 
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positiv voraussetzen. Die Bildkurve geht dann bei der Verschiebung 
langs der Abszissenachse in sich uber, wenn die VerscMebungestrecke 
ein gauzes Vielfaches von a oder von h ist, also auch, wenn diese Strecke 
gleich m a -f- n b ist, wo m und n irgendwelche ganze Zahlen sind. Von 
den boidcn Pcrioden a und 6 sei etwa a die groBere. Dann ist auch a — b 
eine Periodc, ebenso a — 2 b, a — 3 & usw. Wir wollen nun b so oft 
von a abziehen, bis ein positive! Rest e verbleibt, der kleiner als b ist. 
Da c die Form a — nb hat, ist dann c ebenfalls eine Periode. Nun ziehen 
wir wieder c von b so oft ab, bis ein positive! Rest d kleiner als n ver- 
bleibt, der ebenfalls eine Periode ist. So kbnnen wir fortfahren. Auf 
diesem Wege wiirden wir zu immer klcineren Perioden gelangen und 
zwar zu Perioden, die nach Null strcbcn, wenn nicht noch eine andere 
Mdglichkcit vorhanden ware: cs konnte sich einmal der Rest Null er- 
geben. Wenn z. B. d — 0 ist, bedeutet dies, daB e in b aufgeht, d. h. 
h ein gauzes Vielfaches von c ist. Da von a die Periode b so oft abge- 
zogen wurde, bis c iibrigblieb, ist dann a die Summe aus c und einem 
ganzcn Vielfachen von &, d. h. auch a ist ein ganzes Vielfaches 
von c. Dieselbe SchluBwcise rlickwarts kann man immer machen, 
sobald cinuial der Rest Null auftritt, d. h. dann sind a und 6 
ganze Vielfachc einer kleinercn Periode, die also die cinzigc wesent- 
liche Periode ist. 

Dies gilt, wic gcsagt, wenn einmal der Rest Null vorkommt. Andern- 
falls hat sich gezeigt, daB der Funktion / (x) Perioden h zukommen 
miissen, die nach Null streben. Da dann fiir jedes x und fiir jede 
dieser Perioden f{x+}i) =:f{x) ist, besteht die Gleichung 

f(x + h) — fix) _ ^ 
h ' 

und da h nach Null strebt, ist 

^ 0 . 

ii=o h 

Hier steht links nach S. 68, 69 der Differcntialquoticnt von /(a); der 
sonst A X genanntc Zuwachs von a- ist mit h bezeichnet. Somit hat 
f(x) den Differentialquotienten Null und ist also konstant. 

Insgesamt hat sich dahcr crgcbcn: 

Satz 20: Eine Funktion' /(^). di® nicht blofi eine Kon- 
stante ist, kann hbchstens eine wesentliche Periode haben. 

Nur nebcnbci erwahncn wir, daB man die wesentliche Periode auch 
die primitive Periode 'nennt. 

Wenn man die Bildkurve ciner periodischen Funktion, siehe Fig. 294, 

27 * 
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parallel ziir ic-Achse verschiebt, bleibt sie augenscheinlich periodisch mit 
derselben Periode. Rechnerisch driickt sich diese Verschiebung dadurch 
aus, dafi man x durch x + konst, ersetzt. Ferner: Wenn man alle Ordi- 
naten der Kurve mit derselben GroCe multipliziert, d. h. wenn man 
eine affine Kurve (S. 88) herstellt, wobei die .r-Achse die Affinitats- 
achse ist, geht offensichtlich auch wieder e^ne periodische Kurve mit 
derselben Periode hervor. Deshalb ist mit f{x) auch Af(x +C) eine 
periodische Funktion von der Periode a, wie auch die Konstanten A 
und C gewahlt sein mogen. Dasselbe ergibt sich analytisch so: Wenn 
(1) fiir alle Werte von x gilt, ist offenbar 

Af{x+ci) =^Af{x), 

und da man statt x auch x setzen darf, folgt : 

Af(x+G + a)=:^Af(x +C). 

Wird nun die Funktion Af{x+C) von x mit F{x) bezeichnet, so ist 
F{x +a) = A/(ic + C), so dafi die Gleichung zeigt, da6 F{x +a) 
= F{x) ist, also F(x) die Periode a hat. 

Was ergibt sich nun aus der periodischen Kurve in Fig. 294, wenn 
man alle Abszisson mit derselben Konstante multipliziert? Nimmt 
man z. B. alle Abszissen n-nial so gro6 wie bisher an, so wird die Kurve 
in. der Eichtung der a:-Achse mehr gestreckt, d. h. die Kurve bleibt peri- 
odisch, aber die Periode wird n-mal so groB, also gleich n a. Aber jetzt 
sind die alten Abszissen x nur noch die n-ten Teile der neuen, d. h. 
statt y = f{x) ist jetzt 

die Funktion, deren Bild die mehr langs der Abszissenachse gestreckte 
Kurve darstellt. Wir schlieBen also: Hat f(x) die Periode a, so hat 
diese neue Funktion die Periode n a, vorausgesctzt, daB n eine Zon- 
stante ist. Bezeichnen wir 1 : n mit B, so konnen wir also sagen: Hav 
f (x) die Periode a, so hat / {B x) die Periode a : B. Auch dies ist 
leicht analytisch dargetan: Wenn in (1) statt x der Wert Bx gesetzt 
wird, kommt: 

f(Bx+a)=i{Bx), 
und hierfiir kann man sehreiben: 

f[B{x+^)]=f(Bx). 

Kechts steht die Funktion / (B x), links steht dieselbe, aber nicht fiir 
den Wert x, sondern fiir den Wert 
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der unabhangigen Veranderlichen. Also besagt die Gleichung, daB 
/ (B x) in der Tat die Periode a : B hat. 

Vorhin sahen wir, daB eine Funktion ihre Periode a behalt, wean 
man x um irgendeine Konstante’ C vermehrt und die Funktion mit 
irgendeiner Konstante A multipliziert. Fassen wir dies mit dem letzten 
Ergebnisse zusammen, d. h. ersetzen wir auch noch x durch Bx, vro B 
eine Konstante sei, so folgt: 

Satz 21: Hat eine Funktion f(x) die Periode a, so hat 
die Funktion 

A f {Bx A-C) , 

in der A, B, C irgendwelche Konstanten bedeuten, die 
Periode a :B. Dabei wird B 4= 0 vorausgesetzt. 

Die Voraussetzung B 4=0 ist nbtig, weil sonst die neue Funktion 
bloB eine Konstante ware. 

Einige Beispiele: Da sin a: die Periode 2 n hat, kommt der Funktion 
sin 2 X die Periode n zu. Da tg x die Periode n hat, kommt der Funk- 
tion tg (i zr — x), die ja nach Satz 3, S. 385, gleich — tg (a: — | ai) ist, 
dieselbe Periode zu. In der Tat ist tg ar — x) nach Satz 4, S. 385, 
gleich ctga;, und wir wissen, daB ctga: die Periode n hat. Ferner: 
tg ^ a: hat die Periode 2 ji, weU tg x die Periode jt hat. 

In den Naturwissenschaften und in der Technik tritt insbesondere 
haufig die Uberall stetige periodisehe Funktion 

(2) y = A sin (B a: + 0) 

auf, worin A, B, 0 Konstanten bedeuten. Zwar kommt auch die 
Funktion A cos (B a: -f C) oft ror; sie laBt sich aber nach Satz 4, 
S. 385, in der Form A sin (J Jt—Bx — C) oder A sin(— Ba: -f-Jat —C) 
durch den Sinus ausdrucken. 

Was nun die Funktion (2) betriffit, so konnen darin die Konstanten 
A, B, C positive oder negative Werte haben. Aber man erkennt leicht, 
daB wir doch nicht alle Mftglichkeiten zu beriicksichtigen brauchen. 
Ware namlich B negativ, so wUrden wir y ~ — A sin ( — Bx — C) 
statt (2) schreiben, was ja nach Satz 3, S. 386, dasselbe ist, und Her 
ware der konstante Faktor von x, namlich — B, nun doch positiv. Also 
durfen wir immer B positiv aunehmen. Ware ferner die Kon- 
stante A negativ, so wiirden wir y = — A sin (B a: -f- C -f- zr) statt (2) 
schreiben, was ja nach (7), S. 381, dasselbe ist. Hier aber ware der 
zuerst stehende konstante Faktor — A nun doch positiv. Mithin 
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diirfen wir auch A imrner positiv annehmen. Schliefilich 
konnen wir auch in bezug auf die dritte Konstante C eine Einschran- 
kung machen: Da der Sinus die Periode hat, laBt sich namlich 

(2) auch so darstellen: 

y =Asin(Bx -\-C +2nTc) , 

wobei n irgendeine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Also 
tritt jetzt C 4- 2 M an die Stelle von C. Wenn man aber zu C hin- 
reichend viele ganze Vielfache von 2 n addiert oder subtrahiert, kann 
man immer erreichen, daB C + 2.w zwischen 0 und — 2 itt liegt. Somit 
diirfen wir annehmen, daB die letzte Konstante C in (2) negativ 
sei und ihr absoluter Betrag 2jr nicht iibersteige. Insgesamt 
dUrfen wir also diese drei Voraussetzungen machen: 

A>0, B>0, —2n^C^0. 

Von den Annahmen ^ = 0 und J5 =0 ist aus offensichtlichem Grand 
abzusehen. 

Weil sin x die Periode 2 n hat, kommt der Funktion (2) nach 
Satz 21 die Periode 2 n:B zu. Wegen B > 0 ist sie positiv. Wir 
bezeichnen sie von jetzt an mit T, setzen also B = 2n:T. Ferner ist 
— C nach den gemachten Voraussetzungen zwischen 0 und 2n ent- 
halten, folglich —C:2n eine zwischen 0 und 1 gelegene Konstante. 
VTu- bezeichnen diese mit p, setzen also C = — 2 w p. Alsdann 
nimmt die Funktion (2) die folgende Form an: 

y =Asm{^x-27ti^, 

d. h. 

(3) y=A sin j^27r , woJ.>0, T>0,0gpSl ist. 

Uiisere Aufgabe soli es nun sein, den Verlauf dieser oft in den Natur- 
wissenschaften und in der Technik vorkommenden Funktion genauer zu 
untersuchen. 

Hire Bildkurve geht aus der Sinuslinie (siehe Fig. 274, S. 388) so 
hervor: Alle Abszissen x werden im MaBstabe 2 jt : T verkleinert, so 
daB die neuen Abszissen zu den aJten im Verhaltnisse von T m 27 t 
stehen. Darauf werden alle Abszissen um p T vergroBert, d. h. man 
scMebt die Kurve langs der x-Achse um das Sttick p T vorwilrts. 

' SchlieBlich multipliziert man alle Ordinaten mit A, Deshalb hat die 
Bildkurve von (3) im groBen und ganzen ahnJiche Merkmale wie die 
Sinuslinie, namlich ihre Symmetrien und ihre Wellenform. Wir be- 
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zeichnen sie daher als eine Sinuswelle, obgleich man sie meistens 
ebenfalls eine Sinuslinie nennt. Zur Vermeidung von Verwechslungen. 
wollen wir jedoch dies nicht tun. Die Sinuslinie soil also in. 
diesem Buche immer nur diejenige besondere Sinuswelle 
sein, die sich als Bildkurve von y = sin x, also aus (3) 
fiir A=l, T—27t,p=0 ergibt, und zwar im Falle gleiehear 
X- und J/-Einheiten. 


( 4 ) 


Die Funktion (3) hat den Differentialquotienten: 


dz 




Mit seiner Hilfe bestimmt man nach Satz 8, S. 106, die Gipf el 
und Talpunkte der Sinuswelle. Als Knotenpunkte bezeichnet; 
man die Schnittpunkte mit der Abszissenachse, und zwar heifien sie 
aufsteigende oder absteigende Knoten, je nachdem ihnen eine positive 
Oder negative Steigung zukommt. Die folgende Tafel gibt eme 
t}bersicht. 


Sinuswelle. 


y = J.sin 

(^4>0, T'>0,Og_p§l,neine ganze Zahl) 



X 

y 

steigung 

Aufsteigende Knoten 

{n+ f)T 

0 


Gipfelpunkte . . . 

(n + i +p) 2’ 

A 

0 

Absteigende Knoten 

{n+i+p)T 

0 


Talpunkte .... 

(n + 1 + p) 2’ 


0 


Die GrOBe .4, die Hohe der Wellenberge und Tiefe der WellentSler, 
heifit die Wellenhohe oder Amplitude. Die Periode T heiBt die 
Wellenlange; sie ist nSmlich gleich der langs der Abszissenachse 
gemessenen Lange eines Wellenberges und Wellentales, d. h. die En.t:- 
fernung von eineni aufsteigenden Knotenpunkte zum hachsten. Neben.- 
bei bemerkt sind die Knotenpunkte Wendepunkte (S. 143). 

Diejenige Sinuswelle, bei der p = 0 ist: 
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hat im Anfangspunkte einen aufsteigenden Knotenpunkt, wahrend der 
erste auf der positiven x-Achse liegende aufsteigende Knotenpunkt 
der Sinuswelle (3) die Abszisse p T hat. Beide Sinuswellen sind kon- 
gruent; die Sinuswelle (3) geht aus der Sinuswelle (5) dutch Verschie- 
bung um die Strecke p T langs der positiven x-Achse hervor. Man er- 
innere sich daran, da6 p zwaschcn 0 und 1 liegt. Demnach gibt p den 
Bruchteil der Wellenlange an, uni den die Sinuswelle (3j gegeniiber der 
Sinuswelle (5) vorangeht, d. h. nach der positiven Richtung der 

a;-Achsc bin verschoben ist. Diese zwischen 
0 und 1 gelegene ZahJ p heifit die Phase, 
was nach dem Griechischen Erscheinung be- 
deutet. 

Die Gestalt der Sinuswelle hangt nur 
von dem Verhaltnis der WelJenhohe oder 
Amplitude A zur Wellenlange P ab. Da 2 n: M : T die Steigung in 
einem aufsteigenden Knoten ist, ergibt sich die Tangente K L eines 
derartigen Punktes K in Fig. 295, indem man die Wellenhohe QR 
des naehsten Gipfels G im Verhaltnis zu 1 vergroCert, denn die 

Strecke K H ist gleich J T. 

Zu der Funktion (3), deren Bild 
eine Sinuswelle ist, komrat man nun 
auch dutch folgende Betrachtung: Ein 
Punkt Q moge einen Kreis um einen 
Punkt 0 mit gegebenem Radius r 
gleichfbrmig beschreiben, d. h. so, 
daU er in gleichen Zeiten gleiche Bogen 
zuriicklegt. Die Zeit eines ganzen Um- 
laufes sei T. Der Sinn der Bewegung 
entspreche der positiven Drehung. Durch 
den Kreismittelpunkt werde eine Gerade 
g gezogen. Nun moge das Lot von Q 
auf g gefallt werden. Wahrend Q be- 
standig den Punkt 0 umkreist, macht der FuBpunkt P dieses 
Lotes auf- und abgehende Bewegungen auf g, indem er den auf g 
gelegenen Durchmesser hin und her durchlauft, siehe Fig. 296. Man 
sagt, daB Q einfache Schwingungen langs g um die Null-Lage 0 
herum ausfiihre. Um sie rechnerisch auszudriicken, geben wir der 
Geradengr einen Pfeil; die Strecke 0 P auf gf soil dann positiv oder nega- 
tiv gerechnet werden, je nachdem der Sinn von 0 nach P der des Pfeils 
ist Oder nicht. Diese Strecke sei y genannt, also die Gerade g als eine 
y-Achse aufgefaBt. Die Anfangslage von Q sei durch den positiven 




Fig. 295. 
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Winkel a festgelegt, den 0 Qq beschreiben miiB, um in die Strecke 
OR l.g iiberzugehen. Dabei sei 0 R diejenige der beiden mbglichen 
Strecken, die bei positiver Drehung uni einen rechten Winkel in die 
positive Halfte der i/-Aclise verwandelt wird. Ferner sei <p der Winkel, 
den der Kadiiis 0 Qq in der Zeit t bis zu einer beliebigen Lage 0 Q 
zurucklegt. Sowohl a als auch (p sei im BogenmaB gemessen. Die 
Strecke OP =y ist die Projektion von 0 Q auf die y-Achse, also 
gleich r cos {^n—(p+ a), denn offenbar ist ^QOP — (p +a, 
Nach Satz 4, S. 385, kommt daher y^rsm{q) — a). Wegen der 
Gleichformigkeit der Drehung von Q um 0 ist ferner (p :2n : T. 

d. h. f ■=:: 2 Tit : T. Der Winkel a liegt zwischen 0 und 2 xc, also 
ist a : 2 7T eine zwischen 0 und 1 gelegene Konstante. Sie sei mit p 
bezeiclinet. Nunmehr haben wir: 

(6) !/ =r sin — =r sin 1^271 • 

Dies aber ist wieder die Funktion (3), nur steht r statt A, und 
die unabhiingige Veranderliche ist jetzt die Zeit t, nicht 
eine Strecke x. Diescr Zusammenhang kann so erlautert werden: 

Photographiert man die Bewegung des in Fig. 296 schwingenden 
Punktes P wie bei einer Filmaufnahme in kurzen, gleich langen Zeit- 
absehnitten A t und wicft man die Bilder dann nicht wie bei der 
Vorfuhrung cincs P’ilras nachcinander auf dieselbe Stelle, sondern 
setzt man sie nebeneinandcr in kurzen, gleichen Abstanden A x = At, 
so dafi man alle Bilder gleich- 
zeitig betrachten kann, so ist 
der Ort der Punkte P die 
vorhin betrachtete Sinuswelle 
mit der Amplitude A —r. 

Dies wird dureh Fig. 297 er- 
lautert, worin links zwOlf 
regelraaBig auf dem Kreis um 
0 angeordnete Punkte Q ge- 
wahlt und die zugehOrigen Punkte P gezeichnet sind, wahrend rechts 
die zwolf Strecken OP nebeneinandcr in gleichen Abstanden stehen. 

Bei den durch das Gesetz (6) ausgedruckten einfachen Schwin- 
gv.ngen eines Punktes P um eine Null-Lage 0 auf einer Geraden g 
heiUt r wieder die Amplitude oder auch die Schwingungsweite. 
Die Zeit T heiBt die Schwingungsdauer. Obwohl die Schwin- 
gungen sich bestandig wiederholen, also andauern, versteht man eben 
unter T nur die Zeit, die eine ganze' Schwingung hin und her 
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erfordert, also die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden grSfiten 
AusseMagen nach derselben Seite bin oder das Doppelte der Zeit 
zwischen zwei aufeinaxideriolgenden Null-Lagen. Wie friiher wird p 
die Phase genannt. Sie gibt jetzt an, um welchen Bruchteil der 
Schwingungsdauer T die Bewegung vor denjenigen einfachen Schwin- 
gungen voraus ist, bei denen sich der Punkt gerade zur Zeit t=0in 
der NuU-Lage befindet und von da nach der positiven Seite von g 
hinstrebt. Der Differentialquotient iy-.dt stellt jetzt nach S. 70 
die Geschwindigkeit e der Bewegung dar. An Stelle der Tafel 
auf S. 423 gilt also jetzt diese: 

Einfache Schwingungen. 

2/=rsin[27r(-^-pj , v=^cos — pjj 

(r > 0, y > 0, 0 S p ^ 1, n eine ganze Zahl) 

====================3===^^ !| * I V I ® 

Null-Lagen niit positivem Fortschritt 

GroBte positive Aussehlage 

Null-Lagen mit negativem Fortschritt 

GroBte negative Aussehlage 

In Fig. 296 ist auch die Geschwindigkeit v graphisch dargestellt. 
Die Geschwindigkeit 

0) ^J = -^~COS 2nr(^Y — 

la6t sich namlich auch mittels des Sinus so ausdriicken: 

(8) « = ^-sin[2 7r|^.l_p+|jj, 

und diese Funktion von hat dieselbe Form wie die Funktion y von t 
in (6), nur ist r durch 2nr : T und p durch p — | zu ersetzen. Wenn 
man also die Geschwindigkeit v des auf der ^-Achse schwingenden 
Punktes P durch eine Strecke OP' auf dieser Achse darstellen wUl^ 
gemessen mit derselben Langeneinheit, mit der r gemessen wird, kann 
man zu diesem Zweek einen ebenfalls gleichformig um 0 auf einem Kreis 
herumgehenden Punkt Q' benutzen. Der Radius r' dieses Kreises muB 
gleich 2 7tT :T gewahit werden, und wieder ist T die Zeit eines Um- 


(n+p)r 0 ~ 

(n + 1 + p) T r 0 

(n-fJ + p)T 0 

(n -f f + p) T — r 0 
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laufes urn 0 herum. Weil 'p durch p — I ersetzt werden mu 6 , ist aber 
der Radius r' =:^0Q' derjenige, der aus dem "Radius r = 0Q durch eine 
positive Drehung um einen rechten Winkel hervorgeht. 

Man kann sich ^QOQ' als starren rechten Winkel 

denken. Wenn er sich gleichfdrmig um 0 dreht, macht / 

die Projektion P von Q auf g einfache Schwingungen, | 

deren jeweilige Geschwindigkeit durch die Projektion V // 

OF' von OQ' dargestellt wird. 

SchlieUlich sei noch bemerkt, daB 2 5 T::r die ! 

Winkelgeschwindigkeit der Drehung von Q um 0 li 

heiBt, weil eine voile Umdiehung 2 in der Zeit T j 

zuriickgelegt wird. ^ ! 

1. Bei spiel: I)as Schubkurbelgetriebe besteht im we- j 

sentlichen aus einern sich um einen Punkt 0 drehenden Stab /; 

OQ = r, dem Kurbelradius, an den im Kurbelzapfen Q ein j 

zweiter Stab QV = I, die Schubstangc, mittels eines Gelenkes j 

gekniipft ist; ferner ist die Schubstange in U durch ein Gelenk jJi 

mit der Kolbenstange verbunden, die sich langs einer durch 0 lir 

gehenden Geraden g hin und her bewegen kann. Siehe Fig. 208. 

Dreht sich § um 0 einmal herum, so beschreibt das Kolbenende 

U cine gewisse in der Figur angegebene Streckc auf g oinmal hin 

und her. Ist die Bewegung von Q um 0 insbesondere gleichfdrmig, 

so fiihrt der Fufipunkt P des Lotes von Q auf g einfache Schwin- p. 

gungen aus. Wenn nun die Schubstange I verglichen mit dem 

Kurbelradius r sehr lang ist, wird V P nahezu gleich der kon- 

stanten LSnge I von U Q sein. Deshalb beschreibt dann das Kolbenende U nahezu 

einfache Schwingungen, und zwar um einen Punkt M herum, dcssen Ermittelung aus 

der Figur ersichtlich ist. * 


Wir wollen jetzt annehmen, da 6 sich 
mehrere Punkte Q, z. B. in Fig. 299 drei 
Punkte Qi, Q^, gleichformig auf Kreisen 

um einen festen Punkt 0 herumbewegen / / \\ 

und zwar so, dafi alle zu einera Umlaul die- j / \ 1 11 

selbe Zeit T brauchen. Die Radien dei Jj jj 

Kreise seien r,, r,, r^. Dann leuchtet ein, VT' J j 

dafi die sich um 0 drehenden Radien OQ,, ^ y/ 

0Q2,0Q3 immer dieselbc gegenseitige Lage 
behalten, sich also so bewegen, als ob sie 
Starr miteinander verbunden wkren. Wir 099 . 

bilden nun so, wie man die Mittelkraft 

raehrerer an derselben Stellc angreifenden Kriifte bestimmt, ein Viel- 
eck, indem wir an 0 Qi in cine Strccke parallel und gleich 0 
setzen, an ihren Endpunkt eine Strecke parallel und gleich OQ3. Da- 
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dureh kommen wir zu einem Punkt Q. SchlieBlich verbinden wir 
Q geradliiiig mit 0. Dadurch ist ein geschlosseaes Vieleek hergestellt 
worden, und es ist klar, daS es sich an Gestalt und GroBe nicht andert, 
wenn die Punkte Q^, Qg ihre gleichformigen Drehungen um 0 maehen. 
Das Vieleek nimmt also an dieser Drehung teil. Von Q^, und Q 
fallen wir nun die Lote auf eine dmeh 0 gehende Gerade g. Die FuB- 
punkte seien und P. Diese Punkte vollfuhren einfache 

Schwingungen langs g mit derselben Schwingungsdauer T. Nach Satz 11 , 
S. 408, ist die Summe der Projektionen der Seiten dcs geschlossenen 
Vielecks auf die Gerade g gleich Null, vorausgesetzt, daB das Vieleek 
in einheitlichem Sinn, etwa in dem von 0 naeh Qi, durehlaufen wird und 
daB die Projektionen mit Vorzeiehen gemessen werden, naehdem man 
der Geraden g dutch einen Pfeil einen positiven Fortschreitungssinn 
gegeben hat. Da nun die zweite und dritte Seite des Vielecks parallel 
und gleich 0 und 0 sind, leuehtet ein, daB die Projektionen der drei 
ersten Seiten gleich DP^, 0 P^ und 0 P 3 sind. Die Projektion der vierten 
Seite ist gleich P 0, also gleich — OP, und nach dem erwahnten Satz 
kommt also: 

OP = OP^+OP^ + OP^. 

Das Entsprechende ergibt sich bei Annahme von mehr als drei Punkten 
Qv Qsf Qa- Deshalb gilt der 

Satz 32 ; Maehen mehrere Punkte Pj, Pj, ..., P„ langs einer 
mit Pfeil versehenen Geraden g einfache Schwingungen von 

gleicher Schwingungsdauer um 
dieselbe Null-Lage 0 herum, so 
vollfiihrt derjenige Punkt P der 
Geraden g, der sich bei gehoriger 
Beachtung der Vorzeiehen aus 

OP=OPi+OP, + --- + OPn 

ergibt, ebenfalls einfache Schwin- 
gungen von derselben Sehwin- 
gungsdauer um dieselbe Null- 
Lage 0 herum. 

In Fig. 296 wurde die Anfangalage 
Pq eines schwingenden Punktes P durch 
die Anfangslage des zugehSrigen Punktes Q mittels des Winkels 
a =^Qo OB bestimint. Ebenso wollen wir auch jetzt -erfahren: Die 
Anfangslagen der Punkte Q^, Q^, .... Q„ seien Qj, Q® . . ., Qj und es 
sei Q^OR = di, = uj, . . ., Q^,OR — a„, siehe Fig. 300. 
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Wie friiher soUen a^, a^, . . a„ im positiven Sinn gemessen werden, so 
daB ihre Werte zwischen 0 und 2 n liegen. Die Radien der Kreise, auf 
denen sich die Punkte Qj, Q^. . .Qn bewegen, seien die positiven GroBen 
r^... r„. Weiterhin sei 0?-i=y^,0P^ = ?/2 ... OP„= y„. Wie 
in (6) sind nun y^, y^ usw. die Funktionen von <: 

2 /i = rj sm I - y Oi j , “ 2 ) usw. 

Nach Satz 22 muB auch die Summe J/i + ^2 + • • • + eine derartige 
Funktion von t sein. Mithin muB es eine positive Konstante r sowie 
einen zwischen 0 und gelcgonen konstantenWinkel a derart geben. daB 

r sm I -y -' — a I = 

. /2ni \ , . (27ii \ , , . I2nt \ 

ri sin I -j: ai j + r.^ sin I — y- — aA + u sm cu j 

fiir alle Werte der unabhangigen Veranderlichcn, der Zeit t ist. Dies 
also ist die rechnerische Bedeutung des Satzes 22. Wir wollen es wegen 
seiner Wichtigkeit ebenfalls als Satz ausspreehen: 

Satz 23: Sind r^, rj...r„ und T gegebene positive Kon- 
stanten und sind Uj, . . . a„ gegebene konstante Winkel 
zwischen 0 und 2jr, so ist stets eine positive Konstante 
r und ein zwischen 0 und 23i gelegener konstanter Winkel 
a derart vorhanden, daB die Gleichung 

. I2iit \ 

Ti sin — Oi j + fg sin — ajj + . . . + r„ sin — a„ j 

fur alle Werte der unabhangigen Veranderlichcn t besteht. 

Wie gesagt, ist dies die analytische Wiedergabe des oben bewiesenen 
Satzes 22, aber man kann diesen Satz 23 auch duroh Anwendung der 
Formel des Satzes 16, S. 411, fur den Sinus der Differenz zweier 
Winkel 

sin {x —y) = sin x cos y — cos a: sin y 

auf alle in der Gleichung des Satzes vorkommende Sinus aufs neue be- 
weisen. Denn hiernach laBt sich diese Gleichung ja offenbar so schreiben: 

. 2tI t ' • 271 t 

r cos a . sm — r sm a , cos --jr- 

K • 2 7t t 

^ (Tj cos ai H- cos + cos an) sm -y- 

-- (rj sm ai + sm a.^ H + sm an) cos . 
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Sie ist demnach richtig, weim man r und a so bestimmen kann, daB 
einzeln : 

I r cos a =Ti cos + ^2 0^2 + * * " 1 " 1 

I r sin a = sin Oi + ^2 sin a 2 + • • * + sin On 

ist. Das ist nun aber wirklich stets der Fall. Denn bildet man die 
Snmmen der Quadrate beider Gleichungen (9), so ergibt sich wegen der 
bekannten Formel sin^ a + cos^ a = siehe (4), S. 378 : 


( 10 ) 


Oi cos V '/’2 cos a.2 H~ • • • -f- 9*n COS Un)^ 
+ (ti sin ai + sin aa + * • • 4 - Vn sin On)^, 


und diese Wurzel ist positiv zu nehmen. Nachdem so r bestimmt 
worden ist, ergibt (9): 


(li) 


cos a = 
sinot =: 


cos <^1 H- h cos ff.> 4- ♦ • ’ + <"0^ ^Ui 

r 

sin + Ta sin • • • + sin 

r 


Da r den Wert (10) haben soli, ist die Summe der Quadrate der 
rechten Seiten gleich Bins. Nach Satz 5, S. 386, gibt es also einen zwischen 
0 und 2jr gelegenen Winkel a, der den Forderungcn (11) geniigt. 

Der Satz 22 kann aber noch auf eine andere Art als in dor Form des 
Satzes 23 ausgesprochen werden: Wir erinnern uns daran, daB die Sinus- 
wellen lUngs der a;-Achse mit dor Wellenlange T dutch Funktionen yon 
der Form (3) auf S, 422 dargestellt werden, d. h. wenn man die 
2 7tp = a setzt, dutch Funktionen von der Form 

y==Asinl— y aU 


wo ^ > 0, T > 0 und 0 § a S 27r ist, Diese Funktionen haben die- 
selbe Form wie die in Satz 23 auftretenden Funktionen. Nur ist die 
unabhangige Vertoderliche hicr x statt t genannt. Also folgt, indem 
wir an ie Betrachtungen auf S. 86, 87 erinnern: 


Satz 84: Liegen mehrere Sinuswellen langs der x-Achse 
mit derselben Wellenlange vor, so ist die Summenkurve. 
die durch Aufeinanderlagerung dieser Sinuswellen ent- 
steht, cbenfalls eine Sinuswelle lUngs der jj-Achse mit der- 
selben Wellenlange. 

Die neue Sinuswelle hat an der zu irgendeiner Abszisse x ge- 
horigen Stelle als Ordinate die Summe der Ordinaten j/g . . y»t, 
die dort den einzelnen gegebenen Sinuswellen zukommen. 
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Wie verhalt es siph nun mit der Aufeinanderlagerung von mehreren 
Sinnswellen langs der x-Achse, falls ihnen verschiedene Wellen- 
langen ■ zukommen? Wenn sich diese Wellenlangen nicht 

wie ganze Zahlen zueinander verhalten, geht eine Kurve hervor, die nieht 
periodisch ist. Wenn sich dagegen Tj, - . . wie ganze Zahlen % . . . 
zueinander verhalten, gibt es eine kleinste ganze Zahl n, in der . . . 
als Faktoren stecken. Man findet sie bekanntlich wie den Haupt- 
nenner fiir die Verwandlung der Summe von Briichen 

-- + — H 

n, tij 

in einen Bruch. Hat man n gefunden, so erhellt, daB es eine posi- 
tive GroBe T gibt, die ein ganzes Vielf aches sowohl von Tj als auch 
von Tj usw. ist. Handelt es sich z. B. um drei Sinuswellen mit den 
Wellenlangen Tj, Tj und verhalten sich diese Wellenlangen zuein- 
ander wie 3 : 4 : 6, so gehen 3, 4, 6 in 12 als Meinster ganzer Zahl auf, 
und wegen 12 : 3 = 4, 12 : 4 = 3, 12 : 6 — 2 sind also 4 3 T, und 

2 Tj gleich groB, so daB das Vierfache von die kleinste Wellenlange T 
ist, in der auch Tj und Tg ohne Best aufgehen. Nach S. 418 ist aber 
jedes ganze Vielfache der Periode einer periodischen Funktion ebenfaUs 
eine Periode dieser Funktion (wenn auch nicht ihre wesentliche Periode). 
Somit folgt: Wenn die Abszisse a: um T wSchst, nehmen die Ordi- 
naten y^, y^, . . . der einzelnen Sinuswellen wieder dieselben Werte an 
wie fur das gewahlte x. Also hat auch ihre Summe daim denselben 
Wert wie fiir x, d. h. : Die Summe der einzelnen Funktionen, deren 
BUder die vorgelegten Sinuswellen sind, ist ebenfalls eine periodisehe 
Funktion von x, und zwar mit der Periode T. 

Satz 26: Die Aufeinanderlagerung mehrerer Sinuswellen 
langs der x-Achse mit verschiedenen Wellenlangen T, , . . 
liefert, falls siehTj, Tj. . . zueinander wie ganze Zahlen ver- 
halten, wieder eine periodisehe Kurve, deren auf dor 
a:-Achse zu messende Periode die kleinste positive GrOBe T 
ist, die sich als ganzes Vielfaches von Tj, Tj usw. ergibt. 

Diese neue periodisehe Kurve ist jedoch im allgemeinen keine 
Sinuswelle ; sie hat vielmehr eine verwickeltere Gestalt. Ein Beispiel ist 
in Fig. 301 dargestellt : Die ausgezogenen Kurven sind zwei Sinuswellen 
mit den Wellenlangen Ti = 4 und Tj == 3. Die Kurve, die aus diesen 
Sinuswellen entsteht, wenn man die Ordinaten, die zur selben Abszisse 
gehbren, addiert und als neue Ordinate benutzt, ist gestrichelt. Sie ist 
augenscheinlich keine Sinuswelle. Ihre Periode ist T — 12. Die Tan- 
gents t in einem Punkte P der neuen Kurve geht aus den Tangenten 
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und ^2 der zugehorigen Punkte und P 2 der gegebenen Sinuswellen 
als ihre Summengerade hervor, vgl. S. 87. 



2. Beispicl: Eine rotierende Dynamomaschine gibt eine elektromotori- 
sche Kraft E, die eine periodische Funktipn der Zeit t ist. Die Zeit T eines Umlaufes 
ist die Periode von E. Wir werden spater erfahren, dafi jede periodische Funktion 
mit der Periode T als Summe einer Reihe von Sinusfunktionen mit den Perioden 
r, 2 T, 3 r . - . und rait konstanten Koeffizienten dargestellt werden kann, aller- 
(iings im allgemeinen als Summe von unendlich vielen derartigen Funktionen. Daher 
ist es wichtig, die Wirkung einer elektromotorischen Kraft E zu untersuchen, die 
sich in der Form 

(12) E=^sm(B< + C) 

darstellt. Die Zeit t sei in Sekunden von einem Augenblick an gemessen, in .dem die 
elektromotorische Kraft gleich Null ist. Dann ist C = 0 anzunehmen. Ferner sei 
Fq der groBte Betrag, den E uberhaupt erreicht, also die Amplitude A = Eq, Ist 
T die Periode, ausgedriickt in Sekunden, so haben wir dann 

(13) E = £„sm^, 

wo Eq und T Konstanten sind. Eine derartige Kraft wird z. B. in einem geschlossenen 
Leiter, einem Anker, erzeugt, der sich in einem gleichformigen magnetischen Feld 
mit konstanter Geschwindigkeit dreht und in der Zeit T eine Umdrehung macht, 
Der Winkel y, den der Anker bei dieser einfachsten Dynamomaschine in der Zeit 
t zuriicklegt, ist aus (p : 2 ti = t :T zu bestimmen: 

= "jr i • 

Die Winkelgeschwindigkeit w ist der konstante Differentialquotient von <f: 

d(f 2 71 

'Tf ’T" 

Der von der elektromotorischen Kratt erzeugte Strom duxchlaufe nun einen Leiter 
vom Widerstande R und Reaktionskoeffizienten L. Die Stromstarke zur Zeit i ist 
dann eine zun^chst noch unbekannte Funktion J von /. Nach der im 9. Beispiel, 
S. 333, angegebenen Energiegleichung (15) ist: 

dJ _ ^ It j 
di L L * 



d. h. nach (13) 
(14) 
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dJ 

dt 



El 

L 


J. 


Hier sind L, R, T Konstanten; die Aufgabe ist, aus (14) zu ermitteln, was fiir 
eine Funktion der Zeit i die Stromstarke J ist. 

Um das Mathematische dieser Aufgabe deutlich hervortreten zu lassen, wolleu 
wir die Zeit t als unabhangige Veranderliche mit x und die gesuchte Funktion J init y 
bezeichncn, so da 6 (14) die Form bekommt: 

(.15) = a sin {lx)—ctj, 

WO die Grofien 

(16) = <0 , c = -— 


Konstanten sind. Nach (15) wissen wir von der Funktion y von x, wie sich ihr Dif- 
ierentialquotient durch x und y ausdriickt; die Funktion y selbst ist uns jedoch noch 
imbekannt. Fine einfache Aufgabe der Integralrechnung lage vor, wenn die 
Konstante /? = 0 ware. Fine andere fruher erledigte Aufgabe lage vor, wenn die 
Konstante a = 0 ware. Denn dann batten wir statt (16) einfach dy : dx= — cy, 
woraus nach Satz 7, S. 320, folgen wurde: y= konst. In diesem Fall ware also 

das Produkt ye^^ eine Konstante. Das wird abcr unter der Bedingung (15), wenn a 
nicht gleich Null ist, nicht der Fall sein. Sehen wir aber einmal zu, welche 
For derung eben dies Produkt 

(17) 2==ye^^ 

erfullcn mufi, wenn y die gesuchte, durch (15) bedingte Funktion von x ist. Nach 
der Produktregel ist der Differentialquotient von 0 : 


Nach (15) soli nun 


^ dy 
dx dx 


+ cy . 


dx 


a sin (bx) — cy e®* 


sein. Setzen wir dies in den Differential quo^ien ten von 0 ein, so kommt: 

(18) — “ = a e®'® sin (5 a:) . 

Also muB 0 eine Funktion von x sein, deren Differentialquotient als diese Funktion 
von X bekannt ist, so dafi die Aufgabe, 0 zu ermitteln, eine Aufgabe der Integralrech- 
nung wird. Um 0 zu finden, kommt es darauf an, irgendeine Funktion von x ausfindig 
zu machen, die denselben Differentialquotienten hat. Da e® beim Differentiieren 
wie der in e® tbergeht, sin a; dagegen in cos a; und cosx in — sinz, liegt esnahe, die 
Funktionen 

sin (5 x) und cos (5 x) 

zur Probe ins Auge zu fassen. Sie haben die Differentialquotienten: 

mn(hx) ex • /x \ , t. ox /x \ 

— . — J:, — .L -s c e sm (bx) + be cos (5 z) , 

rt X 

— — L = ce®® cos (5 a;) — 5 e®® sin (5 x ) . 
dx \ J 

Scheffers, Ijchrbuch d. Maihematik. 
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Wenn wir die erste Formel mit c, die zweite mit 1) miiltiplizieren und dann sub- 
trahieren, folgt, daB 

sin (b x) — cos {h x) 

den Differentialquotienten 

(C^ -f. 52^ g-J* gjj^ 

hat. Dies ist beinahe die Form der.rechten Seite von (18). Man erkennt daraus 
schlieBlich, daB 

"2^ ^2 ' ^ i^^)] 

genau denselben Differentialquotienten hat, den z nach (18) hahen 
soil. Nach Satz 2, S. 213, ist deshalb 

z - ^ [c sin (bx) — b cos {b a;)] e®'*' + k , 

wo k eine Konstante bedeutet. Nach (17) ergibfc sich dahor: 

y = [c sin {hx) — b cos (b a;)] + k e~" . 

Wenn wir nun wieder i und J statt a; und y schreiben und fur a, 6 , c ihrc Wcrte 
(16) einfuhren, erhalten wir fur die Stromstarke J don Wert: 


(19) 


J = 


r+ 


- sin (ft) i) — ft) cos (ft) /) 


Jc e 


JL 

L 


In der eckigen Klammer steht eine periodische Funktion von i, niimlich 


11 . 2 71 t 


-cos - 


2ni 


wofiir wir 

( 20 ) 


n . 2 TT / 

L ' T 


'Itt. . / 2rcf \ 

+ -y i 


schreiben konnen. Hicr steht nun eine Summe von zwci Funktioncn von t von der 
allgemeinen Form 


( 21 ) 


«), 


indem bei der ersten r = 72 ://,« = 0 und bei der zweiten r - 2 n : T, ft = h ist 
Nach Satz 23 laBt sich diese Siimme (20) ebenfalls aiif die Form (21) bringen, und 
zwar ergeben sich die zugehdrigcn Werte von r und « wie in (10) und (11). Nach (10) 
kommt: 


+ ^^cosi7rj -f l^-sinO-f ^^sinl 71^ , 

d. h. wegen cosO = 1 , cos J 77 = 0 , sinO = 0 , sin J 1 und mit Riicksicht auf 
ft> — 2 71 : T in (16): 


( 22 ) 


1j 


r — 
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Nach (11) kommt alsdann: 

(23) cos « = ~~A =. , sin « = 

K + lo2 12 • |/jB2 + 0)2 1,2 

Die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, und a soli der zwischen 0 und 2 n geleg®**® 
Winkel sein, der durch (23) bestimmt wird. Nach Satz 23 hat somit die Sumnie 
(20) den Wert (21) oder 

~V'1P+ sin(o)< — «), 

und da (20) der Inhalt der eekigcn Klammer in (19) ist, kommt: 


0)2 L2 


sin / — «) + Ic e 


Hierin sind alle Konstanten mit Ausnahme von h gegeben. Diese bestimmt sich 
durch die Angabe des Zeitpunktes t- in dem der Stromkreis geschlossen. wird. 
Dann ist namlich die Strorastarke J im Leiter gleich Null, also nach (24) 




: sin {(X) Iq — (t) + he 




sin (w < 0 — «) ® 


folgt. Einsetzen diosos Wertes in (24) gibt die vollstandige Ldsung der Auf- 
gabe : 

— r R 




+ 01® 


sin (fu t — «) — sin (w /q — «) e ^ 


Wir woUen nun die zeichnerischc Darstellung von J so einrichten, daC sie 
fdr verschiedeno Werte von Iq zu gebrauchen ist. Deshalb sondern wir vor 
den mit ^ behafteten Ausdruck ab. Nach (25) ist: 

( 26 ) - , . , , , 


r# + 12 


sin (w / ~~ «) , 2/2 = — 


yR^+ 


gesetzt wird. ZunUchst stellen wir die Bildkurven von t/i und her, indem wir die 
Zeit t als Abszisse benutzen. Die Bildkurve von t/i ist die in Fig. 302 ausgezogene 
Sinuswelle mit der Amplitude A = EqI VR?^ + w* der Wellenlange T = 2 zn : w 
nnd der Phase : 2 yr. Die Knotenpunkttangenten werden nach Fig. 295* S* 424, 
gefunden. Wir babeii hicr //==()0, A~J,3, o) 2.-7 :(/> = 1200 gewahlt, so daB 
T » 0,005 24 Sokunden, A == 0,000 64 E® und nach (23) im Gradmafi. « gleich 360® 
— 87 « 47 ' 51 ", also im BogenmaB gleich 4,751 ist, demnach p = 0,756. Der erste 
aufsteigende Knoten hat somit die Abszisse t = 0,003 95. Die Bildkurve der Funktion 
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ist eine Exponentialkurve die nach den auf S. 334 bis 338 angegebenen Ver- 
fahren zu zeichnen ist, und wird durch die unterhalb der Abszissenachse verlanfende 
Kurve dargestellt, deren Ordinate fiir < = 0 den Wert — A bat. Ihre nach S. 334 



konstante Subtangente, die fiir den ersten Punkt in der Figur angedeutet ist, hat 
die Lange — L:R - — 0,0217. Nach (26) ist nun die Funktion multipliziert mit 
der Konstanten 

sin (ft> ^0 “ «) e , 


daxzustellen. Nach S. 339 erreicht man dies durch Verschieben der Bildkurve von 
t /2 langs der Abszissenachse, bis ihre zu ^ gehorige Ordinat^ gera.de den 

Wert hat, den der zweite Summand in (26) fiir t = annimmt. Dieser 
Wert ist gleich 


(28) 


JSq 

)/E*+ 


sin (u) iQ — «), 


also nach (27) die init entgegengesetztem Vorzeichen genommene Ordinate der zuerst 
gezeichneten Kurve c\ fiir t - tQ. La dieser Wert (28) auch positiv sein kann, muB 
man die Exponentialkurve iinter Umstanden Vor dem Verschieben erst urn die Ab- 
szissenachse herumklappen (vgl. S. 340). Dieser Fall liegt in Fig. 302 vor, wo wir 
= 0,002 gewahlt haben. Fiir diesen Wert namlich hat die Sinuswello die negativ 
Ordinate Q Pi- Ihr entgegengesetzter Wert, also Q 2\, ist die Ordinate (28). 

Man zeichnet somit die Kurve Cg und die Abszissenachse auf Pauspapicr, drcht 
das Papier um, legt seine Abszissenachse dann auf die der Figur und verschiebt das 
Blatl so weit, bis die Kurve durch geht. Lie Ordinaten der Kurve und die 
der Sinuswelle sind nun die in (26) auftretenden Summanden. Durch Addition 
zusammengehdriger Ordinaten beider Kurven geht die gestrichelte Kurve als Bild- 
kurve der Funktion J von t hervor. Sie nahert sich schon nach wenigen Bruch- 
teilen einer Sekunde stark der Sinuswelle. Fur grofiere Werte von t darf man 
daher die Funktion J mit der Funktion yi gleichsetzen. Beide Funktionen J und 
yi stimmen librigens genau iiberein, wenn ein Knotenpunkt der Sinuswelle ist. 

Sehliefilich machen wir noch auf einen Umstand bei periodischen 
Vorgangen aufmerksam: Bestandig oder lange Zeit hindurch arbeitende 
Maschinen wiederholen zwar immer denselben Vorgang in einer ge- 
wissen Periode oder Tour T, aber die Bahnen der einzelnen Punkte der 
Maschinen sind nicht periodische, sondern geschlossene Kurven, 
die eben immer wieder von neuem durchlaufen werden; Beschr^nken 
wir uns auf eine Vorrichtung, die mit der Periode T in der Ebene arbeitet. 
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und fiihren wir ein Koordinatensystdm cin, so sind die Koordinateii x 
und y eines bewegliclien Punktes der Maschine gewisse periodische 
Funktionen 

a; = 9(0, y^w{t) 


der Zeit i mit der Periode T. Um den rechnerischen Ausdruck der Bahn- 
kurve selbst zu erhalten, druekt man anf Grund der ersten Gleiehuiig t 
durch X aus nnd setzt diesen Wert von t in die zweite Gleichung ein. Avif 
diese Art geht eine Funktion 

y=F{x) 

hervor, deren Bildkurve die 
Bahn ist. 

3. Be is pi el: Wir betrachten das 
Schubkurbelgctriebe und bchalten 
die im 1. Beispiel angonommenen Be- 
zeiclmaiigeii 0, Q, L\ r, I und g bei, 
siehe Fig. 303. Der Punkt Q drehe 
sich also um 0, wahrend U auf der 
Gera den g bleibc. Die Bahn irgend- 
eiuc’s Punktes P der Schubstange QU 
heilit eine Kurbelkurve. Um ihre 
Natur zu ergriinden, setzen.wir die 
Streckc Q P p und die Strccke 
PU ~ q, so dab p -f g ^ ^ ist; ferner 
wiihlen wir die Kurbelmitte 0 als An- 
faugsi)unkt eines Achsenkreuzes, dessen 
y-Xchm g sei. Die Zeit i rcchnen wir 
von einem Augenblick an, wo Q auf 
der positiven a:-Achso in Qq liegt. Ist 
die Drolumg von Q um 0 positiv und Fig. 303. 

gleiehfbrmig und wird cin Umlauf um 

O in der Zeit T vollendet, so beschreibt der Kurbelradius von 0 an bis OQ in 
der Zeit t einen Winkel der sich aus (o : 2 n - i :T bestimmt, so daB 



(29) 


2nt 


ist. Zur selben Zeit t hat OU eine LEnge, die sich mittcls des Kosinussatzes 14, 
S. 410, leicht aus dem Dreieck OQU berechnen llfit, da der Kosinus des Dreieck- 
winkels bei 0 gleieh sin w ist. Fiir 0 U ergibt sich so die quadratische Gleichung: 

Z^ = 0r/*+r«--20£7.rsinw, 

aus der nach (7), S. 116, mit Rttcksicht auf (4), S, 378, folgt: 

(30) OV srsinco-f — cos® w , 


Nun habe der Punkt P zur Zeit t die Koordinaten x und ?/. Da die Abszisse x das 
iq: i) fache von BQ, d. h. von der Abszisse rcos w von Q ist, wird: 
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(31) 


X — Ar- cos w . 


Ferner ist die Differenz A P der Ordinate y von P imd der Ordinate r sin m von Q 
das (p : 1) fache der Strecke B ^/, d. h. der Differenz von 0 U nnd 0 B ^ r sin w. 
Mit Riicksicht aiif (30) kommt somit: 


(32) 


1 / = r sin w + iV ^ cos^ m , 


Fiihren wir schlieBlich den Wert (29) von w in (31) imd (32) ein, so ergeben sicb als 
die Gleichungen der Bewegimg von P diese: 


(33) 


qr 271 1 
— cos-y-, 


. 2-n i p 

y = r sm — — + A 


y 


P- 


■ r cos- 


2 71 t 


Wie es seiii mufi, sind x und y periodische Funktionen der Zeit t mit der Periode T, 
Aber die Kurbelkurve selbst ist nicht periodisch. Man bekomnit ihre Gleiehung, indem 
man aus der ersten Gleichung (33) berechnet: 

^ ^ AX. 2 Tit 

cos— =_, d.h. 

und dies in die zweite einfiihrt: 


= 1 - 




(34) 


■J -■ 




Da y demnach die Summe der beiden FunktiOnen 


und 




pp 


Op p 

r (I ^ ^ 


-x^ 


i^t, kann man die Kurbelkurve durch Anfeinanderlagernng zweier 
Ellipsen bestimmen. Denn nach (2) auf S, 188 sind die Bildkurven von und % 
iiejenigen beiden Ellipsen, deren Achsen auf den Koordinatenachsen liegen und 
deren Halbachsen die Langen a, = 6, = r und a, = q, .. p habon. Dabei 

gelten und fur die auf der a:-Achse und und fiir die auf d(‘r v-Achse 
ge egenen Halbachsen der Ellipsen, und cs ist mbglich, dafi die Hauptachsc eincr 
Ellipse nicht auf der a-Achse, sondern auf der ^-Achsij liegt (niimlich wenn a. < hi 
Oder Ug < \ 1 st). i i 

Die Fig. 304 gibt die beiden Ellipsen mit dem Mittelpunkt 0 sowic die Kurbel- 
kurve von P fur den m Fig. 303 angenommenen Fall, wo sich r, 1. p, q zueinander 
wie 4, 8, 3, .Kverhalten. Bei jeder Lagc von P ist die Ordinate von P gleieh dor 
Summe der_ Ellipsenordinaten,. die zu derselben Abszisse gehiiriui. T?ei unseren 
Annahmen 1 st a, ==qr:l kleiner als r/j, q, Dcunnach l<orumt die zweite 
Khpse nur so weit in Betracht, als sich ihre Punkte urn nicht melir als qr:l von 
der rAchse entfernen. AuiJerdem ist hier die Wurzel in (30) positiv, weil 6' immer 
hoher als Q hegt. Daraus folgt, daB aiich y^ stets positiv ist. Deshalb kommt von 
der zweiten EUipse nur der Bogen ih Betracht. Man hat also zu jeder positiven 
und negatmn Ordinate der ersten Ellipse immer die jeweils auf derselben Parallelcn 
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zur ?/-Aclise gelegene Ordinate des Bogenstiickes T S zu addieren. Ware TS nicht 
krumm, sondern eine zur a:-Achse parallele Strecke, so wiirde sich als Kurbelkurve 
eine zur ersten Ellipse kongruente Ellipse ergebcn. Da nun der Bogen T S wenig 
von einex Strecke abweicht, unterscheidet sich die Kurbelkurve wenig von einer 
Ellipse. Sie liiuft immerhin oben spitzcr zu als unten. 



§ 4. Die zyklometrischen Funktionen. 

Die Siiiuskurvc imd die Kosinuskurve in Fig. 274, S. 388, und 
Fig. 276, S. 390, zeigen: Nimmt man einen bestimmten Ordinatenwert 
(also ttieht Abszissenwert! ) an, so gibt es nnzahlig viele Punkte auf der 
einen odcr anderen Kurve, denen diese Ordinate zukommt. Dabei wird 
vorausgesetzt, daC man die Ordinate zwischen — 1 und + 1 „wjlhle, 
denn die Ordinatcn der Kurven iiberschreiten, absolut gemessen, niemalg 
den Wert Eins. Ferner zeigen die Tangens- und Kotangenskurve in 
Fig. 281, S. 398, und Fig. 282, S. 399, dafi auch Her zu irgendeiner 
bestimmt gewahlten Ordinate, die aber jetzt nicht zwischen — 1 
und + 1 angenommen zu werden braucht, unzkhlig viele Punkte der 
Kurven gehOren. Das liegt daran, daB unendlich viele Winkel 
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denselben Sinus oder Kosinus iisw. haben. Die Abszissen bedeuten 
ja hier diesen Winkel. Wenii man aber x auf das Intervall von — | jt 
M s + n beschrankt, also nur das Stuck der Sinuslinie in 
Fig. 274 betraclitet, das aus deni im Anfangspunkt 0 zusammen- 
kommenden Tal und Berg besteht, erhcllt, daU zu einer beliebig 
zwischen — 1 und +1 gewahlten Ordinate ij bloB eine Abszisse x 
gehdrt. Es gibt eben im Intervallc von — | jr bis + i ^ nur cinen 
cinzigen Winkel, dessen Sinus cinen vorgescliriebenen Wert hat. 
Entspreclicndes ist bei der Kosinuslinie zu sagen: Im Intervalle 
von 0 bis 7 t gibt es nur cinen Winkel x, dessen Kosinus cinen vor- 
gcschriebenen Wert hat. Wcnn wir also in Fig. 276 nur das Stuck 
der Kosinuslinie betrachten, das von x = 0 bis x = n geht, gibt 
es zu jeder zwischen — 1 und 1 gewahlten Ordinate nur eincn 
Pimkt der Kurve. Der Tangens und der Kotangcns haben wie 
der Sinus die Eigenschaft, daB alle ihre Werte nur einnial vor- 
kommen, wenn der Winkel die Werte von — bis + I ^ dureh- 
lauft. Wird demnach von der Tangenslinio in Fig. 281 Oder 
von der Kotangenslinie in Fig. 282 nur das Stuck von a; == — 
bis X = + I 7z benutzt, so gibt es zu jeder irgenchvie bestimmt 
gewahlten Ordinate nur einen Punkt der Kurve. 

Nach diescn Vorbemcrkimgen fiihren wir nun einige neue Bezeich- 
nungcn ein: Hat ein Winkel x den Sinus y, ist also y = sin or, so 
kann man diese Formel r tick warts so lesen: 

X = Winkel, dessen Sinus gleich y ist. 

Weil die Winkel als Bogcn auf dem Kreis vom Kadius Eins gemessen 
wcrden (S. 10), kann dies so gesagt'werden: 

X = Bogen des Einheitskreises, dessen Sinus gleich y ist* 

Diesen Bogen des Einheitskreises bezeichnet man nach dem Lateinisehen 
auch als einen Arkus. Also: 

X = Arkus, dessen Sinus gleich y ist. 

SchlieBlich faBt man diese Aussage kurz zusammen in der Bezeichnung: 

X — arc sin y , 

gelesen: ,,x gleich Arkus Sinus y.^'" Diese Bezeichnung hat sich einge- 
tegert, aber man empfindet doeh, daB sie nicht ganz zweekmaBig ist. 
Sie macht dem Anfanger Schwierigkeiten wegen eines Uni- 
standes, der leicht iibersefien wird und auf den wir des- 
halb auf das nachdrticklichstc hinweisen mdehten: Wenn 
wie hier vor y unmittelbar sin steht, ist man gewohnt, Sinus 
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von !/“ zu lesen. Das ist aber durchaus nicht gemeint, sobald 
vor sin noch arc steht. Vielmehr bedeutet dann die Zeichenfolge 
„sin den auf das knappste zusammengefaBten Nebensatz: „dessen 
Sinus gleich y ist“. Deutlicher ware es zu schreiben: 

X — arc (sin == y) , 

aber das wSre wicder zu umstandlich. Ganz entsprechend wie arc siny 
sind arc cosy usw. zu lesen. Man merke sich also: 


arc sin y 
arc cos y 
arc tg y 
arc ctg y 


bedeutet einen Arkus, d. h. 
das BogcnniaB eines Winkels, 
dessen 


Sinus 

Kosinus I gleich y 
Tangens ist. 

Kotangens 


Kach dem, was wir vorausgeschickt haben, muB nun das Folgende 
ohne weiteres einleuchten: Zu einem beliebig angenommenen Wert y 
gibt es nur einen Wei't von arc sin y oder arc tg y oder arc ctg y, sobald 
der Arkus oder Winkcl auf das Intervall von — bis + J ot bcschrankt 
wird, und nur einen Wert von arc cos y, sobald der Arkus oder Winkel 
auf das Inten'all von 0 bis n beschrilnkt wird. AuBerdera ist hinzuzu- 
fiigen: Im Fall des arc sin y und arc cosy darf y selbst nur zwischen 
— 1 und + 1 angenommen werden, weil der absolute Betrag eines Sinus 
Oder Kosinus nie groBcr als Bins ist. 

Anders gesagt: Unter den angegebenen Einschr&nkungen sind 
arc sin y, arc cosy, arctgy und arc ctg y einwertige Funktionen 
von y. Sic sind nach S. 151 die zu y — sin x, y = cos x, y =tgx und 
y =ctgx inversen Funktionen, die sich ergeben, wenn man x und y 
ihre Rollcn als unabhkngige und abhangige Veranderliche vertauschen 
laBt. 

Aber wir sind gewhhnt, die unabhangige Vertoderliche x und nicht 
y zu nennen. Deshalb wollen wir jetzt die Funktionen 

(1) y = arc sin x, y = arc cos x, y =' arc tg sc, y = arc ctg x 

betrachtcn. Jetzt also soli y den Winkel (im BogenntaB), da- 
gegen x den beliebig wahlbaren Sinus, Kosinus, Tangens 
Oder Kotangens bedeuten (den Sinus oder Kosinus selbstverstand- 
lieh immer nur zwischen — 1 und + 1). Die Bildkurven der vier Funk- 
tionen (Ij gehen aus der Sinuslinie, Kosinuslinie, Tangenslinie und Ko- 
tangenslinie in Fig. 274, '276, 281 und 282, S. H88— 399, hervor, wenn 
wir die Abszisscn mit den Ordinaten und auBerdera ihre Bezeich- 
nungcn vertauschen, d. h. x jetzt y und y jetzt x nennen. Da in jenen 
Figuren die x-Einheit gleich der y-Einheit gowahlt worden war, er- 
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zielen’wir dies einfach dadurch, daB wir die Figuren urn die vom Anfangs- 
punkt unter 45 ® zwischen der positiven x- und y-Achse ansteigende 
Gerade heramklappen. Dabei vertauschen wir auch die Bezeichnungen 
X und Y an den Achsen. So entstehen in Fig. 305 die Bildkurven 
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Fig. 306. 



der beiden ersten Funktionen (1) und in Fig. 306 die der beiden 
letzten Funktionen (1). In Fig. 306 sind nur die mehr geschwungenen 
Teile der Kurven dargestellt. Die Fortsetzungen nach links und rechts 
bin sind eintoniger, weil die Kurvenzweige fur lim aj = + “o «nd 
lim a; = — oo danach streben, zur ic-Achse parallel zu werden 
(vgl. die Asymptoten der Tangens- und der Kotangenslinie in 
Fig. 281 und 282). Weil jetzt die Ordinaten die Winkel, im BogenmaB 
gemessen, als Streckcn darstellen, sind auf der Ordinatenachse die den 
Vielfachen von \n (90 ®) entsprechenden Marken angegeben. 

Wird die Arkussinuslinie, die Arkustangenslinie und die Arkus- 
kotajigenslinie auf das Gebiet beschr&nkt, in dem die Ordinaten von 
— ^ 7 t bis +^31 gehen und wird die Arkuskosinuslinie auf das Gebiet 
beschrankt, in dem die Ordinaten von 0 bis n gehen, so gehdrt zu einer 
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Abszisse x immer nur ein Punkt der Kurve. Von der Arkussinuslinie 
z. B. kommt dann wohl der Punkt Pq in Betracht, nicht aber oder 
Po Oder ebenso von der Arkuskosinuslinie wohl der Punkt nicht 

aber Qi oder oder So zeigen auch die Bilder, daB die vier Funk- 
tionen (1) unter diesen Einschrankungen einwertig sind. Wir konnen 
auf sie den Satz 15, S. 153, zur Bestimmung ihrer Differentialquotienten 
anwenden. Nach diesem Satze geben die im folgenden links stehenden 
bekannten Formeln die rechts stehenden neuen: 

1st y == sin x, so ist ^ = cos x . 

1st ?/ = cos X, so ist = — sin x . 

1st y == tg X, so ist 4'- = . 

° ’ ax cos^ X 

1st y = ctg X, so ist . 

® ’ ax sm ^ X 


y , . • dX 1 

1st X = arc sin ?/, so ist -r- = — — 
dy cos a; 


1st X = arc cosy, so ist - 
1st X = arc tg y, so ist 
1st X = arc ctg y, so ist - 


dx 

dy 

dx 

dy 

dx 

dy 


sma; 

: COS^ X . 

: — sin^a;. 


Nun aber vertauschen wir in den rechts stehenden Formeln die Bezeich- 
nungen: was x hieB, soli y heiBen, was y hieU, soli x heiBen. Dann 
haben wir: 


( 2 ) 


1st }I - arc sin ar, so ist g . 

Ist y = arc cos so ist -g = - g- . 
1st y = arc tg x, so ist — cos^ y . 
Ist y = arc ctg r, so ist — sin^ y. 


In (2) haben wir also die Differentialquotienten der vier Funktionen (i) 
vor uns. Aber wir sind doch noch nicht fertig, denn diese Differential- 
quotienten sind ja erst als Funktionen von y dargestellt, und wir 
mussen.noch berechnen, wie sic sich als Funktionen der iinabhangigen 
Ver^nderlichen x darstellen: 

Wenn y — are sin x ist, bedeutet dies x = sin y. Nach (5), S. 378, 
ist nun cos y 1/1 * -sin^ y. Also wird cos y = ]/ 1 - - Die Formel 

dy 1 _ 

dx cosy 

im ersten B'all (2) gibt deshalb: 

dy _ 

dx’^YiZ.^ 

als Differentialquotienten von y = arc sin x. 
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sind die Differentialq.uotienten von arc cos a; und arc ctg x 
diesen entgegengesetzt gleich. 

In der Tafel V des Anhanges ist der Inhalt aller elf Differentia- 
tionsregeln iibersichtlich und in anderer Anordnung zusammengestellt, 
nicht deshalb, damit unsere Leser beim Durcharbeiten dieses Buches 
bestandig darin nachschlagen konnen, sondern damit sie sich sp^ter, 
nachdem sie mit diesem Buche fertig sind, schnell daran erinnern. 
Denn wir hoffcn, da^ unsere Leser jetzt noch alle diese Regeln gut 
im Kopfe haben! 

Das Differentiieren von. Funktionen gestaltet sich durch Benutzung 
dieser Regeln in der Tat geradezu handwerksmaBig, wie auf S. 69 be- 
merkt "wurde. Aber erst die tlbung macht den Meister. Man mbge sich 
selbst mittels der bisher eingefuhrten verschiedenen Funktionszeichen 
irgendwelche verwickelte Funktionen herstellen und sie dann differen- 
tiieren. Wir geben hier nur einige Beispiele einfacher Art, die aber trotz 
ihrer Einfachheit zum Nachdenken und Einiiben des bisher Vorge- 
tragenen anregen werden. 

1. Beispiol: Was bedeutet es fur die Bildkurve, daii arctga; einen bestilndig 
positive!! und arc ctg x einen bestandig negativen Differentialquotienten hat ? 

2. Beispiel: Wenn man die Werte der Arkusfunktion nicht wie in Satz 26 
auf bestimmte Gebiete beschriinkt, beweise man, dafi cntweder arc sin x -4- arc cos a; 
Oder aber arc sin x — arc cos x konstant ist, sobald x zwischen — 1 und + 1 ge- 
wahlt wird. 

3. Beispiel: Man berechne den Differentialquotienten von arctg (I : x), km 
welchem Grunde ergibt sich dersclbe wie bei der Differentiation von arc ctg x? 

4. Beispiel: Untor der Voraussetzung, dafi ]/ 1 + positiv gewUhlt werde, ist 

y = arc sin :r=^.=== 

fiir alle Werte von x eine stetige Funktion. Man berechne ihren Differentialquotieiii- 
ten; der hervorgehende Wert wird Anlafi geben, die Funktion anders darzustcdlen. 

6, Beispiel: Zu berechnen: 

d arc tg e* 1 


6. Beispiel: Liegt 

y — axe sin cos x 

vor, so heifit dies: y soli ein Winkel (im BogenmaB) sein, dessen Sinus gleich dem Ko- 
sinus von x ist, d. h. siny = cos a;. Nach Satz 4, S. 385, kann man dafUr schreiben; 

sin y =- sin (J TT — a:) . 

Aber alle Winkel i/, die denselben Sinus wie \n haben, sind dieae: 

i/=sj7r-ba!+2n7i, 
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wenn n eine beliebige positive iind negative ganze Zahl bedeutet. Deshalb besteht 
das Bild.der vorgelegten Funktion aus zwei Scharen von unendlich vieleii parallelen 
Oeraden mit den Steigimgen + 1 und — 1. 

7. Beispiel: Zu beweisen; 

sin arc cos x = YT— , 

Gegen unsereii sonst geiibten Brauch bringen wir hier keine Bei- 
spiele aus den Anwenduiigen. Mit den zyklometrischen Funktionen 
wird namlich im ganzen viel weniger gerechnet als mit den goniometri- 
schen. Denn in den meisten Fallen wird man sich bei den Anwendun- 
gen daniit begniigen, statt eines. Arkus odor Winkels eine seiner gonio- 
metrischen Funktionen zu berechnen, weil man ihn dann leicht zeichnen 
Oder inittels der logarithmisch-trigonometrischen Tafeln aufsuchen 
kann. Immcrhin aber werdcn wir den Arkusfunktionen auch im folgen- 
den gelegentlich begegnen. Der Leser soil also nicht glauben, er diirfe 
sie ganz bciseite lassen! — 

Vergleiclit man das Studium der Mathematik, soweit wir es treiben 
wollen, mit deni tlberschreiten eines Gebirges, so kann man sagen, daB 
wir den Kamm des Gebirges erklettert haben, so daB wir von jetzt an 
mit schnelleren Schritten bergab eilen werden. Freilich liegen 
Jiinter dem hochsten Kamme noch ab und zu geringere Hohenzuge, 
die noch zu iiberwinden siiid. 




Neuntes Kapitel. 

HOhere Differentialquotienten. 


§ 1. Die Differentialquotienten und Differentialkurven. 

Der Difierentialquotient einer Funktion f{x) wurde als die Stei- 
guing der Tangente in cinem beliebigen Punkte (a;; y) der Bildkurve 
der Funktion y = f (x) gedeutet, vgl. S. 69. Diese Steigung vrerden 
wir kiinftig die Steigung der Kurve nennen. Wenn die Ab- 
szissen und Ordinaten mit derselben Langeneinheit dar- 
gestellt werden, steht der Winkel, den die Kurvcntangente mit 
der x-Achse bildet, in einfacher Beziehung zur Steigung. Wir versehen 
die Tangente mit positivem Fortschreitungssinne, namlich mit dem 



i 

r 

1 ^ 



& 


Fig. 307. 



Pfeil im Sinn -vi’achsender Abszissen (vgl. S. 32 und S. 104), siehe 
Fig. 307 und Fig. 308. TJnter dem Tangentenwinkel r soli der 
spitze Winkel verstanden werden, den die positive x-Achse urn ihren 
Schnittpunkt T mit der Tangente beschreiben nuiB, um in die positive 
Tangente iiberzugeben. Somit ist r positiv (Fig. 307) Oder negativ 
(Fig. 308), je nachdem die Kurve steigt Oder failt, d. h. jc nachdem d« 
Differentialquotient Ay :dx positiv Oder negativ ist. Die Steigung ist 
das Verhaltnis aus der Ordinate QP dos Bertihrungspunktes zur Sub- 
tangente TQ (vgl. S. 334). Hiemach ist: 

* iy 
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Nach (5), S. 378, lassen sich auch sin t und cos r berechnen. Beide sind 
positiv, -wenn t positiv ist, andemfalls ist sinr negativ und cos t positiv. 
Daher gilt der 

Satzl; Wird eine Funktion y. = f {x) im rechtwinkligen 
Achsenkreuze mit gleichen oc- xmd |/-EinJieiten dargestellt, so 
ist, wenn t den Tangentenwinkel des zur Abszisse x ge- 
hdrigen Punktes der Bildkurve bddeutet: 


tgi = 




cosr == 



Dabei ist die Quadratwurzel positiv anzunehmen. 

Sp&terer Anwendungen halber fiigen wir hinzu: Eine zur Tan- 
gente senkrechte Gerade hat unter derselben Voraus- 
setzung die Steigung — 1 :tgT, d. h. — ctgr, nach Satz 4, S.177. 

Bei den meisten Anwendungen ist man abet, um brauchbare Fi- 
guren zu erhalten, genStigt, die Einheiten auf beidcu Achsen verschie- 
den zu wahlen, und dann gilt der Satz 1 nicht mehr. Man 
vgl. z. B. Fig. 227 (S. 336), wo es gar nicht anders geht. Ist die 
j/-Einheit fe-mal so lang wie die a-Einheit, so ist: 


Dementsprechend drucken sich dann auch sin t und cos r etwas um- 
standlicher aus; der Leser moge es selbst feststellen. 

Wir wollen von jetzt an ein besonderes Augenmerk auf den Um- 
stand richten, daU der Differentialquotient einer Funktion 
t/ = f(x) ebenfalls eine Funktion von x ist. Um dies deutlich 
hervortreten zu lassen, pflegt man den Difierentialquotienten statt durch 
dy.dx auch durch das Zeichen f (x) auszudrucken, das man so liest: 
gestrichen x". 

Man wendet iiberhaupt den Akzentstrich an, um anzudeuten, 
dafi nicht die Funktion selbst, sondem diejenigc Funktion gemeint ist, 
die aus ihr durcli Differentiation hervorgeht. Ist z. B. / (as) =*= x , so 
ist f (x) Ist w =lnx, so ist it' =1 :a:. Ist y = **> so ist 

= e* 'usw. Die Eegcln fiir die Differentiation von Summon, Pro- 
dukten und Quotienten lassen sich so schreiben: 


(m +«)' == w' 4-t)' , (uv)' =u' V +uv' , 



Man darf den Akzent aber nur dann anwenden, wenn unzweifd- 

S c h e 1 1 « r a . LehrbueS d. Halhemalilt. 
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haft feststeht, welche GrojJe die unabhangige Ver^iiderliche ist, oder, 
wie man sich auch ausdriickt, nach welcher Veranderlichen dif- 
ferent iiert wird. Bei der Kettenregel, S. 127, wo nacheinander ver- 
schiedene GroBen die Rolle der. unabhangigen Veranderlichen spielen, 
ist diese kurze Bezeichnung nicht zu branch en. 

Durch Differentiation geht, wie gesagt, aus einer Funktion / (x) 
eine neue Funktion f (x) hervor. Man nennt sie die abgeleitetc 
Oder derivierte Funktion Oder die Ableitung oder Derivierte 
der Funktion f (x). Dementsprechend sagt man also auch Ableitung 
statt Differentialquotient einer Funktion. Ist die abgeleitcte l?unktion 
f {x) stetig, so kann auch sie einen Difierentialquotienten haben. Ist 
dies der Fall, so heiCt dieser Differentialquotient der zweite Dif- 
ferentialquotient Oder die zweite Ableitung der urspriinglichen 
Funktion / fx). Sie ist wieder eine Funktion von x. Ist sie ebenfalls 
differentiierbar, so heiCt ihr Differentialquotient der dritte Differen- 
tialquotient Oder die dritte Ableitung der urspriinglichen Funk- 
tion f{x\ usw. Allgemein: 

TJnter dem n*®" Differentialquotienten oder der 
Ableitung oder Derivierten einer Funktion f {x) wird 
diejenige Funktion verstanden, die sich durch die Diffe- 
rentiation des (w — 1)*®^ Differentialquotienten ergibt 

Was bisher immer schlechtweg als der Differentialquotient be- 
zeichnet wurde, ist also der erste Differentialquotient oder die erste 
Ableitung oder Derivierte. Wenn wir spater vom Differentialquotienten 
schlechtweg sprechen, ist immer der erste gemeint, Wenn wir da- 
gegen in der Mehrzahl von den Differentialquotienten einer Funktion 
sprechen, werden darunter auBer dem ersten auch noch die h5heren 
Differentialquotienten verstanden. 

Man bezeichnet den Differentialquotienten oder Differen- 
tialquotienten Ordnung von y:=f{x) mit gelesen: 

,,/ti-gestrichen x'\ oder mit gelesen n-gestrichen‘^ Man schreibt 
ihn auch so: 

d^y 
dx^ ’ 

gelesen: Jny durch dx zur oder Ableitung von y nach 
Dagegen darf man den Differentialquotienten nicht mit y” statt 
y^"l bezeichnen, denn das ware die Potenz von y, ebensowenig mit 
t{x). Der Index n ist vielmehr in Klammern zu setzen. Ebenso- 
wenig ware die Bezeichnung dxf '.dx"" am Platze, denn dies bedeutet 
entweder {dy : d xf oder d {y^) : d (x”). Auch die Schreibweise 
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§ 1. Die Differentialqmtienten und Differentialkurven. 

^y-.d!'x ist nicht gebrauchlich, weil man dies in der Form 
(dyf : {ixf Oder {dy 'dxf le&en konnte; erinnert sei an die Schreib- 

weise sin” a: fiir (sin a:)”. _ 

Fur die niedrigeren Differentialquotienten haben sich besondere 
Bezeichnungen eingebiirgert. Den zweiten bezeichnet man mit y 
Oder /" (x), wo der Doppelakzent „zwei gestrichen“ gelesen wird, den 
dritten mit y'" oder /"' (x), den vierten jedoch lieber mit oder 
r (z) wo die rbmische Vier als „vier gestricben“ gelesen wird, ebenso 
den fiinften usw. mit y'' oder r (*) usw. Man kann aber auch 
Oder. (x) usw. schreiben. 

, 1. Beispiel: Ist j/ = z", so ist j/' = j/" = n (n — 1) a:"-®, y'" = 

n(n-l)(n- 2) y- = « (n - 1) (~ - 2) (n - 3) a:«-* usw. 

2. Beispiel: Ist / (i) = 1 : (1 — »), so ist f {x) = 1 : (1—xf, /"(*) = 
1.2 ;(!-*)», /'"(*)= 1.2.3:(1 — a:)* usw. 


3. Beispiel: Ist ^ = sina;, so ist 
dy _ 


dx 


= COSiB, 




= — sin £c , 




= — cos a? , 


d* y 

— = sm a; , 
dx^ 


also wiederholt sich, wcnn man weiter differentiiert, dieselbe Keihenfolge cos x, — sm x, 
— cos X, sin x: 

d^y d^y _ 


dx* 


: COS as, 


dx^ 


= — smas 


usw. 


Der Differentialquotient ist von der Form ± sin x oder ± cos x, und zwar erpbt 
sich der Sinus, wenn der Index n gerade, der Kosinus, wenn er Ungerade ist. Also 
schreiben wir lieber, indem wir den Index in der Form 2 n oder 2 n + 1 annehmen: 


1 = ±sinx. 


A = ± eosx. 


Dabei ist im ersten Fall das Pluszeichen m nehmen, wenn es sich nm den 4. oder 8. 
usw. Differentialquotienten handelt, d. h. wenn n = 2 oder 4 usw. ist. Da dann 
(_1)" = + 1, sonst aber = — 1 ist, haben wir stets: 

d x^^ 


, ( — 1)" sin sc. 


Beira (2n+ Differentialquotienten ist das Pluszeichen zu nehmen, wenn es 
sich um den 1. oder 6. usw. handelt, d. h. wenn n = 0, 2 . . . ist, so daB kommt:,. 


t + 1 




- 1)« COS a:. 


Also ist: 


sin X 
d^^ 


(— If sin a:, 


-f 1 sin a; 


(— If cos X . 


4. Beispiel: 
cos X 


Man beweise etitsprechend: 


(— Ifcosa:, 


+ I cos X 


— (—If sin a? . 




da:2n + i 


29 * 
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5. Beispiel: Der fM Bifferentialquotient von e* ist gleich ^ selbst, 

6. Beispiel: Man berechne: 

arc sin ^ x ^arc cos x x 

7. Beispiel: Ist y = In re, so ist y(”) = ( — 1)«— 1 1 . 2 . S . . . (n — 1) 

8. Beispiel: Ist y = v, so ist y<'‘> = m(") + v(^), d. b. der Diffe- 
rential quotient einer Summe ist gleich der Summe der Diffe- 
rential quotienten der Summanden. Dies, ist die Verallgemeinerung der 
Summenregel, S. 84. 


9. Beispiel: Ist y ^ uv, so ist t/' = w' v + m v'. Da w't; und wv' selbst 
wieder Produkte sind, kommt nach der Prodnktregel weiter: 


d {u'v) 
d X 


=2 u"v + 


d {u v') 
dx 


= w' v' -f uv"\ 


daher : 


(Mt;) _ d(y V -h u' v) __ d ( u' o) 
drr*”” dx dx 


= u"v + 2 u'v' -h u v'* 


Weiterhin kommt, indem man jeden der drei Summanden u"v, 2u'v\ uv" nacb 
der Produktregel noch einmal differentiiert: 

y'"=:u'"v-f vf' v' 

4- 2 (w" v' *4 u' t?") 

+ u' v" 4“ u v'" 

= u'"v-hSn"v' 4- 3 u'v" 4- uv'". 

Die Formeln fiir t/" und y'" erinnem lebhaft an die Ausrechnung der zweiten und 
dritten Potenz einer Summe. In der Tat ist ja (w + v)* = u* -f 2 u v + v*, noch- 
malige Multiplikation mit w 4- u gibt: 

(u -P v)’ = u* 4* u® V 

4 2(ti® V -4- u 1^) 

4- « v® 4 

= w® 4 3 tt® V 4 3 M V ’ 4 V® . 

Man erkennt denselben Bau des Bechenschemas. Der Dntersebied ist, dafi beim 
Differed tiieren die Striche Zeichen daiur sind, wie oft u bzw. v zu differentiieren ist, 
wShrend die oberen Indizes beim Ausmultiplizieren Exponenten sind. Liest man 
statt ti, w' , . . die Potenzen u®, u® , . . und statt o, v\ . , die Potenzen 
t/*, wobei ja w® = t;0 = 1 ist, so geht aus dem Wert von t/'" der von (u 4 v)* 

horvor. Allgcmein ergibt sich so: 

Urn den Differentialquotienten des Produktes uv zu bilden, stolle man 
die Formcl fiir die w*® Potenz (u 4 v)** auf, namlich den sogenannten binomischen 
Lehrsatz, der bekanntlicb so lautet: 


<«, + r)" = Ii" 4- 2 ? J”— e — 2) ■ .. 

J 1.6 1 . 2.0 


4 ^ 


^ _l_ a*” 

4 , 


und fii^o im ersten Summanden noch v® und im letzten noch aJs Faktor hinzu. 
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Ersetzt man dann w®, w, u® . . . w” dutch m, u\ w" . . . uW und iP, v,v^ .. dutch 
tj, v', u" . . . 80 ergibt sich der gesuchte n*« Differentialquotient: 

= „(-) „ + i „(— 1 ) + !L^ ^ w' + « i><»> . 

dac" 1 1.2 1 

Dies ist die Verallgemeinerung der Produktregel, S. 85, 

10, Beispiel: WQl man den Differentialquotienten von 
1 1 
l-a?“ (l + a:){l-a) 

bilden, so zerlegt man. den Biucb in die Summe 


1 if 1 , 1 \ 

i_*» 2 V 1 + ® 1 -*;’ 


weil aich Summon bequemex als Produkte differentiieren lassen. Wird 
1 : (1 + a) mit -tt und 1: (1 — *) mit v beseichnet, so ist «/= i(u + o), dahernach 
dem 8. Beispiel: yW = i (uW + «("))• Nun haben wir bier: 


1 + a 
1 


u' = 


1 — a 

und allgemein kommt daher: 


«' = 


( 1 +®)* 

1 


V" = 


»" = 


1.2 

(!+*)*’■■■’ 

1.2 

(l-») 


f (— 1 )" . 1 .1 

yW = y . 1 . 2 . 3 . . ^ + (l_x)’*+ ^ 1 ' 


1 ( 1 +®)" 

11. Beispiel; Die drei ersten Differenlialquottenten von y = arctg® sind: 
1 


V = 


l + ai» ’ 


„ - 2 ® „ 2 ( 3 ®^-! ) 

y =(rr^’ ^ ~ (i+®^)’ 


Ke hSheren Difierentialquotienten nehmen verwickeltere Formen ai^ ^ es 

an Weeen y = arc tg® ist nandich a = tgy, alsol+s^ nach (6), 
a 37a*^eich 1 : cos* S, d^er y' = cos* y. Hieriiir kSnnen w aber auch schxeiben. 

y'= co8ysin(y+ i"). 

Difierentiiexen wir dies, indem wir bedenken, daB rechts y eine Funktion von;, ist, 
SO kommt nach der Ketteraregel: 

d cos u siJi (y+ ^ 

y = - eia 


odmr, da dy : d» = y' == cos* 2 ^ ist: 

= cos® y 


d cos y sin to -f 

dy ’ 


also nach der Produktregel: 

« CO# y\r-^y ( 3 / + i ^) + cos y cos {y+ i^n 
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Nach Satz 16, S. 411, ist der Inhalt der eckigen Klammern cos {2y + in), mithin: 

?/' = cos^ y cos (2 ?/ ■+. \ n ), 
wofiir wir auch schreiben kbnnen: 

(2) y" = cos2 ?/ sin (2 2 / + 7?) = coa^ y sin 2 (y ^ in). 

Abermalige Anwendung der Kettenregel gibt: 


rfcosMjsiny (jZ-f dy 

5 5 — = . COS"- W 

dy dx 


dy 


also Anwendung der Produktregel: 

2/""= 2 cos® 2/ [ — sin 2/ sin 2(2/+ J 7 i)+ cos 2/ cos 2 (?; + J ti)], 

daher abermalige Anwendung des genannten Satzes: 

(3) y'" = 2 cos® y cos (3 y-\~n) 2 cos® y sin 3 (// + 4 t?) . 

Oberblicken wir nun die Ergebnisse (1), (2), (3), so kominen wir leicht auf die 
Vermutung, daJ3 allgemein sein wird : 

{4) = 1. 2 . 3 . . (n — 1) cos^ y sin n (>/ + i ) . 


Wir beweisen dies durch den SchluB von w auf n + 1 (vgl. S. 70), indem wir, von 
dieser Annahme ausgehend, zeigen, daB die entsprechende Formel fiir als 

Folge aus ihr her\orgeht. Die Anwendung der Kettenregel auf ( 4 ) gibt ntolich: 

y (»+i) = 1 . 2 . 3 . . (n - 1 ) cos" 2 / sin « (V -f i») _ ^ 

dy * dx 

= 1 . 2 . 3 . . - 1 ) coss s, in ) 

dy 

= 1 . 2 . 3 . . (n — 1 ) cos^ y [ — n cos^^ -i y sin t/ sin w (j/ + J ) + 

+ n cos n ( 2 / + J ;r)] 

= 1 . 2 . 3 . . w cos»^ + 1 y [— sin y sin n (y + J ti) + cos t/ cos n {y i- i n)] . 
Nach Satz 16, S. 411, laBt sich fiir den Inhalt der Klammern 

cos [(w + 1)2/+ i» 7 r] Oder sin [(n- + 1) (r/ + J ti)] 
schreiben. Deshalb folgt: 

(^) 2 /^” = 1 . 2 . 3 . . n cos^” 2 / [(»^ + ^ ) (iZ + i ti)] . 

Die Vergleichung von ( 6 ) mit (4) zeigt nun: Wenn fiir ein gewisses n die Formel ( 4 ) 
gilt, ist sie auch fiir die nachste ganze Zahl w + 1 richtig. ‘Weil nun die Formel (4) 
fiir w = 1 , 2 , 3 gilt, ist sie folglich auch fiir w = 4 , also auch fhr n « 6 usw. richtig. 
Sie ist somit fiir alle hoheren Differentialquotienten bewiesen. In ( 4 ) bedeutet|/ die 
vorgelegte Funktion arctga;, so daB cosy= 1 : ]/ 1 + ist. Also geht hervor: 


( 6 ) 


d^hrctgx 1.2.3. .(n — 1) . , 

Ohne weiteres leuchtet ein: 

Satz 2: Der Differentialquotient des Differen 
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tialquotienten der Funktion / (cc) ist der {m w)*® Dif- 
ferentialquotient der Funktion f{x), in Formel: 

^ da" _ (f‘ + ”/(x) 

Nun fragt sich, -welche Bedeutung die hoheren Differen- 
tialquotienten einer Funktion haben. Am nSchsten liegt es, 
zur graphischen Darstellung zu greifen. Die Funktion y = f (x) hat 
eine Bildkurve c, wenn sie stetig und diferentiierbar 
ist. Zu einem beliebigen Wert von x gibt es einen 
Wert y der Funktion /(a:), also einen Bildpunkt P 
Oder {x ; y) auf der Kurve e, und einen Wert y' des 
Differentialquotienten f {x). Wir wollen in das 
Achsenkreuz auch den Punkt P' einzeichnen, j-jg. 309. 
dessen Abszisse dasselbe x und dessen Ordi- 
nate y' ist. Zu diesem Zweeke ziehen wir in P, siehe Fig. 309, 
die Tangente ^ und tragen vom FuBpunkte Q der Ordinate aus die 
x-Einheit im negativen Sinn auf der x-Achse bis R ab. Die 
Parallele zu t durch R schneidet die Ordinate Q P (die notigenfalls zu 


/c y 






verlangern ist) im gesuchten Punkte P'. Denu y' ist die Steigung der 
Tangente t, also auch die Steigung der zu < parallelen Geraden PP'; 
diese Steigung ist aber gieich QP' : RQ. Dabei ist "die Langeneinheit 
R Q, da sie von R nach Q den positiven Sinn der x-Achse hat, gieich 
-f 1 zu setzen. Also ist die Steigung y' gieich QP'. Somit ist 
der Differentialquotient y' als Strecke, als eine neue zur 
Abszisse x gehorige Ordinate, dargestellt. Diese Strecke 
ist mit der y-Einheit zu messen. 

Fiihrt man das Verfahren fiir eine grCBere Anzahl von Stellen P 
der Kurve c aus, siehe Fig. 310 (wobei man die besonders kenntlich 
gemachten Stellen beachten mfige), so erhalt man eine Anzahl von 
Punkten (x; j/') oder P' des Bildes c' der abgeleiteten Funktion /' (x). 

Die bisher betrachteten Funktionen und auch die spkter von uns 
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■* zu betraehtenden haben im allgemeinen einen stetigen Differential- 
quotienten, d. h. abgesehen von gewissetf Werten, von x, fur die der 
Differentialquotient unendlich groB wird. Der zu einem derartigen 
Wert von x gehSrige Punkt P der Bildkurve e von y = f (x) hat eine 
zur j-Achse parallele Tangente, so daB die Konstruktion einen unend- 
lich femen Punkt P' gibt. Abgesehen von solchen Stellen also wird 
das Bild des Differentialquotienten y' oder /' (x) wieder eine stetige 
Kurve c' sein. Wir nennen sie die (erste) Differentialkurve der 
Kurve c Oder auch die (erste) abgeleitete Kurve. Wir fiigen 
„erste“ in Bammem hinzu, weil sich naehher weitere Kurven ergeben 
werden. 

Die Differentialkurve kann auch dann, wenn die urspriingliche 
Kurve c stetig ist und sich auch ihre Steigungen nur stetig &ndem, be- 
sondere Erscheinungen bieten, ntoilich Ecken haben, d. h. Stellen, an 




denen sich ihre ffichtung unstetig andert. Wenn man z. B. eine Kurve 
e aus zwei Kreisbogen A B und 5 (7 mit gleichen Radien wie in Eig. 311 
so bildet, daB die Bogen einander in B beriihren, also B auf der Ver- 
bindenden der Kreismitten und liegt, besteht die 2 i^h 6 i%e 
Kurve e' aus zwei Stucken A' B' und B' C, die synunetrisch hinsichtlich 
der Ordinate von B sind und in B' eine Ecke bilden. 

Femer gibt es bei Anwendungen oft Bilder von Voi^angen, also 
Kurven c, die zwar stetig sind, aber Ecken haben, d. h. deren Steigung 
sich unstetig andert. Ist z. B. x die Zeit, y die Temperatur ein ©3 Kdr- 
pers, der von der Zeit bis zur Zeit erhitzt, vom Augenblicke m 
aber in einem Wasserbade bis zur Zeit x^ abgekiihit wird, so wird die 
Fynktion y von x durch eine Kurve c etwa wie in Fig. 312 dargwtcllt, 
die an der Stelle (x^ ; y^) eine Ecke hat. Hier ist :d x die Gleschwia- 
digkeit der Erhitzung, die beim Abkuhlen negativ ist. Das Verfahren 
nach Fig. 309 liefert fiir die graphische Darstellung dieser Geschwindig- 
keit y' zwei Kurvenstiicke c', die bei x=Xi nicht zusammcnhingen, 
soHdem einen Sprung haben. 
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zu betrachtenden haben im allgemeinen einen stetigen Differential- 
quotienten, d. h. abgesehen von gewissen Werten. von x, fiir die der 
Bifferentialquotient unendlich groB wird. Der zu einem derartigen 
Wert von x gehSrige Punkt P der Bildkurve c von y — f hat eine 
zur y-Achse parallele Tangente, so daB die Konstruktion einen unend- 
lich femen Punkt P' gibt. Abgesehen von solchen Stellen also wird 
das Bild des Differentialquotienten y' oder /' (x) wieder eine stetige 
Kurve c' sein. Wir nennen sie die (erste) Differentialkurve der 
Kurve c oder auch die (erste) abgeleitete Kurve. Wir fugen 
„erste“ in Klammern hinzu, weil sich nachher weitere Kurven ergeben 
werden. 

Die Differentialkurve kann auch dann, wenn die urspriingliche 
Kurve c stetig ist und sich auch ihre Steigungen nur stetig kndern, be- 
sondere Erseheinungen bieten, n^mlich Ecken haben, d. h. Stellen, an 




denen sich ihre Kchtung unstetig 8,ndert. Wenn man z. B. eine Kurve 
c aus zwei Kreisbogen A B und BC mit gleichen Radien wie in Fig. 311 
so bildet, daB die Bogen einander in B beruhren, also B auf der Ver- 
bindenden der Kreismitten und Af* liegt, besteht die zugehSrige 
Kurve e' aus zwei Stucken A' B' und B' C, die symmetrisch hinsichtlieh 
der Ordinate von B sind und in B' eine Ecke bilden. 

Femer gibt es bei Anwendungen oft Bilder von Vorgangen, also 
Kurven c, die zwar stetig sind, aber Ecken haben, d. h. deren Steigung 
sich unstetig findert. Ist z. B. x die Zeit, y die Temperatur eines Kor- 
pers, der von der Zeit x^ bis zur Zeit ajj erhitzt, vom Augcnblicke a^ an 
aber in einem Wasserbadc bis zur Zeit x^ abgektihlt wird, so wird die 
Funktion y von x durch eine Kurve c etwa wie in Fig. 312 daigestcllt, 
die an der Stellc (aj^ ; eine Ecke hat. Hier ist d y : d a; die Geschwin- 
digkeit der Erhitzung, die beim Abkiihlen negativ ist. Das Verfahren 
nach Fig. 309 liefert fiir die graphische Darstellung dieser Geschwindig- 
keit zwei Kurvcnstiicke e\ die l)ei x=Xy nicht zusammcnhangen, 
sondem einen Sprung haben. 




§ 1. Die Differe^iHahjmtienten und Differentidlkvrven. 
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Nennt man Stellen einer Kurve und ihrer DiSerentialkurve, die zu 
derselben Abszisse gebbren, einander entsprechend, so folgt aus 
Satz 7, S. 104, und Satz 8, S. 106. sofort 

SatzS: Wird die Bildkurve e einer stetigen und diffe- 
rentiierbaren Punktion im Sinn wachsender Abszissen 
durchlaufen, so entspricht einer Stelle, wo c steigt oder 
fallt, eine Stelle der Differentialkurve c', die eine positive 
Oder negative Ordinate hat. Den Maximal-, Minimal- und 
Terrassenpunkten von e entsprechen die auf der Abszissen- 
achse befindlichen Stellen von c'. 

Man verfolge dies in Fig. 310, S. 455, wo c zwei Maximsd-, eine 
Minimalstelle und zwei Terrassenpunkte hat, so da6 c' die Abszissenachse 
funfmal trifit. 

Da die Differentialkurve das Bild der Punktion y' = f (a:) ist, 
stellt ihre Steigung an der Stelle x den Differentialquotienten der Ihink- 
tion/'(a;) dar. Dieser aber ist der zweite Differentialquotient fix) 
von / (x). Also: 

Satz 4: Der zweite Differentialquotient von y = fix) 
gibt die Steigung der Differentialkurve c' der Bildkurve e 
von y =/(*) an. 

Hiermit ist eine geometrische Deutung des zweiten Dif- 
ferentialquotienten gewonnen: Der zweite Differentialquo- 
tient spielt fiir die Differentialkurve c' dieselbe Rolle wie 
der erste fiir die ursprttngliche Kurve c. 

Durch dasselbe Verfahren, durch das aus der Kurve c das Bild c' 
des ersten Differentialquotienten abgeleitet wurde, kann man wie in 
Fig. 309 aus der Kurve c' das Bild c" des zweiten Differentialquotien- 
ten gewinnen, indem man irgendeinen Punkt P' von e' ins Auge faBt, 
vom FuBpunkte Q seiner Ordinate aus die a>Einheit im negativen 
Sinn auf der tr-Achse bis R abtrSgt und durch B die Parallele zur Tan- 
gente t' von c' zieht. Sie trifft die nStigenfalls zu verlSngemde Ordinate 
Q F in einem Punkt, dessen Ordinate ^eich ist, vorau^esetzt, daS 
diese Ordinate mit der y-Einheit gemessen wird. Man gelangt so zur 
Bildkurve c" der Punktion y"=/"(a:); sie heiBt die zweite 
Differentialkurve von c oder auch die zweite abgeleitete 
Kurve. 

Die Kurve c" steht zur Kurve c’ in derselben Beziehung wie die 
Kurve c' zur Kurve c, d. h. die Ordinaten von und e' stellen die 
Stdgungen von c' und e durch Strecken dar, die mittels der y-Einheit 
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zu raessen sind. Demnach gilt ein Satz entsprechend dem Satz 3, wenn 
man c und c' durch c' und e" ersetzt. 

Man iibersieht, wie man weiter zu einer dritten.vierten usw. 
Differentialkurve Oder abgeleiteten Kurve c'", c"’. . . gelangt. 
Allgemein: Die (n + l)‘“ Differentialkurve c<" + ’> ist die erste 
Differentialkurve der Differentialkurve Deshalb 

gilt aueh fur und statt c und c' der Satz 3: Die n*® Dif- 

ferentialkurve steigt Oder fallt, je nachdem die (n-fl)‘® 
positive Oder negative Ordinaten hat. Oder umgekehrt: Die 
(w -f 1)*^® Differentialkurve hat positive Oder negative Or- 
dinaten, je nachdem die w*’® steigt Oder fallt. 

Wenn man von der Differentialkurve einer Kurve c in der Einzahl 
spricht, meint man ihre erste Differentialkurve c'. 

Weil y = / (x) denselben Differcntialquotienten wie y — fix) konst, 
hat, ergibt sich: Wird eine Kurve c parallel zur i/-Achse vcr- 
schoben, so Sndert sich ihre Differentialkurve c' nicht. 



Fig. 313. 


X 






or 

Fig. 316. 


Man betrachte nun die in den Figuren 313 bis 316 dargestellten 
Kurven e und verfolge sie im Sinn vrachsender Abszissen, also von links 
nach rechts. Im ersten Fall nimmt die Steignng ab, denn sie ist posi- 
tiv, und die Kurve wird immer flacher. Im zweiten Fall wird die 
Kurve immer steiler; sie hat aber. eine negative Steigung. Obgleieh 
hier der absolute Betrag der Steigung wachst, nimmt die Steigung selbst 
ebenso wie im ersten Fall ab (wie die Zahlenreihe — 1, — 2, — 3 usw. 
abnimmt, obgleieh die Zahlenreihe 1, 2, 3 usw. wachst). Im dritten 
Fall ist die Steigung positiv und nimmt zu. Im vierten endlich wird 
die Kurve zwar immer flacher; da aber die Steigung negativ ist, nimmt 
die Steigung zu (wie die Zahlenreihe —5, -=-4, —3 usw. zunimmt, 
obgleieh die Zahlenreihe 5, 4, 3 usw. abnimmt). In den beiden 
ersten Fallen nimmt also die Steigung ab, in den beiden 
letzten zu. 

Ist nun c die Bildkurve einer Funktion y von x, so heiflt dies: Im 
ersten und zweiten Fall nimmt y' ab, im dritten und vierten dagegen 
zu. Da y' die Ordinate der Differentialkurve c' ist, fallt die Kturve c' 
im ersten und zweiten Fall, wahrend sie im dritten und vierten steigt, 
d. h. die Kurve c' hat im ers]ten und zweiten FaU negative und im dritten 
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und vierten positive Steigung. Dies bedeutet : Im ersten und zweiten 
Fall hat die zweite Differentialkurve e" negative, im dritten und vierten 
positive Ordinaten. Nun aber ist der zweite Differential quotient y" 
die Ordinate der Kurve c". Deshalb ist y" im Fall der Fignren 
313 und 314 negativ und im Fall der Fignren 315 und 316 
positiv. 

In den boiden ersten Fallen sagt man, daS die Kurve ihre kon- 
vcxe Seite (ihren Buckel) nach oben wende, dagegen in den beiden 
letzten ihre konkave Seite (ihre Hohlung). Dabei wird das Achsen- 
kreuz in der gewohnlichen Lage vorausgesetzt. Liegt es anders, so ist 
als „obcn“ diejenige Seite der Figiir zu betrachten, auf der die positive 
?/-Achse liegt. Somit gilt der 


Satz 6: Die Bildkurve einer Funktion y = f{x) wendet 
ihre konvexe oder konkave Seite nach oben (nach der Rich- 
tung der positiven y-Achse), je nachdem an der hetrachte- 
ten Stelle der Wert ihres zweiten Difforentialquotie/iten y" 
negativ oder positiv ist. 



Fig. 317. 


Fig. 318. 


Durchlauft man die Kurve im Sinn wachsender Abszissen, so kann 
der zweite Differentialquotient y" auch durch den Wert Null gehen. 
Ist er vorher negativ und nachher 
positiv, so liegt der Fall der Fig. 317 
vor. Ist er dagegen vorher positiv 
und nachher negativ, so liegt der Fall 
der Figur 318 vor. Denn im ersten 
Fall ist die Kurve nach oben hin vor 
der Stelle konvex und nachher konkav, 
im zweiten vorher konkav und nachher konvex. An der Cfbergangs- 
stelle, an der y" gleich Null wind, tritt deshalb eine Wendung in 
ihrem Verlauf oin. Man hennt diese Stelle einen Wendepunkt 
und ihre Tangente eine Wendetangente (vgl. S. 143). Man sagt 
auch Inflexionspunkt und Inflexionstangente. Die Kurve ver- 
lauft in der Nahe des Wendepunktes auf verschiedenen Seit'en 
der Wendetangente, indem sie die Wendetangente im Wende- 
punkte durchsetzt, aber trotzdem beriihrt. 


12. Bei spiel; I)ic Funktion ?/= sinaj hat den zweiten Differentialquotienten 
y" = — sin der gleich Null wind ffir x = nn, wo n irgendcine ganze Zahl bedeutet. 
Ferncr ist ij “ cos a, also ftir x ~ nn gleich ^ 1, je nachdem n gerade oder ungerado 
gcwahlt wird. AnUerdem ist i/ = 0 fttr x= nn. Jlithin hat die Sinuslinie fflr 
= 0- ± 'r, ± 2 7t usw. Wendepunkte mit den Steigungen 1, — 1, + 1 usw., siehe 
Fig. 274, S. 388. 


13. Boispiel: Man beweise, dafi die Kosinuslinie, siehe Fig. 276, S. 390, 
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far a = + „ ’a:i 4- 281, S. 398, 

S. 399, fur aJ+iro ^ i ‘^’® ^otangenslinie, siehe Fig. 282, 

den Steigungan 4 1 oder^l to a:-Achse Wendepunkte init 

14. Beispiel; Die im 6. Beispiel, S. 142 u. f., vorkommende Funktion 
v = -— -I. ^ 

JK* ^ 1)2 


k»t aJs ersten md zweiten Differentialquotienten 


y'=~~ 2 

a* (T-l)*’ Y = 

Der zveite wird gleick Null fur 

h 


12 6 
"a* (a — !)*■ 


a: == 


Y2—1 


». ai. w„™i n,*.av «hit H«. 

Wendepunkt mit wi^ '^®” ® 9«. S. 143, sichtbarea 

von a = 0 bis a = 1 (in^to ®®"®* nirgends im Intervalle 

■ schwittdet, vielmehr fui a;<0 543 damals untersucht wurde) ver- 

ii*ck Sate 6 die Gestalt der K^e e^bt "“'**"*> P®****"^ >»*• ^o»“s ««*> 

§ 2. Kennzeichen eines Maximums Oder Minimums. 

auflJ’lr^^Trn Mdkurve c einer Funktion y=±f(z) siad 

diejeiHKen SteUe^wiVbH^^ Konkavitat sowie den Wendepunkten nock 

prof A 4; 1 > ’ kann es nur da vorkonunen, wo der 

i”ffir^r w f ^y dx odat y' den Wert Null hat Wenn 
''''k f 2“®^ “*’ daiaus aber nur, dafi 

^wSTe haf Sshim “^^chse pa;aUele 

a2rin t™ k6?nte dort statt eines Gipfels od» Tales 

r^d i S d S. 105 %n den Stellen 

hat wpTiTi 1/ ’ ’+4 lu ^ dann und nur dann ein Marimum 

nei^tiT ^qf ^ nmnittelbar nachher 

n*!i- Muimum das Umgekehrte gilt Wie 

^ wachsenderTbszissen ichlaufen 

Jiven W^wurd-^ “ Stefle, wo /=0 ist, einen nega- 
lite ha7 f klft di?® ";^‘‘«.P‘fferetttialkurve c" eine negative ofdi- 
7 / KaI n Diflerentialkurve c' (naeh S 458) so daB 

gach Null sem soil, mufi y' vorher grofier und nachher kleiner 


§ 2 . Kmnzeickm eines Masimums oder Minmums. 
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als Null sein. Demnach tritt dort ein Maximum von y ein. Wenn 
dagegen y'' an einer Stelle, wo y' = 0 ist, einen positiven Wert 
hat, schlieBen wir ebenso, da 6 y dort ein Minimum hat Deshalb 
gilt der 

Satz 6 : Eine differentiierbare Funktion 3 /== /(a;) kann 
fiir ein bestimmtes x nur dann ein Maximum oder Mini- 
mum haben, wenn dort ihr erster Differentialquotient / 
den Wert* Null hat 1st fiir dies x aueh der erste Dif- 
ferentialquotient y' differentiierbar und der zweite Dif- 
ferentialquotient y" negativ oder positiv, so tritt wirklich 
ein Maximum oder Minimum der Funktion y ein. Hierbei 
wird von vielleicht vorkommenden Grenzmaximis oder 
Grenzminimis abgesehen. 

Bezuglich der letzten Bemerkung in diesem Satz erinnem wir an 
die Ausfiihrangen auf S. 105, 106, 

1 . Beispiei: Die Tragfahigkeit eines Balkens von rechteokigem Querschnitte 
mit zwei wagerechten FlSchen ist um so grSfier, je griiBer das Produkt aus der Breite 
und dem Quadrat der Hiihe des Querschnittes ist. Wie wird man also aus eiiiein 
Stamm von kreisfdrmigem Querschnitt ^en Balken von greater Tragfahig- 
keit aussfigen? Man hat in einen Kreis von gegebenem Kadius r ein Rechteck so 
einzuschreiben, dafi das Produkt aus seiner Breite und dem Quadrate seiner Hbhe 
ein Maximum wird. Ist a; die halbe Breite, so ist |/r* — re* die halbe H6he. Also soli 

1 / » 2 a; . 4 (r* — a^) « 8 (r* ac — jc*) 

ein Maximum werden. Dabei ist x auf die Werte von 0 bis r beschr&okt, Fiir 
a; = 0 und as = r wird y - 0, was zu unbrauchbaren Grenzminimis ffthrt. Da 
if 8 (r* — 3 a:*) und y" « — 48 a: ist, wird == 0 fiir a; *= r y3, wo die Wurzel 
positiv zu nehraen ist. Ferner ist danh y" negativ, so dafi fiir a; *= ]/3 

ein Maximum cintritt. Man beweise, dafi man das Rechteck so bekommt: Ein 
Durchmesser, der die eine Diagonale des Rechtecks sein soli, wird gedrittelt. Dio 
Lote zum Durchmesser, die man in den beiden Teilpunkten nach verschiedenen 
Seiten errichtet, treffen den Kreis in den anderen Ecken des Rechtecks. 

2. Beispiei; Fiir die positive Quadratwurzel yi + ac® im Intervalle 0 < a; < 1 
hat man den Nkherungswert 0,96 -f 0,40 a; empfohleii. Er soli auf seine Gflte 
geprilft werden, Benutzt man dicsen Naherungswert statt der Quadratwurzel. so 
entsteht der auf seine Gr56e zu untersuchende Fehler: 

y « 0,96 4- 0,40 a; — yi + a:* . 

Man hat y' « 0,40 — a: yi 4 as®. Ffir die untero Intervallgrenze a; « 0 wird 
2 / — 0,04 und 2 /' > 0, hier liegt also ein Grenzminimum des Fehlers vor. Fiir die 

obere Intervallgrenze a: «= 1 ist 2 / « — 0,054 ... und / < 0, so dafi auch bier ein 
Grenzminimum eintritt, Im Intervalle wird y' * 0, wenn : (1 4 i*?®) » 0,16, also 
a; « 2 : 1/21 « 0,44 . . . wird. Da !/'' « — 1 : ]/l 4 a:®® aJso^negativ ist, tritt 
dann das Maximum des Feblers y ein. betrigt 0,96 — i y21 0,043 . . . Also 
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sind + 0,043.,. und — 0,054... die Schranken des Fehlers, der daher ein wenig 
mehr aJs 5 Einheiten der zweiten Dezimalstelle betragen kann. Dies zeigt, daB die 
Nakeningsformel fiir die Abrundung auf zwei Dezimalstellen keineswegs ausreieht. 

Die Bestimmung der Maxima und Minima wird haufig durch den 
folgenden selbstverstandlichen Satz erleichtert: 

Satz7: Sind y und z zwei Funktionen von x, die fiir 
dieselben Werte von x zu- oder abnehmen, so haben beide 
fiir denselben Wert von x ein Maximum oder Minimum. 
Wenn jedoch sr abnimmt, sobald y zunimmt, und zunimmt, 
sobald y abnimmt, hat fiir einen solchen Wert von a;, 
fiir den y eir Maximum oder ein Minimum wird, ein Mini- 
mum Oder Maximum. 


T 5 - 1.5 3. Beispiel: Zur Beurteilung des Standpunktes, von dem aus man ein 
Biidwerk, erne Insclirift oder dergleichen am deutlichsten sieht, ist die Losung der 
folgenden Aufgabe von Bedeutung ; Auf einem 
Schenkel eines rechten Winkels, sieho Fig. 319, 
liege eine Strecke AB. Auf dem andern Schenkel 
soli ein Punkt A’ so bestimmt werden, dab der Ge- 
sichtswinkel, unter dem das in X befindliche Auge 
die Strecke A B sieht , namlich der Winkel 

^ y - am grofiten wird. Die Hdhen 

^ 0 A ~ a und 0 B = h '> a seien gegeben. Die 

Fig. 319- Strecke OX = x kann auf positive Werte be- 

dl. r.m.l d./T»g.„d .i„ DilfrZS; S.te W 





a 

X 


^ (b — a) X 

1 + AJL + ai ' 


Tangens M, fragen 


2 = 


fragen. Nun ist 


_ g + a ft X ah 

(b-a)x b — a ^-a)x 


a = : 


a J) 


s" = yC 


2 ah 


, (b-a)x^' - (b-a)x^' 

namlich Maximum von y ergibt, 

geometrisclie Mittel von o/un/oR Abstand x ist das 

an^edeutete Konstnddion . e4llnV„"i5S “ 



§ 2. Kennzeichen ernes Maximum oder Minimum. 


Wenn der erste Differentialquotient y' eiiier Function 
y=f(x), deren Maxima und Minima gesucht werden, die 
Jorm eine Bruches u:v hat, laUt sich die Bestimmung des 
Vorzeichens von y” vereinfaehen. Denn aus y' =u : v folgt 
nach der Bruchregel: 

u' V — u v'* 

Fur die fraglichen Stellen ist nun y' = 0, d. h. a = 0, so daS fur sie 
/' gleich M' : a wird. Man braucht daher nur den Zahler von 
y zu differentiieren. Natiirhch ist dabei von Werten von y abge- 
jsehen, fur die der Nenner v gleich Null wird. 

4. Beispiel: In einer Rohrleitung fliefie Wasser mit dem Gefalle d. h. J 
•gebe in Metern an, um wieviel der Wasserspiegel auf je ein Meter des Weges f allt. Die 
mittlere Geschwindigkeit im Quwprofil, siehe Fig. 320, wird nach den Lelixen der 
Hydrodynamik in der Form c |/J r angegeben, ausgedriickt in m/sek. (vergl. S. 266). 
Dabei bedeutet c eine Konstante, die von der Rauhigkeit der Wandung al>hangt. 
Ferner bedeutet r den hydraulischen Radius des Profils, d. b. das'' Verhaltnis 
F :u, wo die Flache des Wasserprofils in qm und w die Lange des ‘bexietzten 
Profilrandes in m ist. Bedeutet x das BogenmaB des zu u gehorigen Zentriwinkels 
und a den Radius des Rohrquerschnittes in m, so ist u == ax und F die X>ifferenz 
aus dem zu x gehorigen Kreisausschnitte, der 
gleich ia. ax ist, und dem gleichschenkligen \ j 

Dreieck M xi B, dessen halbe Grundlinie gleich 
4sinJaj und dessen Hohe gleich acosjcc, ( a ^ 

dessen Inhalt daher gleich a^ sin J a: cos J re — J 

ist. Daher wird: y — 

F^la^x-a^sinixcosix. 

Wenn der Wasserspiegel hoher als die Kreis- 

mitte liegt, ist cos | x negativ, so dafi F als Summe aus Kreisaussch.ni'tt und 
Dreieck erscheint, was ja auch in Fig. 321 zutrifft. Nach Satz 17, S. 412, ist 

jF = I a^x — J sin 2 ; ^ 

also wegen u ~ ax der hydraulische Radius: 

F , , sin a; 

Die Geschwindigkeit e f/J r wird, da c und J Konstanten bedeuten, am g;rdJ3ten 
wenn r am grdfiten, d, h. wenn 


am kleinsten wird. Wir suchen daher das Minimum von y. Es kommt: 


und der Zahler ist gleich Null, wenn entweder a; = 0 oder a; = sin a; : cos a: = tg sc 
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ist Der erste FaU’ ist ohne Bedeutung. Im zweiten handelt es sich. urn den Winkel x 
zwisclien 0 nnd 2 jr, fur den tg a; = a; ist Er wmde im 1. Beispiel S. 402, gefunden: 
X = 4,4934. Das zugehSrige GiadmaB ist 267 ® 27'. Fig. 321 ist ffir diesen Wert 
von X entworfen. Dm zu entscheiden, ob fur ihn ein Maximum Oder Minimum eintritt 
berechnen wir y". Da y' die Form eines Bruches w : v hat, brauchen wir nach der 
vorausgeschickten Bemerkung nur w' : o zu berechnen. Da Mer ferner t? ~ a^ positiv 
ist, kommt es also nur auf das Vorzeichen von 

u' = cos a; — a; sin a; — cos a: = — a: sin a: 

an, das, da x im dritten Quadranten liegt, positiv ist Also hat y sein 
Minimum, d. h. die Geschwindigkeit e ^Jr ihr Maximum fur a: == 4,4934 
Oder 267® 27'. 

Der Satz 6 gibt zwar fur den Fall, wo t/ fur einen Wert von x 
gleich Null und j/" dort negativ oder positiv ist, die GewiBheit eines 
Maximums oder Minimums, doch sagt er nichts aus, wenn auch 
y*' dnrt gleich Null wirA Um dann zu einem hinreiehenden 
Merkmale des Maximums oder Minimums zu gelangen, schlieBen 
wir so: 

Wir wollen annehmen, y' und j/" seien gleich Null fiir x == Xq. 
Ferner moge die zweite Differentialkurve c" tilr x^Xq ein 
Maximum haben. Dann muB sie, da sie fiir x ^Xq die Ordinate 
Nidi hat, wie die strichpunktierte Linie in Fig. 322 verlaufen. In der 
Nahe von Xq ist also y"' negativ, d. h. die erste Differentialkurve c' muB 
nach S. 458 ebenda. fallen, Weil sie fiir x = Xq die Ordinate Null hat 
und ihre Steigung (ntoilich j/") fiir x auch gleich Null ist, muB 
c' an der Stelle x^Xq der Abszissenachse einen Terrassenpunkt mit 
fallendeni Verlaufe haben. Deshalb geht c' von Stellen oberhalb 
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der .r-Achse zu Stellen unterhalb der ic-Achse, so daB die Kurve c selbst 
vorher steigt, naehher fallt, also c fiir x :=^Xq ein Maximum hat. 
Batten wir vorausgesetzt, dafi c"' fiir x=^x^ ein Minimum habe, so 
batten wir ebenso geschlossen (siehe Fig. 323), daB c dort auch ein 
Minimum hat. 

Nehmen wir jetzt an, e'' habe fiir x^Xq weder ein Maximum 
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noch ein Minimum. Dann mu6 c" an dcr Stelle x =Xo die Ab- 
szissenachse durchsetzen, also vorher oben iind nachher unten ver- 
laufen oder umgekelirt, d. h. c' mu6 vorher steigen und nachher fallen 
Oder umgekehrt. Da c' auch durch die Stelle x — der Abszissenachse 
geht und hier die :r-Achse beruhrt (weil hier y" = 0 ist), muB e' ein 
Maximum oder Minimum haben und also entweder bestSndig unter- 
halb Oder bestandig oberhalb der x-Achsc bleiben, d. h. die Kurve c 
muB in der Nahe von x entweder bestandig fallen oder bestandig 
steigen, so dafi c fiir x~Xq weder ein .Maximum noch ein 
Minimum hat. 

Wir haben somit erkannt: 

Safz 8: Ist eine Funktion y~f(x) mit ihrem ersten und 
zweiten Differentialquotienten an der Stelle x—x^ stetig 
und ist fur x=Xo sowohl y' als auch ij" gleich Null, so 
haben y~ f{x) und y" — f" (x) fiir x—x^ entweder beide 
ein Maximum oder beide ein Minimum oder schlieBlich 
beide weder ein Maximum noch ein Minimum. Eine andere 
Moglichkeit gibt es nicht. 

Um also in dem Fall, wo fiir x —Xq nicht nur y', sondern auch y” 
gleich Null ist, zu entscheiden, ob ein Maximum oder Minimum von 
y eintritt, kann man statt dessen fragen, oh y" dort ein Maximum oder 
Minimum hat. Dies tritt nach Satz 6 nur dann ein, wenn fur a: =Xo 
auch y'" = 0 ist, und zwar ergibt sich, w'enn auBerdem y"' 4 -- 0 wird, 
ein Minimum oder Maximum, da ja y" der zweite Differentialquotient 
von y" ist. Ist aber fhr a: =a:o auch z/"’ =0, so wird Satz 8 auf y" 
statt y angewandt. Er lehrt, daB jetzt die Entscheidung Uber Maxi- 
mum Oder Minimum darauf zuriickgefiihrt werden kann, ob y" fiir 
z ■= ein Maximum oder Minimum hat, usw. So kommen wir zu 

Satz 9: Eine differentiierbare Funktion y=f(x) kann 
nur fiir einen solchen Wert Xf, von x oin Maximum oder 
Minimum haben, fiir den ihr erster Differentialquotient y' 
gleich Null ist. Um zu entscheiden, ob dann wirklich ein 
Maximum oder Minimum eintritt, berechnet man die h5he- 
ren Differentialquotienten y", y'" ... so weit, bis man zu- 
erst auf einen stdBt, der fttr x ==Xa nicht gleich Null ist. 
Hat er ungeraden Index, so tritt weder ein Maximum noch 
ein Minimum ein. Hat er geraden Index, so liegt ein 
Maximum vor, wenn er negativ ist, dagegen ein Minimum, 
wenn er positiv ist. Vorausgesetzt wird, daB alle in 
Betraeht kommenden Differentialquotienten fiir x =X 0 

Scheffen. Lehrbuch dw Mathematlte. 
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Nemtes Kapiui: H^re 


bei der'Ksc/rantuug ^vo^TTluf 

Intervallgrenzen auftrften, is^ daberabgt el"" 

positive game*" ZaU sei. ^_= ^■’ 

^ne votienten Td 7^ 

gleich « (re — 1) . . . 2 . 1 > 0 ^ Afse’f ^i'T f” — 2) ... 2 a; ist. Dagegcn i.st 
wedw ein Maximum noch'ein Mimtium^ek- f ” “"gwade, so tritt ffir x = 0 
em Mimmum ein. Man erkennt dies Wr x = 0 

wenn n gerade ist, im ersten und zweitl der Bildkurve, die, 

toten Quadranten liegt und dann im Anfanvs?” ” 'st- •“> ersten und 

«>list. Siehe Fig. 324 fur den Fall „ ^errasse hat, sobald 

facherelsTtz meistens mit dem ein- 

'".S^anlich jT' + O i.t, 

niclit Lransuziin*.; ‘T*** 

to AuS “£« Ir" l“? *“ <■«>■ Natn.. 

X mum ouftteten mnJJ ’ Man 6™^“"”! ”™' 

^ Bedingung ,/=o a lein w ? * dann aus der 

jetet die ™U8t»„4rMeSL^rT" i" 

Minima nho-lAiei, ^''^®^™ale der Maxima und 
und Minimalaufgaben friiherlledigt haLm Maximal- 

wichtje eine 

ein, auf dem mit dem kleinsten Mechamk zeigt, einen Weg 

^rd. In der Technik will man pHp f n ^®**de das Grofite erreicht 
aufwande mdglichst grofien Nutzen erHo p* S^®""gsten Kosten- 

aacheu 

quotient y' ^ f {x) fur den betreffen^ ’ der Differential- 

mufi, kann etwas anders aLedr^ftf^ 7®"^ Null sein 

ferentialquotient ^“^gedruckt werden: Da naeh S. 69 der Dif- 



ton^S'5.„“e.“'(,“ W ..reb, sou- 

^on a; ein Maximum oder Minimum Tt"" Wert 

ebenso groB sein wie /(aj+dr? dort /(^r) 

^e r{,x+dx). Daher tntt augenblicklich ein 
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Stillstand in der Andemng von / {x) ein. Wir erinnern, wie schon auf 
S. 258, an das Sprichwort: „ Stillstand bedeutet Riickgang“. 

6. Bei spiel: Von welcher Stelle X der Geraden g aus gesehen erscheint die 
Strecke AB in Fig. 325 unter dem groBten Gesichtswinkel^XB? Alle Punkte X 
der Zeicheiiebene, fur die A X B denselben Wert hat, liegen bekanntlich auf einem 
Kreis durch .4 imd B. Nach dem Vorhergehenden kann ein Maximum des Gesichts- 
winkels nur dami fur einen Punkt A’ von g cintreten, wenn der Gesichtswinkel fur X 
gerade so groliS ist wie fiir einen imendlich benachbarten Punkt. Y von g, Daher suchen 
wir X so auf g zii bestimmen, dafi der Kreis durch X, A und B die Gerade g noch in 
einem zu X unendlich benachbarten Punkt Y trifft, 
weil ja dann ^ A X ii = AY B ist. Dies be- 
deutet: der Kreis mud g in X. beruhren. Also ist 
X so gelegen, dafi 0 A'^ == 0 A . 0 B wird, wenn die 
Gerade AB die Gerade gr in 0 trifft. Dies Ergebnis 
haben wir in dem besondcren Fall, wo A B zii g 
senkrecht ist, im 3. Beispiele durch Kechnung ge- 
f unden. Zwei Punkte X gehen hervor, 0 liegt 
zwischen ihnen. Fiir beide tritt ein Maximum des Fig- 326. 

Winkels ein, denn wenn sich der Punkt, von dem aus 

A B betrachtet wird, liings g hinbewegt, wir<i dor Winkel sehr klein, falls sich der 
Punkt weit entfcrnt; aber auch, falls er in 0 liegt, ist der Winkel gleich Null. Also mub 
zwischen 0 und dem Unendlichfernen nach jeder Seito hin mindestens ein Maximum 
liegen. 

Der Umstand, da6 fiir eiiie Stelle a:, fiir die / (x) ein Maximum Oder 
Minimum hat, der Wert von / (a;) gerade so groB wie f {x +d x) ist, 
wahrend er an Stellen x, die ganz beliebig gewiihlt warden, davon un- 
endlicli wenig abweicht, ist ini Hinblick auf die TJnvollkommenheit aller 
menschlichen Arbeit, von nicht zu unterschiltzender Bedeutung. Wenn 
wir nUmlich fiir x nicht genau den Wert nehmen, fiir den / (x) das 
Maximum oder Minimum hat, sondern einen wenig davon abweichen-' 
den Wert, wird der EhnfluB dieses Fablers auf das Ergebnis / (x) sehr 
gering scin, ntoilieh geringer, als der EinfliiB einOr ebenso groBen 
Abweichung des x von einem gewiinschten Wert fiir eine Stelle ware, 
wo 1 / Oder /'(x) nicht gleich Null ist. Anschaulicher ausgedriiekt: Auf 
einem Berggipfel oder auf der Talsohlc (allerdings auch auf einer 
Terrasse) werden wir unsere Hbhe nur unmerklich andern, wenn 
wir einen Schritt tun; dagegen ist die Anderung der Hbhe an einem 
Abhange bei nur einem Schritt betrachtlich. Wenn wir also z. B. 
die Kosten y = / (x) eines Entwurfs zu einem Minimum 
machen warden, sobald wir die im Entwurfe vorkommende willkur- 
liche GroBe x gleich a wahlten, wird der Kostenbetrag eine nicht 
ins Gewieht fallende Erhbhung erfahren, wenn wir x wenig verschieden 
von a wahlen. Dazu nbtigt uns die Unvollkommenheit aller unserer 
Verrichtungen und auch die RUcksicht auf praktische Erwagungen: 
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oft stehen fur die GroJBe x nur sprungweise verschiedene Werte zur 
Verfugung, z. B. bei Materialien, die nur in gewissen normierten Sorten 
hergesteUt werden. 

1st ^ = / (a;) eine stetige Funktion von x, deren Bildkurve eine 
Symmetrie- oder Spiegelgerade parallel zur y-Achse hat, siehe 
lig. 326 und Kg. 327, so tritt dort, wo die Kurve diese Gcrade schneidet, 
ein Maximum oder Minimum ein. Dies gilt sogar, wenn die Bildkurve 



Fig- 326. Fig. 327. Fig. 328. 


dort eine Ecke hat, siehe Kg. 328. Hat die Syminetriegerade die Ab- 
szisse, a, so mufi / (a) fiir zwei Werte a; =a ± m, die gleich Tveit (um ± u) 
von a entfemt sind, gleiche Werte haben, also 

/ (« + m) =f{a — u) 


fiir jedes u sein. Wenn insbesondere die 2/-Achse sclbst die Spiegel- 
gerade, also a = 0 ist, kommt /(«)=/(—«), d. h. dann ist /(») 
eine gerade Funktion von a: (vgl. S. 384). Eine gerade Funktion 
f{x) hat also fur a;=0, sobald sie dort stetig ist, stets ein 
Maximum oder Minimum. 

Diese tJberlegung giht den inneren Grand daJiir, da6 haufig 
eine symmetrische Annahme zu einem Maximum oder Mini- 
mum fuhrt, z. B. : Unter alien Dreiecken von gleicher Grundlinie und 
gleicher Summe der bciden anderen Seiten ist dap gleichschenklige das 
grofite; unter alien einem Kreis einbesehriebenen Eechtccken ist das 
Quadrat am groBten. 

Wir geben noch zwei fur die Optik wichtige Beispiele: 


7. Beispiel: Zwei Felder seien durch eine Gerade g getrennt. Im einen kann 
^ach mt der konstanto Geschwindigkeit im anderen mit der konstanten Ge- 
sch^digkeit bewegen, etwa ausgedriinkt in Metern fiir die Sokundc. Welchen We>' 

ITZ /n n ^ Fabe von g den Abstand A 0 == a und 

A**®**®^ BV -b (in Metem), and 0 V betrage c m, siehe Fig. 329. In jedem 
Fdde wwd man einen geraden Weg einscUagen. Die Knickstelle des gebrochrim 
Lmien^es s^ der Punkt A auf g. M 0 X = positiv gemessen im linn von O 
nach Z7, so ist die fur den Weg von A nach B ndtige Zeit in Sekundcn: 
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"WO die Quadra twurzeln positiv sind. Der Differentialquotient ist: 


c-^x 


y = 


Us 


Ul j/ a® + 35^ 

Die Forderung t/' = 0 fuhrt aber nach Entfernuug der Wurzeln auf eine Gleichung 
vierten Grades fiir die Unbckannte x. Deshal b ziehen wir es vor, die Forderung 
geonietrisch zu deuten: Der Bruch x: -F ist der Sinus des Winkels OAX 

Oder <f^ geinessen im Sinn der Drehung von 
^ 0 um in der Richtung nach U zu, und 
zwar auch dann , wenn x negativ wird, • weil 
alsdann X iiber 0 hinaus liegt, also (p negativ 
wird, daher auch sin <{ , Ebenso ist (c — a;) : 
j /52 __ xf der Sinus des Winkels U BX 

Oder 1 //, gemesseii im Sinne der Drehung von 
Bp um B in der Richtung nach 0 zu, und 
zwar auch dann, \^’cnn c — x negativ wird, weil 
dann X fiber C/ hinaus liegt, somit \p und sin xp 
negativ werden. Die Forderung = 0 besagt 
daher: 

(1) i sin ~ sin i/>. 





Fig. 329. 

: bis + 1 : dagegen die rechte 


Geht X von — cjd bis + 00 , d. h. durchlSuft 
X die ganze Gerade < 7 , so nimmt die linke 
Seite von (1) bestandig zu, nfimlich von — 1 : _ 

Seite bestandig ab, nlimlich von + 1 : Uj bis — 1 : u^. Also sind beide Seiten nur 
ifir eine Stelle X eiiiander gleich. Sie liegt insbesondere zwisclm 0 und C/, denn 
wenn X von 0 bis V geht, wSchst sin tf von Null bis c : + c*, wahrend sin ./< 

von c : (/J»+ c* bis Null abnimmt Um die Stelle X angenahert zu finden, schlieBen 
■wir so: Um A wird der Kreis vom Radius 1 :t>„ um B der vom l^dius l:u, 
geschlagen. Wenn nun J.X und BX die Kreise in P und§ treffen, sind die tote 
P P' und Q Q' von P und Q auf o und b gleich sin v : Vi und sin rl> : «». Wegen (1) 
muB mad also X so auf g wahlen, daB PP' = QQ' wird, was man leicht dutch 
Versuche eneicht. Der Winkel ist gleich dem Winkel, den die Gerade A X mit 
dem Lot von 9 dutch X bildet, und der Winkel i/< gleich dem Winkel, den die 
Gerade B X mit diesem tot bildet, wobei die Winkel in .den in der Figur an- 
gedeuteton Sinnen zu messen sind. Nach (1) ist 


sin<yi _ ^ 
sin i/' ~ 

Da : Vi eine Konstante ist, kommen wir somit zu demsdben Qesetze wie bei der 
Brechung des Lichtes an der Grenze g von zwei optisch homogenen, aber verschieden 
dichten Mitteln, nkmlich zu dem SuELLiosschen Brechungsgesetze, woi^h das 
Verhaltnis aus dem Sinus des Einfallwinkels ff und dem Sinus des Austrittwinkels ip 
konstant, gleich n ist: 

sin<f _ 
sin I// "" 

Die Konstante n, der sogenannte Brechungsexponent, bedeutet in Fig. 829 das 
VerhEltnis Vi i dear beiden GeschwindigkeiteE. 
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8, Beispiel: Die Ablenkung des Lichtstrahls beim Durcligang durch ein opti- 
sches Prisma beruht auf zweimaliger Brechung, einmal an der Eintrittstelle U, 
dann an der Austrittstelle V, siehe Fig. 330, oberer Teil. Wenn der Brechungsexponent 
n des Prismas gegeben ist, niimlich als eine Konstante, die groBer als Eins is^ woil das 
Prisma optisch dichter als die umgebende Luft ist, kann man den Weg des 
Lichtes in folgender Weise ermitteln: Von einem Punkt 0 ans ziebt man 
Strahlen und parallel zu den Loten der linken und rechten Prismaflachc. 
Ihre Pfeile sind so eingezeichnet, wie es dem Liclitwcg entspricht, d. h. der von 
im Sinn nach dem Innern des Prismas, der von im Sinn nach dem XuBeren. 
Ferner werde nun von 0 beliebig ein Strahl t gezo^en und auf ihm ein Punkt P 
angenommen. Die Lote von P auf und 1^, namlich PQi und werden 

dann von ihren FiiBpunkten und aus auf das w-fache bis und Pg verlangert. 
Es sei also = n P und Q^R^ - n Q^P. (In Fig. 330 wurde w == 1,5 
gewahlt.) Die Parallele zu \ durch treffe den Kreis urn 0 durch P in und 
die Parallele zu durch R^ treffe ihn in S^. SchlieBlich seien die Strahlen 0 8^ und 
0 S 2 mit Si und bezeichnet. Dann ist offenbar 

(2) sin Zi Si : sin ^ = n : 1 , sin 1 : sin Sg Z 2 = 1 ' ’i- 

Daraus folgt: In der oberen Figur 330 geht ein richtiger Lichtweg hervor, wenn man 
den einfallenden Strahl parallel zu Si, den gebrochenen inneren Strahl parallel zu t 
und den abermals gebrochenen austretenden Strahl parallel zu Sg zieht. Nebenbei 
bemerkt: In der unteren Figur 330 darf t nicht ganz beliebig, sondern nur inner- 
halb gewisser Schranken angenommen werden, die man feststellt, wenn man fiber- 
legt,. welche Richtungen fiir U V im Innern des Prismas iiberhaupt nur in Betracht 
kommen konnen. Die durch das Prisma bewirkte Ablenkung des Lichtes wird 
durch den Winkel y bei W gemessen, den die Strahlen Si und Sg miteinander bilden, 
Er heiBt der Ablenkungswinkel. Er tiitt auch in der Hilfshgur auf. 




Nun soli die Fragebeantwortet werden: Wann ist der Ablenkungswinkel 
am kleinsten? Von vornhercin sieht man: Wird t als die Mittellinie m von 
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*?• h gewahlt, siehe Fig. 331, so liegen s, und Sj zu m symmetrisch. Nach S 468 
ist daher fOr diesen Fall ein Maximum oder Minimum der Ablenkung zu erwarfcen 
Die folgende Rcchnung wird dies bestatigen, indem sie zugleich zeigen wird daB 
es sicb urn das Minimum handclt. ’ 

In Fig. 330 sei der positive Drehsinn der von 1, nach Ij. Wir setzen = 
Offenbar bedeutet 2a den Prismenwinkel, d. h. den der beiden Prismenflachen. 
Nub ist (ier Ablenkungswinkel y nach der unteren Fig. 330 dieser: 

?/ = ^ 62 Sj = tn Si — m S2 . 

Wegeu M Si = <)C li Si — « und ^ msg = « — kommt: 

(3) y = ^ Usi+ ^S 2 l 2 — 2ct. 

Mit X sei nit bezeichnet Dann ist ^ = « + a, — a:, daher 

nach (2): 

sin ?iSi = n sin (« 4- x), sin n sin (a — x) 

Oder 

k Si = arc sin [n sin (« + a;)] , 4: Sg k = arc sin [n sin (« — a)] . 

Einsetzen in (3) liefert: 

(4) y = arc sin [n sin (« 4* a:)] + arc sin [n sin (« — x)] — 2 «. 

Hierin sind « und n gegebene Konstanten. Die Frageist also, fur welche Werte des 
Winkels x - ^ m t der durch (4) als Funktion von x ausgedriickte Ablenkungswinkel 
y ein Minimum wird.. Der Eintrittwinkeb d. h. ^ ksi, ist zwischen — J77 und + Jt? 
gelegen, ebenso der Austrittwinkel, d. h. Mithin sind die Arkussinus in (4) 

anf das Gebiet von — i tt bis + ^ tt beschrankt. Differentiation ergibt: 

, ncos(« + x) n cos (« — x) 

^ y 1 — sin** (« + x) )/ 1 — sin^ (« — a;) ’ 

und nach Batz 26,, S. 445 sind hier die Quadratwurzeln positiv. Die Bedingung 
y' szO f hr die Mdglichkeit eines Maximums oder Minimums besagt, daB beide Bruche 
einander gleich werden miissen, also auch ihre Quadrate. Weim man die Nenner fort- 
schaft, kommt 

cos® (« + x) [1 n® sin® (cc — x)] = cos® (« — x) [1 — sin® (ce + a;)]. 

Fiihrt man hierin nach Satz 19, S. 413, die Kosinus der doppelten Winkel 2« + 2.a! 
und 2 ~ 2 a: ein, indem man in diesem Satze w - 2 « + "2 a; oder «? = 2 a 2 a; 
annimmt, so kommt 

[1 + cos (2 « 4- 2 x)] [1 — ^ + "Y" ^ ^ 

= [1 + cos (2 « — 2 z)] [1 - -y- + -^ cos (2 « + 2 x)] 

oder nach dem Ansmultiplizieren und Zusammenfassen einfach 
cos (2 a + 2 a:) = cos (2 n — 2 a:) , 

d. h. nach Satz 1C, S. 411, noch einfacher 

sin 2 « sin 2 a = 0 . 

Da sin 2« + 0 ist, weil sonst der Prismenwinkel 2« Null oder zwei rechte Wmkel 
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ibetrage, bleibt siii2ic= 0; also muB a; = 0 sein. Dies stimmt mit dem oben Ge- 
sagt^u uberein: Der Strahl t muB ijodt der Mittellinie m in Fig. 330 unten zu- 
sammenfallen. 

Abermalige Differentiation von (5) gibt: 

„ „ — ^ sin (ft + g:) [1 — sin^ (« + a;)] + t?os^ (« + a;) sin (« + x) 

^ j/ 1 — sin* (a + x)^ 

n sin (« — ar) [1 •— n* sin* (ce — a;) j — n” cos* {a — x) sin (« — x) 

V 1 — w* sin* (« — x) ^ 

Insbesondere ist fiir a; = 0 zu untersuchen. Dann aber ergibt sich liieraus wegen 
sin* a + cos* « = 1 der Wert: 

,, _ 2n(n* — 1) sin a 
]/ 1 — n* sin* « ® 

Da die Quadratwurzel wie gesagt positiv ist und auch sin a als Sinus des halben Prismen- 
winkels positiv sowie w > 1 ist, hat y" einen pc^sitiven Wert, d. h. fiir x = 0 tritt in 
der Tat das Minimum der Ableiikung im Prisma ein. In diesem Fall, siehe Fig. 331, 
ist nach (4) die Ablenkung i/ = 2 arc sin (n sin «) — 2ct, also w sin « = sin (« + i y), 
so daB der Brechungsexponent 

sin (it + iy) 
sin « 

ist. W'eil man das Prisma durch Probieren leicht auf das Minimum der Ablenkung 
einstellen kann, wird diese Formel zur Erinittelung der GrbBe seines Brechungs- 
exponenten n benutzt, indem man den Prismenwinkel 2 a und die Ablenkung y mifit. 

An die Betrachtungen dieses und des vorigen Paragraphen schlieBen 
wir noch einige Bemerkungen an: 

Wir sahen auf S. 459, daP die Bildkurve c einer Funktion y == / ( 2 c) 
an einer Stelle, wo y" =0 ist, im allgelneinen einen Wendepunkt 
hat, namUch dann, wenn y" beim Durchschreiten dieser SteUe wirMieh 
das Zeichen wechselt, wahrend sonst kein wirklicher Wendepunkt vor- 
zuhegen braucht, vgl. das 6. Beispiel mit Fig. 324. Aber auch sonst 
hat eine Stelle, wo der zweite Differentialquotient y" gleich Null ist, 
eine besondere geometrische Eigenschaft. Denn wenn y" = 0 fiir 
X ist, bedeutet dies : Die erste Differentialkurve c' hat f ur a; = % 
die Steigung Null, also eine zur 2 c-Achse parallele Tangente, d. h. die 
Punkte von e', die zu 21 ; =% und zu einem imendlich benachbarten 
x==XQ + dx gehdren, liegen auf einer Parallelen zur x-Achse, so daB 
sie gleieh grofie Ordinaten haben. Da nun die Ordinaten von c' die 
Steigungen von c angegeben, besagt dies: Die unendlich benachbarten 
Stellen Pq und Pi der Kurve c, die zu 2 c ^Xq und zu. x=XQ+dx gehoren, 
haben dieselbe Steigung, also parallele Tangenten. Die Tangente von Pq 
ist aber die Gerade durch Pq und den unendlich nahe auf Pq folgenden 
Punkt Pi, die Tangente von Pj die Gerade durch P^ und einen auf Pi 
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unendlich nahe folgenden Punkt der Kurve. Da beide Tangenten 
paiaflel silid und durch P^ gehen, faUen sie zusammen. Daher sind 
diejerigen Stellen der Bildkurve einer Funktion y=:f{x), 
fiir die der zweite Differentialquotient gleich Null ist, als 
Stellen. aufzufassen, an denen drei unendlich nahe aufein- 
anderfolgende Punkte der Kurve auf einer Geraden liegen. 

Handelt es sieh nur um ziemlich benachbarte Punkte, so 
bleibt diese Eigentumlichkeit noch daran erkennbar, daB sich die 
Tangente der Kurve besonders innig anschmiegt. Siehe z. B. die 
Wendetangente in Fig. 96, S. 143. Auch wenn fur y" == 0 kein 
Wendepunkt vorhanden ist, zeigt sich dies Anschmiegen, siehe F’ig, 324j 
S. 466, im Anfangspunkte. 

Man sagt, daB an einer Stelle, wo y" gleich Null ist, die Tangente 
die Kurve in hSherer und zwar zweiter Ordnung beriihre Oder 
auch, daB sie dort die Kurve oskuliere (vom lat. osculum, der KuB,— 
wie man sieht, eine poetische Bezeichnung). 

Die Betrachtung laBt sieh verallgemeinern: 1st fiir eine Kurven- 
stelle auBer y” aucji y"' gleich Null, so schlieBt man ehenso, daB dort 
vier unendlich nahe aufeinanderfolgende Kurvenpunkte auf einer 
Geraden liegen, so daB die Tangenten von drei unendlich nahe aufein- 
anderfolgenden Punkten zusaramenfallen. Man spricht dann von einer 
Beriihrung in dritter Ordnung. Statt Beriihrung in zweiter Ord- 
nung sagt man auch dreipunktige Beriihrung, statt Beriihrung in 
dritter Ordnung vierpunktige Beriihrung. In der Fig. 324, S. 466, 
beriihrt die cc-Achse die Kurve im Anfangspunkte vierpunktig, da hier 
y" = 12 und y"' = 24 a: beide gleich NuU sind, aber y" = 24 4= 0 ist. 
(DaB hier auch y' =0 wird, ist fur die Ordnung der Beriihrung un- 
wesentlich, denn dies sagt nur aus, daB die Tangente wagerecht ver- 
lauft.) 

Fiir das Zeichnen von Kurven sind Stellen, an denen 
y" =0 ist, von besonderem Nutzen, da man hier ohne be- 


trachtlichen Fehler ein verhaltnismSBig langes Kurven- 


stiick mit dem Lineal geradlinig 
Ziehen darf. Beim Zeichnen von Wende- 
punkten wird jedoch oft gesiindigt. Wenn 
P in Fig. 332 ein Wendepunkt mit der 
Tangente t sein soli, wird sonderbarer- 
weise ( — man findet dies leider nament- 
lich in Bucher n, die von Mathematikem 



Fig. 332. 


geschrieben sind, die es wissen sollten, — ) sehr oft die Kurve wie in 
Fig. 332 a gezeichnet, wahrend die richtige Zeichnung die in Fig. 332 b 
ist. In der Figur a hat ja P gar nicht t als Tangente. — 




N mutes KafUel: Hohere Differentialquotienten. 

Nach S. 458 kaim man aus dem Verlaufe der ersten Differen- 
tialkurve einer Kurve ruckwarts Schliisse in bezug auf den Verlauf dieser 
Kurve selbst ziehen. Handelt es sich insbesondere um die Bildkurye o 
einer ganzen Funktion Grades (S. 98): 

2/ = flj” + a„_i a:" ^ -f- a„_2 + «! a; + a® , 

so ist ihre erste Differentialkurve das Bild einer ganzen Funktion 
(^~1) Grades, also einfacher. Die Kurve c ist nun wichtig 
^s Fehlerkurve (vgl. S. 115) bei der Ermittelung der Losungen der 
Gleichung w-ten Grades 

a» a" + a:»-i + a„_ 2 + . . . + Sa a:* + a; + «„ == 0 . 

1st z. B. « =3, so handelt es sich urn eine Gleichung dritten Grades. 
Dann ist die erste Differentialkurve der zugehorigen Fehlerkurve das 
Bild einer ganzen Funktion zweiten Grades, d. h. nach S. 95 eine 
Barabel, deren Aehse zur y-Achse pafaUel liegt. Deshalb kann 
man nut Hilfe dieser Parabel leicht Schltisse uber den Verlauf der 
Fehlerkurve ziehen und Aussagen iiber die Losungen der Gleichung 
dntten Grades machen. Dies soU im folgenden geschehen. 


4 . dritten Grades oder kubische Gleichung 

■fill. + • ^ c 0 kann man dadurch, daB man eine neue Unbekannte u ein- 

kubische Gleichung fur u verwandeln, 
ni, Null hat. Wir diirfen demnach annehmen, es liege 

von Tornherem erne Gleichung dritten Grades von der Form 

(d) + px + q!= 0 

ZUn ^ i e®S®^®“® Konstanten bedeuten. 

hX <!eue .f.nt ,7®r»'lderliche, nicht als Unbekannte, auf, so ist die 

Imke Seite nicht gleich Null, sondern eine Funktion y von x: 

(^) ^=ic*+?)a;4-g. 


Ihre Bildkurve c schneidet die cc-Achse an denjenigen Stellen 
Losui^en der Gleichung (6) sind. Die erste Differentialkurve 
Funktion 


deren Abszissen die 
c', die Bildkurve der 


2/'=3a:2 4-2> 

ilr** eine'P^abel Nach S. 95 fallt die Parabelachse mit der Ordinaten- 
achse zusa^e^ und die Parabel hat die Form eines Tales, da der Koefflzient wn 
X positiv ist. Ihr tiefster Punkt, d. h. ihr Scheitel ist der Punkt der Ordinatenachse 
rLtiv f; schneidet die Parabel e' die r-Achse nur dann, wenn j> 

i *■ ® 1 ®“ ^ «nd der Schnittpunkte sind die beiden Quadrat 

^zeln aus -- 1 p ; insbesondere sei die negative und x^ die positive Ouadratwurzel 

~ ^ 4ie a-Achse im Anfangspunkte. Ist p positiv 

so hate nur positive Ordmaten. Wenn alsop>0 ist, steigt die Kiirve^c be! 
st^dig, siehe Fig. 333; ist .p = 0, so steigt c auch bestandig,\at aber auf der 
rAchse emen Terrassenpuhkt. siehe Fig. 334; ist p < 0, so steigt e von 
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j CO bis ,T tiHlt von x ~ .r^ bis x - und steigt wieder von x ~ x bis 
.r r. + ,x), siehe Fig.^ 385. In alien Fallen liegt auf der ?/-Achse ein Wendepunkt 
\(ni f. I in (bitti'ii kail hat c fiir a; = ein ^Maximum unci fiir x x^ ein 
Minimum niimlieli: 

?/i = ■ ' i V I i P + 3' ’ 1/2 = I V ~ i V + ^ . 

In albm drei Figiiren hat man sich die .r-Achse ^vagerecht in irgendwelcher Hohe 
vorzustdlen. positiv naeh rechts. Je nach der Hdhe, in der die a:-Achse liegt, er- 


/'«b 


pyo. 

j 

J- 


Fig. 333. 


jz-o. 

/ 


Fig. 334. 



gebea sieh nun versehiedene Anzahlon von Schnittpunkten von c init der a:-Aelise, 

(i. Ii. verschiedene Anzahlon von reollcn Ldsungen x der kubischen Gleichiing (6): 

Lst p>(), Fig. 333, so hat die kubische Gleichiing stets und nur eine reelle 
Liisung, (lie grober als Ahill, gleich Null oder kleiner als Null ansfallt, je nachdem q 
kleiner als Null, gleicli Null oder groIkT als Null ist. Iin Fall p = 0, Fig. 334, gilt 
iiu ullgenunueu <lasselbe. Iin Fall p = </ = 0 aber ist die a:-Achse Tangente des Ter- 
rasseupuuktes; also beriihrt sie dort die Kiirve dreipunktig, d. h. dann hat die kubische 
( lleichiing ((1) drei zusamnienfallende Losungeii a; = 0. In der Tat vereihfaclit sie 
sich damn zu a® = 0 oder jc. a:, a: = 0. Ist endlicli p< 0, Fig. 335, so gibt es nur 
oine reelle Ldsung, wenn i/i < 0 oder 1/2 > 0 ist, und zwar fiir ?/i<0 eme, die 
groBer als ist, fiir 1/2 > tune, die kleiner als a*i ist. Wenn dagegen yi> 0 und 
1/2 <iO ist, gibt es drei reelle verschiedene Ldsungen; eine ist kleiner als ar^, eine 
liegt zwischen Xi und x^, eine ist groBer als a-g. Ist schlieBlich iji = 0 oder 
1/2 0, so fallen zwei der drei Ldsungen niit Xj oder Xq ziisainmen. Dies Letzte kann 

so hestiitigt werden: Weiui wir die negative oder positive Quadratwurzel aiis — ^.p 
mit r liezeiehnen, ist Xj oder X 2 gleich r and die zu oder geliorige Ordinate 
yi Oder y^ nach (7) gleich — 2 rf + q. Also handelt es sich urn den Fall, wo 
q = 2 ist. Dann wird aus (0): 

X® — 3 r* X 4- 2 r® = 0 . 

Die linke Seite ist ohne Lest init x — r tcilhar, d. h. x = r ist eine Ldsung (vgl. 
fc>atz 6, S. 103). Fbrig bleibt: 

x^ + r 2 r® = 0 . 

Wieder ist (lie linke Soife (iliiie llest mit x—r teilbai, d. h. a = r ist ein zwettes Mai 

eine Losung. Schlielilich bleibt: 

X 4- 2 r = 0 , 

(1. h. X = — 2 r ist die dritte Losung. — Man moge anf diesom Weg feststellen, wie 
vit‘lc reelle Liisungen die folg(?nden kubischen Gleichungen haben: 

j-a + 2x — 3=0, f 2t:+ 3 = 0, a? — 2z + 3=0, 2a— 3=0. 
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Ebensc moge man die Gleicliung untersuchen: 

ic® — 3 + 2 ic — 4 = 

die man ziierst durch Einsetzen von x — u + 1 umzuwandeln hat, um das quadrati- 
sche Glied zu entfernen. Man moge auch feststellen, in welchen Intervallen die 
Losungen liegen., 

Ubrigens kann man die Losungen der kubischen Gleichung (6) durch Quadrat- 
and Kubikwurzeln ausdriicken. Dies soli in aller Kiirze abgeleitet werden: Die ge- 
suchte Ldsung x denken wir uns als eine Summe u i- v von zwei Zahlen n uiid ik 
Dann gibt (6): 

w® 4- 3 M“ V + 3 u + i;® + (w -f v) + (^ = 0 , 
wofiir wir schreiben konnen: 


w® + f® + ^ -f- (3 a e + p) (m -f t’) = 0 . 

Diese Bedingung wird nun erfullt, wenn einzeln: 

(8) w® + i)® = — ^ und uv= odor u® = — 

ist. Lassen sich u und v so bestimmen, daB die Forderuiigen (8) crfttllfc werdeu, so 
ist a; = w + V sicher eine Losung von (6). Wir bildcn nun die Gleichung: 

te-u®)(i'~t;®)= 0. 

Dies ist cine quadratisclio Gleichung fiir £ iiiit den Losungen j; = m® und p, = v®. 
Da sic so gcschrieben werden kann: 

j;2 — ^ ^ 4- M* = 0 , 

hat sie nacli (8) die Form: 

+ — 0, 

und nach S. 11b sind iiire Losungen: 

I4^9’ + tVp’- 

Also ist u 4- I' die GrdBe 



und damit ist eine Losung a der kubischen Gleichung (6) ermittelt Die beiden 
anderen sind nun auch leicht gefunden. Denn es ist ia «» + n « 4. = 0 Also 

durfea wir von (G) links «» + p „ + ^ abriehen; dann kommt: « ' ' 


^ — «* + p(x — a)= 0 . 

*“ Einklange steht. 


0*^) i a;* + «a:+<«*+p= 0 , 

and dies ist eine bloB quadratische Gleichung fur die beiden anderen iBsuhgen. 


§ 3. Krummung, Evolute und Evolventen. 

• Kurvenstuck P,, siehe Fig. 336, so 

wird (ke Richtung semer Bahn durch die jeweilige Tangente t angegeben 



§ 3, Krummung, Evolute und Evolventen. 
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Ziehen wir durch einen Punkt 0 die Parallelen t, zu den Taiigenten, so 
wird von ihnen cin Winkel a liberstrichen, dessen Schenkel t(^ nnd ti 
parallel zu den Tangenten von Pq und von sind. Diesen Winkel 
a messen wir positiv im Sinn der Drehung von der positiven ir-Achse 
zur positiven j/-Achse. Er gibt die Anderung der Wegrichtung 
von Po bis an. Die Bogenlange s von Pq bis ist die GroBe des 
zuriickgelegten Weges, die wir wie auf S. 361 positiv messen, vrenn die 
Abszisse von Pq bis P^ zunimmt, Der Weg P^ P^ ist urn so mehr ge- 
kriimmt, je groBer der Winkel a und je kleiner der Weg 5 ist. Der 
Bruch a:s heiBt deshalb die durchscbnittliche odet mittlere 
Kritmmung des Weges PoPi- Ein Teil des Weges hat nicht not- 
wendig dieselbe Kriimmung wie der ganze Weg. Wenn jedoch das, 
Wegstuck von Pq bis P^ unendlich kurz wird, heiBt jener Bruch 
a :s schlechtweg die Kriimmung k an der betrachteten Stelle. 
Aber es fragt sich, nach welchem Wert a.is fiir lims = 0 strebt. 




Die Kurve c sei die Bildkurve einer Funktion y = f {x) und P der 
zur Abszisse x gehorige Bildpunkt {x; y), Ferner sei die cc-Einheit 
gleich der jz-Einheit. Nun werde von P aus ein unendlich kurzer 
Weg P P' auf c zuruckgelegt, den man ein Bogendifferential d$ 
nennen kann, aber meistens als ein Bogenelement ds bezeichnet. 
Dabei moge die Abszisse x um das Differential dx wachsen, siehe 
Fig. 337. Der Punkt P' hat die Koordinaten x + dx und y i-dy. 
Der Weg P P' oder d s wird wie auf S. 361 als Hypotenuse des recht- 
winkligcn Dreiecks mit den Katheten dx und dy berechnet, so dali 
sich wie dort ergibt: 

(1) ds = l/r+?" 

Damals hatten mx dy 'dx statt y' geschrieben. Die Wurzelist posi- 
tiv. Ferner sei t der Tangentenwinkel von P. Nach Satz 1, S. 44^, ist 

(2) T = arc tg y [ , 
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wobei der zwischen und — gelegeiie Winkel zu aeluuen ist. 

Die Tangente t' von P' bildet mit der r^;-Achse einen von r uiunidlieh 
wenig abweiclienden Winkel r ~\-dx. Das Differential dx ist leielit zu 
berechnen, denn nach (2) ist r eine Funktion von ij\ wahrend y' == f (a:) 
eine Funktion von x ist. Wir wenden daher die Kettenregel an, dereii 
Schema wir Mer, da es sich um eine neue Anwendungsart der 
Kettenregel handelt, ausfiihrlich angeben wollen^: 


Also wird: 


I = arc tg If' 


y' == f 


dr ^ 1 

dy' “ 1 + y'- 




// 


dT_ ^ ' 

dx 1 + y'- ' 


( 3 ) 


dx 


1 + y'^ 


dx . 


In Fig. 337 ist dx die Aiiderung der Wegrichtung liings des Wegeh^- 
ments ds von P bis F. Die Krumniung k der Kurvo an der Stelle 
P ist daher gleich dz :ds. Hierfur ergibt sich aus (1) uiid (3); 

(4) = 

ds 1/1 + y'-^^ 

wobei die Wurzel positiv ist. Da y' und ?/" die Funktioncn /' {x) und 
/ {x) sind, ist auch die Kriimmung k eine Funktion von x. Der uuend- 
lich kleine AVinkel dz, um den die llichtung der Tangente des Etid- 
punktes P von der Kichtung der Tangente des Anfangspunktes P des 
Bogenelements d s abweieht, heiBt der zum Bogenelenient ds ge- 
hbrige Kontingenzwinkel (vom lateinischen contingere, unmittel- 
bar angrenzen). Die Kruinmung der Kurve an einer Stelle P ist das 
Vernaltnis des Kontingenzwinkels dz zum zugehbrigen 
Bogenelement ds der Kurvo. Die Formel (4) besagt: 

Satz 10; Die Kriimmung der Bildkurye einer Funktion 
y — t (X) an der zur Abszisse x gehbrigen Stelle ist 


Fl + 




^aB ’^orausgesctzt wird dabei, 

daB die a;-Emheit gleich der i/-Einheit gewahlt sei. 

Die Krummung k ist positiv oder negativ, je nachdem xj" das Plus- 


' Das Neue liegt darin, dafi wir y' als Hilfsveranderliehe benutzen. 
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^der Miiiiiszeichen hat, d. h. nach Satz 5, S. 459, je nachdem die Knrve 
nacli oben konkav oder konvex ist, falls das Achsenkreuz die gewohn- 
liche Lage hat. Die Kurve c hat also an einer Stelle P positive oder 
negative Kruinmung, je nachdem man beim Fortschreiten langs 
der Knrve im Sinn wachsender Abszissen eine Wendung nach links 
Oder nach rechts macht. Iinmer wird dabei vorausgesetzt, daC die 
positive 2/-Achse aus der positiven a;-Achse durch eine Drehung uni 90 ” 
nach links herum hervorgehe. Andernfalls gilt das Umgekehrte. 

1. Beispici: Wenn P ein Wendepunkt ist, siehe Fig. 332, S. 473, ist y" 
gleich Null fur die zugehorige Abszisse a:, mithin auch die Kriimmung h. 

2. Bcispiel: Welche Kurven haben uberall die Kriimmung Null? 
Natiirlich sind es die Geraden. Rechnerisch ergibt sich dies so: Soli k uberall gleich 
Null sein, so muB der Ziihler y^' von k iiberall gleich Null sein. Er ist aber der Dif- 
ferentialquotient von y'. Mithin muB y' konstant, etwa gleich c, sein. Daraus folgt, 
dafi y selbst das Integral /c dx ist, also y = konst. Dies besagt nach Satz 7, 
S, 40, dab die Kurve eine Gerade ist. 


3. Beispiel: Der Kreis mit dem Mittelpunkte (a ;h) und Radius r ist nach 
(2), S. 179, die Bildkurve der zweiwertigen Funktion 

= 5 -f (/y2 

Differentiation giht: 



Der filr y' gefundene Wert lehrt, dab 


1 + 2 /'^ = 




2 


ist. Setzt man diesen Wert und den von y^' in (4) ein, so koinmt fur k, abgesehen 
vom Vorzeichen, der Wert 1 : r. Demnach hat jeder Kreis eine konstante 
Kriimmung, die absolut genommen gleich dem reziproken W.ert l:r 
des Radius ist. Wenn wir den Kreis uberall im Sinn wachsender Abszissen 
■durchlaufen, kriimmt er sich allerdings fiir Stellen der oberen Halite ABC, siehe 
Fig, 338, nach rechts und fiir Stellen der unteren Halite ADC nach links, so dafi 
die obere Halite die negative Kriimmung — 1 : r und die untere die positive 
Elriiminung 1 : r hat. Natiirlicher ist es, den ganzen Kreis in einerlei Drehsinne 
ZM durchlaufen, wie es Fig. 339 andeutet, wo wir den positiven Sinn gewahlt haben. 
In diesem Fall hat der Kreis uberall die positive Kriimmung 1 : r. 


Wir wollen annehmen, eine Kurve c sei, von einer Stelle P ange- 
fangen, in gleich lange unendlich kurze Stiicke PP^, PiPg, P^P^^- 
von der LS-nge d s zerlegt wordan. Sie werde. dann durch die gebrochene 
Linie PPiP^Pg. . . ersetzt, wie es Fig. 340 andeutet. Die Bewegung 
Mngs der Kurve wird auf diese Art in abwechselndes unendlich kurzes 
geradliniges Fortschreiten und unendlich kleines Drehen zerlegt. Die 



480 


Neuntes Kapiiel: Hohere Differ entialquotienten. 


geradlinigen Strecken sind alle gleich ds zu setzen; was dagegen die 
unendlich kleiiien Drehwinkel betrifft, so konnen sie, miteiiiander ver- 
glichen, im allgemeinen verschieden sein. Dies sind die Kontingenz- 
winkel dr, dx-^, dxz . . die an den Stellen P, Pj, . . . zw den gleich- 




groBen Bogenelementen s gehoren. Wenn man all (3 diese Kon- 
tingenzwinkel dr, dx^, dx^ . . . durch den ersten, also durch 
dx, ersetzt, wird die Bewegung eine andere, so daB statt c eine 
andere Kui’ve beschrieben wird. Die neue Bahn enthalt zwar aueh 
das erste Bogenelement P P^, und auch jetzt wird in dieselbe 
unendlich kleine Wendung wie vorher gemacht, so daB man auch 
jetzt nach gelangt, aber von hier an werden sich statt 
andere Punkte Q3, Q^. . . ergeben, da die folgenden unendlich kleinen 
Drehwinkel nicht dri, dr ^. . sondern alle gleich dr sein sollen. 
Die neue Bahn ist so beschaffen, daC auf ihr dr :d s konstant, 
also die Kriimmung immer dieselbe ist, und zwar gleich der- 
jenigen Kriimmung, die die urspriingliche Bahn in P hat. Offenbar ist 
APPjPj ^ A PiPaQjrr A . . . Deranach sind die Radien 

der Kreise, die man diesen Dreiecken umschreiben kann, gleich groB. 
Da iiberdies je zwei aufcinanderfolgende Dreiecke eine Seite gemein 
haben, kommt alien Dreiecken derselbe umschriebene Kreis zu; also 
liegen P, P^, Pj, Q3, Q4 . . . auf einem Kreis. Deshalb ergibt sich zu- 
nachst der nach dem 3 . Beispiele zu erwartende 

Satz 11: Die Kurven konstanter Kriimmung sind die 
Kreise. Zu. ihnen gehoren auch die Geraden als Kurven 
von der Kriimmung Null Oder als Kreise mit unendlich 
grofien Radien. 

Der Kreis durch die Punkte P, P^, P^, Q^, . . . hat nun ftir die 

urspriingliche Kurve c eine hesondere Bedeutung: Er geht durch die 
drei unendlich benachbarten Kiuvenpunkte P, P^, P^ und hat iiberall 
diejenige Krummung, die der Kurve c an der Stelle P zukommt. Er 
heiBt der Krummungskreis der Kurve an der Stelle P, sein Radius q 


§ 5. KTilufimung^ lEvolut^ wnd Svolv&fiicTt, 


481 



Fig. 341. 


der Krummungsradius und sein Mittelpunkt K der Krummungs- 
mittelpunkt der Sfelle P. Da ein Kreis durch drei Punkte voll- 
st&ndig bestimmt ist, leuchtet ein, da6 der Kriimniungskreis 
derjenige Kreis ist, der sich in P am innigsten an die 
Kurve c anschmicgt, weil er auch durch die zu P unehdlich 
benachbarten Kurvenpunkte Pj und geht. Er beruhrt die Kurve c 
dreipunktig Oder in zweiter Ordnung oder: er oskuliert die 
Kurve (vgl. S. 473). Deshalb wird er auch Oskulationskreis 
genaimt. 

Da der Krummungskreis durch P, Pj und P^ geht, hat er sowolil 
in P die Tangente P P^ als auch in Pj die Tangente P^ Pj, d. h.; der 
KrlimmUngskreis des Punktes P der Kurve e ist derjenige 
Kreis, der durch P und einen zu P unendlich 
benachbarten Punkt P^ von e geht und in P 
und Pi dieselben Tangenten wie die Kurve 
c hat. 

Wenn aber ein Kreis in P die Tangente t hat, 
liegt sein Mittelpunkt K auf der Normale n von P, 
die man in P senkreeht auf die Tangente t zu er- 
richten hat. Daher IhjJt sich der Mittelpunkt K des 
Kriimmungskreises des Kurvenpunktes P so gewinnen: Man faBt 
auBer P einen zunhehst beliebig auf c gewahlten Punkt Pi ins Auge, 
siehe Fig. 341. In beiden Punkten zieht man die Tangenten t und Ij, 
dann errichtet man auf ihnen in P und Pi 
die Senkrechten n und «i, also die Normalen 
der Kurve. Ihr Schnittpunkt K wird, wenn 
Pi auf dcr Kurve c nach P strebt, der. 
Kriimmungsroittelpunkt K der Stelle P. Zwar 
kann man den Kriimmungsmittelpunkt K auf 
these Weise zeichnerisch nicht genau er- 
mitteln, wohl aber rechnerisch: 

Der Punkt P Oder («; y) sei ein Punkt der 
Bildkurve von und die Einheiten seien auf beiden 

Aehsen gleich groB angenommen. 1st K irgendein Punkt a^ 
der Normale n von P, so mogen seine Koordinaten zum Untmchiedc 
von a: und y mit f und n bezeichnet sein. Siehe Fig. 342. Dann ist 
(n — tj) : (i — x) die Steigung der Normale von P. Nach 44y 
8 sie gleich -1 :tgr oder -1 : weil y' ^e Steigung der T^- 
gente ist. Daher gilt fiir jeden Punkt (| ; ij) der Normale « des 
Kurvenpunktes (x : y) die Gleichung 

fj — y L 



Fig- 342. 


Scheffers, Lehrhuch d. Mathematlk. 
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Oder: 

(5) {i — x)+y'(r] — y)-=0. 

Nun aber soil K odor (f; y) aueh auf dcr Normale des zu P unendlich 
benachbarten Punktes {x + dx;y + dy) der Kurvc liegen. Man kann 
also eine zweite Bedingung entsprechend (5) aufstellen, indem man statt 
X, y, y' die Werte 

x +dx, y-\-dy, if -Vd,y’ 

einsetzt, denn y und y' andern sieh xaa. Ay und d,y\ wenn a: urn da; zu- 
nimm t, Da iy:Ax=y' und Ay' :dx=y'\ also Ay —if Ax und 
d-jf =y" Ax ist, ersetze man mithin x, y, y' in (6) durch: 

x-{-Ax, y-\-y'd,x, y'+if'dx. 

Dann ergibt sich. als Bedingung dafiir, daS K oder (f ; »?) auch auf der 
unendlich benachbarten Normale liegt, die Gleichung 

(_^ — x — dx) + (if +y'’Ax) {rj — y — y' Ax) =0 
Oder, zum Teil ausmultipliziert: 

(f — a:) + 2/' — {y — y)dx — y'^dx — rf y" Ax^ , 

Die Koordinaten | und y mussen demnach auBer der Gleichung (6) 
auch diese Gleichung befriedigen. Infolge von (5) sind nun die boiden 
ersten Summanden dcr letzten Gleichung zusammen gleich Null, • Vom 
Rest laBt sich der Faktor dx absondern. Dann bleibt iibrig: 

— 1+7/" (y — y) — y'‘ — y'y"dx==0. 


Hieraus berechnet man: 


+ y'dx. 


Da da: nach Null strebt, fallt der letzte Summand fort (nach Satz 10, 
S. 65). Mithin kommt: 


V —y 


, 1+11 

y" 


Setzt man den Wert von y — y in (5) ein, so findet man auBerdem : 




Oder is —X- 


,.' 1±11 


Aus dem rechtwinkligen Dreieck in Fig. 342 ergibt sich schlieBlich fUr 
das Quadrat des Kriinunungsradius g: 

e* = (I — xf + iy — 7/)* 


§ 3. Kriimmung, Evolute unA Evolventen. 


483 



Vorausgesetzt wird dabei, daC die a:-Einheit gleiclx der 
y-Einheit gewahlt sci. 

Wenn man im Ausdruck fur q die Quadratwurzel positiv an- 
nimmt, ist e ^ 0, je nachdem y" ^ 0 ist, d. h. nach S. 479, je naoh-dem 
die Kurve an der betrachtetcn Stelle positive Oder negative Kriimmung 
hat. Es empfiehlt • sieh, in dieser Weise dem Kriimraungsradius q ein 
bestimmtes Vorzeichen zu geben, weil dann infolge von Satz lO der 
Satz gilt:. 


Satz 13: Die Kriimmung der Bildkurve einer Funktion 
ist gleich dem reziproken Wertc des Krummungsradius. 

Wir fassen nun ein Stiick einer Kurve c ins Auge, leings desscn 
die Kriimmung k uberall zunimmt. Ist P ein Punkt dieses Stlickes, 
siehe Fig. 343, so hat der Kriimmungskreis vonP vorund nachder 
Stelle P dieselbe Kriimmung, die der Kurve c in P zukommt. Aber 
c hat vor P eine kleinerc, nach P eine groBere Kriimmung. Also 
verlauft die Kurve c vor P aufierhalb, nach P innerhallb des 
Krilmraungskreises. Wenn dagegen die Kriimmung der Kurve c 
bestandig abnimmt, gilt das Umgekehrte. Im allgemeinen. also 
wird der Kriimmungskreis der Stelle P zwar 
die Kurve c in P aufs innigste beriihren, sie 
aber dort durchsetzen. Dieselbe Erscheinung 
haben wir schon bei der Wendetangente (S. 459) 
festgestellt. AVir merken noch an: Fiir einen Wende- 
punkt ist die Kriimmung k nach dem ersten Beispiele 
gleich Null, also der Krummungsradius g = 1 : X: un- 
endlich groB. Hier artet der Kriimmungskreis in einen 
Kreis mit unendlich grofiem Radius, d. h. in eine Gerade aus, nam- 
lich in die Wendetangente. 

Die soeben gemachte SehluBfolgerung iiber das Durchsetzen. der 

31 * 
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Neuntes Kapitel: Hohere Differ entialciuotienien, 

Kury^e durch ihren Kriiirnnungskreis gilt nicht mehr an solchen 
btellen, wo die Krummung dcr Kurve ein Maximum Oder 
Minimum erreicht. Nach Satz 8, S. 106, ist die erste Bedingung 
fur das Maximum oder Minimum von h diese: 


Wir mussen also den Wert (4) von h, namlich: 


I- y" 

differentiieren. Zuniichst ist k ein Bruch u : v, dessen ZShler u = y" 
den Differentialquotienteh u’ hat. Der Differentialquotient des 
JNenners v ergibt sich nach der Kettenregel: 


V 

z == 1 + 2/'2 

y'=nx) 






Weiin wk jetzt auf /c — m : « die Brachregel anwenden, ergibt sich der 
Differentialquotient : 

Ak _ ?/"(! + y'i) — 3y'i,"i 

YT+T^ 

Die erste Bedingung fur ein Maximum oder Minimum von k ist also: 

(6) 

Die linke Seite ist einc Funktion von x. Demnach liegt eine Glei- 
chung zur Bestimmung der Unbekannten x vor. Haben wir einen 
Wert von x gefunden, der ihr geniigt, so wird allerdings fur ihn 
nicht unbetogt ein Maximum oder Minimum der Krummung eintreten. 
Ist aber eines vorhanden, so wird der Kriimmungskreis in der Um- 
gebung der betrachteten Stelle entweder von der Kurve vorher und 
nachher umfaBt oder selbst die Kurve vorher und nachher umfassen. 
Jedoch auch dann, wenn dort kein Maximum oder MiTiimnTn eintritt, 
hat die Kurve an dieser Stelle etwas Besonderes: Nach S. 466 kanii 
man sagen, daB der Kriimmungsradius von P gerade gleich dem an 
einer unendlich benaehbarten Stelle Pj ist. Da nun der Kriimmungs- 
kreis von P durch Pj und Pj geht, wenn wir wieder die Fig. 340 auf 
S. 480 benutzen, und der Kriimmungskreis von P^ durch Pj und Pj 
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geht, haben beide gleich groBe Kreise die Punkte und Pj gemein, 
d. h. beide Kreise fallen zusammen. Der Krummungskreis von P geht 
also jetzt nicht nur durch die beiden unendlich benachbarten Punkte 
Pi und Pj, sondern auch durch einen dritten unendlich nahen Punkt 
Pg der Kurve. An ciner derartigen Stelle beriihrt also der 
Kriimraungskreis die Kurve vierpunktig (vgl. S. 473) Oder in 
dritter Ordnung, d. h. er schmiegt sich dort noch viel 
inniger an die Kurve an, als es sonst schon uberhaupt die 
Kriimmungskreise tun. 

Man nennt alle Stellen, an denen der Differentialquotient dlc-.dx 
der Kriimmung gleich Null ist, Scheitel der Kurve. Insbesondere 
hejfien sie eigentliche Scheitel, wenn dort wirklich ein Maximum 
Oder Minimum der Kriimmung eintritt, wie es ja ineistens der Fall 
sein wird. Somit gilt der 

Satz 14; Die Abszissen der Scheitel der Bildkurve einer 
Funktion y=f(x) sind diejenigen Werte von x, fur die 

y'"(l + y'^)-Sgy"^==0 

ist, vorausgesetzt, daB die ac-Einheit und die y-Einheit 
gleich groB sind. 

Wenn eine Kurve eine Symmetriegerade hat, so oaB die eine 
Kurvenhalfte dui-ch Umklappen urn diese Gerade in die andere iiber- 
geht, wird der Punkt S, in dem die 

Kurve die Symmetriegerade trifft, ein 

eigentlicher Scheitel sein, vorausgesetzt, 

daB dort keine Unstetigkeiten eintreten. ^ 

Denn entweder (siehe Fig. 344) nimmt 
die Krummung auf beiden Wegen naeh 
5 zu Oder auf beiden ab (siehe Fig. 345), 
so daB in 8 ein Maximum oder Minimuni Fig. 344. Fig. 346. 

auftritt. 

Die Kriimmungskreise, insbesondere namentlich die 
der Scheitel, dienen zum angenSherten Zeichnen der 
krummen Linien. Hierzu einige Beispiele: 

4. Beispiel: Boi der Farabel i/ = a? ist y' = 2x, .y"= 2, so daB Satz 12 
als Koordinaten S und v der Kriimmungsmittelpunkte gibt; 

1 = — 4 a?, »j=J + 3a?. 

Wir wfthlen fiir x etwa die Werte 0, i, 1, berechnen die zugehorigeii Werte von y, 
nanilichO, J, 1, und die zugehSrigen Kriimmungsmittelpunkte (f ; rj), namlich (0; 1). 

Ij) und (—4;' 3t). Die betreffettden Kurvenpunkte 0, Pi, P, und Mittel- 
punkte A'o, Ki, X, sind in Fig. 346 eingezeichnet, wo die Einheiten auf beiden 
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Mittelpunkte M des zum Gipfel G gehorigen Kriimmungskreises. Fflr die Tal- 
purikte er^bt sich der entgegengesetzte Wert des Krummungsradius. Dutch 
Zeichnen der Kriimmungskreise der Gipfel- und Talpunkte sowie der Wende- 
tangenten der Knotenpunkte kann man die Sinuswelle meistens geniigcud genau 
ermittela. 

7. Beispiel; Die Ellipse, deren \ 

Achsen gleich 2 a und 2 6 sind und auf der 

i-Achse und 2 /-Achse liegen, hat nach (1), T b 

S. 185, die Gleichung , \ /\\ 


deren Auflosung nach y die zweiwertige 
Fnnktion liefert; 

j/= 







Da bier 


Fig. 348. 




— ^Of>h3C 


' r — f - - 

ist, gibt die Scheitel-Bedingung des Satzes 14 einfach a; = 0, also nur die Schnitt- 





Fig. 349. 


punkte dei Ellipse mit der y-Achse. Man muB jedoch bedenken, daB y\ y" und y"' 
fiir £c ss ^ a unstetig werden und uns deshalb die zu a = i u gehorigen Sclmittpunkte 
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der Ellipse mit der a:-Achse entgehen. DaB sie aber ebenso wie die Sehnittpunkte 
nut der 2/-Achse Scheitel sind, folgt daraus, daB die Koordinatenachsen Synunetrie- 
geraden sind. Schon auf S. 185 ninnten wir diese viet Punkte die Haupt- und Neben- 
scheitel. Fur den Nebenseheitel. (0 ; b) wird y' = 0 und y" = —h ■. a\ daher der 
^ummungsradius nach Satz 12 gleich -a^:b, und das Minuszeichen kundigt an, 
daB der zuphorige Kriimmungsmittelpunkt tiefer al^ jener Nebenseheitel auf der 
y-Achse hegt. Die Gleichung (7) der Ellipse andert sich nicht, wenn man x mit y und 
^gleich a mit b vertauscht. Demnach folgern wir, daB die Krummungsradien der 
Mauptscheitel absolut genommen gleich h- : a sind. 

Daher zeichnet man Ellipsen so: Sind die Achsen A, A, und B, 
pgeben, siehe Fig. 348, so stellt man das Rechteck der vier Scheitel- 

wngenten her und fallt dann von das Lot auf die Diagonale R^ R 4 . Trifft es die 
Hai^taehse in und die Nebenachse in so erkennt man aus der Ahnliclikeit von 
A-KiAEi und ARiBiIL mit A-Ri-Bi-Ba leicht, daB KiAi= b^ : a und 
- n : b, alsm h, der Kriimmungsmittelpunkt von A, und AT, der Kriimmungsmittel- 
punp von Si 1st. Die Kruminungsmittelpunkte der beiden anderen Scheitel A. und 
liegen zu und K„ syinmetrisch. Zieht man die vier Krummungskreise der Haiipt- 



Fig. 350. 


ziemlich ausgedehnte Stucke davon als Ersatz 
to Ellipscnbogen in der Nahc der Scheitel benutzen. Iin Ubrigen ergaiizt man die 
Kurve dazwischen mittels eincs Kurvenlineals. 1st die Ellipse sehr langlich also a 
bedeutend groBet als i, siehe Fig. 349, so Avird der Radius Aei Krttmmungskreise der 
Nebenseheitel zu groB. Dann empfiehlt es sich, noch die vier Punk?e to luinse 

find^"*sfrso”’ ‘n ^‘^3 und ftiS, des Reclitecks liegen. Man 

S I Mittelpunkt 0 nut dem Radius a trefte die 

Nebenachse obenmC. Nun trage man die Strecke«J'2, die gleich der Entfernung 




§ 3. Kriimmung^ Evolute und Evolventen. 


489 


von Ai bis C ist, von 0 aus auf der Hauptachse nach beiden Seiten bis Ei und JSo 
ab und ziehe dutch Ei und E 2 die Parallelen zu den Diagonalen 14 ^4 ^3 

des Rechtecks. Dadurch gehen vier Geraden hervor, die einen Rhombus bilden. 
Die Ellipse beriihrt die Seiten des Rhombus gerade in denjenigen Punkten 
P 3 , P 4 , die auf den Diagonalen des Rechtccks liegen. Der Beweis hierfux ergibt 
sich unmittclbar daraus, dafi die Ellipse in den soeben benutzten Kreis iiber- 
geht, wenn man alle ihre Ordinaten im Verbal tnis a : h vergrofiert, nach S. 185. Ver- 
iahrt man namlich ebenso mifc den Ordinaten des Rechtecks und Rhombus, so gehen 
Rechteck und Rhombus in zwei dem Kreis umschriebene Quadrate iiber, wie es die 
punktierteh Linien andeuten. 

Die Zeichming der Ellipse mittels der Krummungskreise der Haupt- und Neben- 
scheitel liefert, obgleich diese Kreise einander nicht treffen, so dafi noch Erganzungen 
mittels des Kurvenlineals notig sind, ein viel besseres Bild der Ellipse als dasjenige 
Verfahren, das fast iiberall (sogar von Mathematikern) benutzt wird. Man pflegt 
namlich die Ellipse durch vier Kreisbogen zu ersetzen, die an den Stellen, wo sie 
ineinander iibergehen, dieselben Tangenten haben. Urn nicht zur Weiterverbreitung 
dieses schlechten Verfahrens beizutragen, geben wir Naheres dariiber nicht an. Wie 
hafilich die danacJi cntworfenen Ellipsenbilder sind, zeigt als abschreckendes Beispiel 
die Fig. 350. Nur cine der Linien ist eine Ellipse. 


8 . Beispiel: Die Scheitel der Hyperbel traten schon auf S. 191 auf. Wird 
die Hyperbel wie in ( 1 ) ebenda gegeben, so stellt sieh y in der Form ( 2 ), ebenda, 
dar, und also wird y' gerade fiir die Scheitel, namlich fiir a? = i a, unstetig. Urn 
die Kriimmiingsradien der Scheitel zu ermitteln, tut man deshalb gut, zuniichst 
die Achsen miteinander zu vertauschen, also statt 




]L 

52 


Dann kommt 




zu schreiben: 


f ^ 




a X 


a h 

V¥T1^ ’ 


also fiir a; = 0, wenn die Quadratwurzel positiv angenommen wird; 2 / - a, y' = 0, 
y" a: so dafi Satz 12 fiir re = 0 den Kriimmungsradius : a gibt. Vertauschen 
wir wieder x mit y, so folgt: Die auf S. 190 u. f. betrachtete Hyperbel hat in den 
Scheiteln a; 0) Kriimmungsradien, die absolut genommen gleich : a sind. Nach 
Fig. 136, S. 191, ergibt sich daher der Krttm- 
mungsmittelpunkt Ki des Scheitels Ai wie in 
Fig. 351: Man errichtet im Scheitel Ai das Lot 
auf die Achse und im Schnittpunkt C dieses Lotes 
mit einer Asymptote wieder das Lot auf die 
Asymptote. Dieses zweite Lot trifft die Achse an 
der gesuchten Stelle Ki> Denn aus OAi,A^Ki 
Ai(E folgt wegen 0 Ai ^ AiC ^ h sofort 
Ai Ki^ : a, Der Kriimmungsmittelpunkt 74 
des zweiten Scheitels Ag liegt zu 74 symmetrisch. Mit Hilfe der Kriimmungskreise 
der Scheitel und mittels der Asymptoten Efit sich die Hyperbel ziemlich genau zeichnen. 
Oberdies kann man einzelne Punkte nach Fig. 138, S. 196, ermitteln. 



Fig. 351. 


9. Beispiel: Die in der Fig, S. 284, gezeichnete logarithmische Kurve 
y = In X hat nur an der Stelle ( J 2 ; — | In 2) ode^(0,707 ; — 0,347) einen Scheitel. 
Der zugehdrige Kriimmungsmittelpunkt ist (2 ]/ 2 ; — | -»- J In 2 ) oder (2,828 ; 
— 1,847). Man bestatige dies und zeichne den Kriimmungskreis des Scheitels ein. 
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10. Bei spiel: Die Bildkurve der Funktion 

y = 6 -=®* 

ist in der Wahrsclieinliehkeitsrechniing wichtig. Nach S. 313 ist y stets 
positiv, auBerdem. nach S. 384 eine gerade Funktion von x; die Kurve verlauft also 
im 1. und 2. Quadranten und hat die a:-Achse zur Symmetriegeraden. Da 

y'^ — 

ist, steigt sie fiir negatives x und fallt sie fiir positives x. Fiir a: == 0 hat sie 
das Maximum y = 1, wahrend sie sich fiir a; = ^ oo der y-Achse als ihrer 
Asymptote (vgl. S. 193) anschmiegt. Da 

ist, treten nac^ S. 459 fiir a: = J;;; -J- 0,707 Wendepunkte auf. Ftir sie 
wird y = 1 : e = 0,607 und y' == : e, Ist w der Abschnitt, den die Wende- 

tangenten auf der y-Achse bestimmen, so ist (1 : y~e — w) : die Steigung der 

einen Wendetangente, also gleich — ]/ 2 : e, woraus m; = 2 : y'e = 1,213 folgt. Hier- 



nach sind die Wendepunkte W„ mit ihren Tangenten leicht zu zeichnen, 
siehe Fig. 352. Man findet ferner, daB die Bedingung des Satzes 14 fiir die Scheitel 
so lautet: 

(8) 12x2+ 6)e-2**+ 3--~2 £c2] = 

Da stets positiv und nie gleich Null ist, kann dieser Faktor gestrichen werdcn. 
Der Faktor x gibt x = 0, d. h. den Scheitel oder (0; 1) auf der y-Achse mit dem 
Kriimmungsradius — I, also dem Kriimmungsmittelpunkte Kq oder (0;|) auf der 
y-Achse. Ferner liefert (8) nach Multiplikation mit noch die Bedingung: 

(3 — 2x2)e2»*+ 16 a:* — 12x2+ 6 = 0. 

Urn die Losungen x dieser Gleichung zu berechnen, setzen wir 2 x* = u, Dann ergibt 
sich namlich fiir u die einfachere Gleichung: 

(9) (3 — w) e“ + 4 — 6 tt + 6 = 0 . 

Zur Bestimmung von w benutzen wir die Regula falsi (S. 118), indem wir 

V =" (3 — u) + 4 — 6 w + 6 

als Fehler verwenden. Da In e“ = w, also log = Mu ist, wo M den Modul (S. 298) 

bedeutet, kann man leicht berechnen. Insbesondere ergeben sich fiir m « 3 und 
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= 4 die Wertepaare: 

V 

"3 SJ 
4 ~~8,G, 

Also liegt zwischen 3 und 4 eiiie Ldsimg von (9). Nach (10), S. 117, ergibt sich 
daraiis der bessere Naberungsw’ert u == 3,7. Fiir ihn ist v = 10,25. Aus dem 
Wertepaar 

a V 

10,25 
4,0 — 8,6 

geht fernor der bessere Kaherungswert u = 3,86 hervor, fiir den v = 1,62 ist Fiir 
a = 3,90 dagegen wird v = — 1,02, Aus diesen beiden Wertepaaren ergibt sich dor 
bessere Naherungswert u = 3,885, fiir den v - — 0,007 wird. Fur u = 3,884 dagegen 
ist V = 0,059. Also liegt zwisclien 3,884 und 3,885 cine Losung der 
Gleicluing (9). Da-M= 2it2ist, liegt zwischen 1,3936 und 1,3937 cine Losung 
X der Gleichung (8). Demnach hat die Kurve fiir x gleich rund 1,394 einen Scheitel 
Si. Man findet hier y = 0,143 und nach Satz 12 die Koordinaten | =: 1,954, r) = 1,545 
des zugchorigen Kriimmungsmittelpunktes Ki. Im zweiten Quadranten ergibt sich 
symmetrisch hierzu der Scheitel mit dem Kriimmungsraittelpimkte K^. Die im 
vorhergehenden bestimmten Kriimniungskreise und Wendetangenten geben eine 
auBerordentlich gute Annaherung an die Kurve. 

11. Beispiel: Die Kettenlinie, siehe 3. Beispiel, S. 364 u. f.: 

^ = J (e« + 

hat in ihrem tiefsteu Puiikt (i); 1) einen Scheitel. Der zugehdrige Kriinnnungsradius 
ist gleich Fins. Bei der Parabcl 

^ = 1 + 4 0 : 2 , 

die sich der Kettenlinie im tiefsten Punkt anschmiegt, ist dieselbc Stelle ein Scheitel 
mit demselben Kriimmungsradius. 

12. Beispiel: Wenn cine Kette aufier ihrem eigenen Gewichte no ch eine 
gleichfSrraig wagerecht verteilte Belastung, die Laufbahn einer Kettenbriicke, zu 
tragen hat, und wenn die Flache des Querschnittes der Kette tiberall proportional zu 
der ddrt wirkenden Spannung ist, ergibt sich, wie in der Mechanik gelehrt wird, 
fiir die Kette die Gleichung: 

y = —aln cos ex , 

wo a und c positive Konstanten bedeuten. Da cos cx nach Satz 21, S. 421, die Periode 
2 7 r : c hat, gilt dasselbe ,von y. Diese Funktion ist jedoch nach S. 268 nur fiir solche 
Werte von x vorhanden, fiir die cos cx positiv ist, z. B. im Intervalle von cx ^ — Jtt 
bis cx = -f Jti. Fiir die Kettenbriicke kommt nur dies Intervall in Betracht. Wird 
nehmen also x zwischen — n :2c und + : 2 c an. Fiir x = J;;: n : 2 c ist cos c x = 0, 
also t/ = 4- CO, fiir X = 0 ist cos cx ss 1, also y = 0. Im ganzen Intervalle bleibt y 
positiv. Ferner ist die ^-Achse Symmetrieachse, demnach der Anfangspunkt 0 nach 
S. 485 ein Scheitel. Nach Satz 12 ist hier der Kriimmungsradius gleich 1 : c* a. Die 
Bedingung des Satzes 14 fiir die Scheitel gibt: 

1£ (2 cos® c X.+ 2 a® c® sin® cx — 3 a® c®) = 0 , 
cos ^ cx ^ ' 
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Gleich Null gesetzt liefert dcr erste Faktor den ScheitelO, der zweite daeegen, wenn 
man c x durch 1 — cos“ c x ersetzt: ° ® 


cos^ cx ^ 




2(l~a2c2)* 

^ sich hieraus nur dann noch zwei Scheitel, 

wenn a“^<| ist und zwar hegen beide Scheitel symmetrisch zur j,-Achse. Beson- 
dersmerkwurdigistdie Annahmea^cs = 2 ^ denn dann fallen alle drei Scheitel 
1*^ *** zusammen, und der zugehorige Krumnmngskreis 

berutet dann die Kurve in auBerordentlich inniger Weise. WShlen wir z. B. a = ]/K 
c— SO tntt dieser Fall fiir die Bildkurve der Funktion 

y — — V 6 In cos 

SiehrFig^'363*' Kriimmungsradius des einzigen Scheitcls 0 gleioh 1 1/6 = 3,674. 




Fig. 364. 

Wir betrachten die Normalen unendlich benacnbarter Punkte P. 

a S. 481 ist der Schnitt- 

pui^ der Normale % vonPg nnd der Normale m, von P, der zu P„ ee- 

Ebenso Bt ler 

vnn P ^ ”2 Krummungsmittelpunkt K, 

unendlich nahe aufemander und bilden eine Kurve den Ort der 
Jiruinmungsmittelpunkte von c. Ferner ist die Gerade K„P 
well sie auch durch geht, die Tangente von « in K^, ebenso K, p’ 
die Tangente von x in K-^ usw. Hiernach gilt der 

■Rnrtn**' ^•^«”i™gsmittelpunkte einer 

Kurve c 1 st diejenige Kurve, deren Tangenten die Nor- 
mal en der Kurve c sind. 

enrihr?"!, fttr einige Punkte P von c die Ilormalen zieht, 

ergibt sich die Kurve « schon ziemlich deutlich als die von dieser^ 
Normalen eingehullte Kurve. Legen wir ings auf die Kgur 
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ein Lineal I auf dem wir die mit Pq zur Deckung kommende Stelle L 
anmerken, und denken wir ims die Kurve x erhabcn iiber der Zeichen- 
flache, so konnen.wir das Lineal I langs der Kurve x ohne Gleiten ab- 
rollen: Zuerst wird I um Kq so weit gedreht, bis das Lineal langs 
anliegt, also auch deckt. Darauf ^ird das Lineal um gedreht, 
bis es langs anliegt, also auch deckt ; alsdann wird es um 

gedreht, iisw. Weil KqP^^KqP^, ferner K^Pi=K^P^ usw. ist, 
kommt die Markc L nach und nach aus der Anfangslage Fq in die Lagen 
Pj, Pg us\^^ Wir haben also den 

Satz 16: Der Ort der Kriimmungspunkte einer Kurve 
ist eine zweite Kurve x, aus dor die Kurve c dadurch 
erzeugt werden kann, dafi man eine Gerade I ohne Gleiten 
auf X abrollen laBt und dabei die Bewegung eines P’unktes 
L von I verfolgt. 

Statt des Lineals batten wir uns auch cinen unausdehnbaren 
Faden um die Kurve x herumgespannt denken konnen, befestigt an 
einer spateren Stelle und von Kq aus tangen- 
tial nach L hin auslaufend. Wird in L ein 
Zeichenstift angebracht, so beschreibt er bei 
der Abwickelung des gespannt gehaltonen 
Fadens von x die Kurve c. Ein Beispiel 
hierzu, die Abwickelung eines Fadens von 
einer Kettenlinie, ist das 2. Beispiel auf 
S. 362 u. f. mit der Fig. 249. Eine in 
der angegebenen Art durch Abwickelung 
eines Fadens aus einer Kurve x hervor- 
gehende Kurve c heifit eine Evolvente von 
vom lateinischen evolvere, abwickeln, und 
die Kurve x selbst heiUt die Evolute von c. Also konnen wir sagen: 

Satz 17: Die Evolute einer Kurve ist der Ort ihrer 
'Kriimmungsmittelpunkte. 

AuBerdem hat. sich gezeigt, siehe Fig. 355: 

Satz 18:' Jede Kurve x hat unendlich viele Evolventen c; 
die Evolventen durchsetzen die Tangenten n der Evolute x 
senkrecht. Alle diese iCvolventen haben die Evolute x 
als Ort ihrer Kriimmungsmittelpunkte gemein. 

Da die Evolventen c da, wo sie eine Tangente n von x treffen, 
samtlich Tangenten senkrecht zu n haben, heiBen sie auch Parallel- 
kurven. Man nennt sie auch die senkrechten (orthogonaleu) 
Trajektorien der Tangenten n von x, Zwei Parallelkurven o 
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schneiden auf alien ihren gemeinsamen Normalen n ein* Stiick von 

derselben Lange ab. . . rr 

Verfolgt man das Abrollen eines Lineals I auf einer Kurve x so 
weit, bis die Markc L auf x selbst riickt, 
siehe Fig. 356, so hat die Bahnkurve c dor 
Marke Wz vorher eine Tangcnte senkrecht 
zu einer Tangente von x und ebenso kurz 
nachher; sie schweift aber beiderseits nach 
verschiedenen Seiten ab. Mithin hat die Evol- 
vente e an jener Stelle L auf x eine Spitzc, 
indem sie dort die Normale v von x von beiden Seiten her beriihrt. 

§ 4. Geradlinige Bewegungen. 

Wir kommen zur Auseinandersetzung der Bedeutung, die dem 
zweiten Differentialquotienten einer Funktion in der 
Lehre von den Bewegungen und in der Mechanik zukommt. 
Dabei woUen wir annehmen, daJJ die unabhangige Veranderliche die 
Zeit t sei, gemessen mit irgendeiner Einheit. Die von t abhangige 
Veranderliche sei mit a bezeichnet und bedeute den W eg, den ein punkt- 
fbrmiges Mobil auf einer geraden Linie in der Zeit t zuriicklegt, 
wobei s mit irgendeiner Langeneinheit zu messen ist. (Von krumm- 
linigen Bewegungen soil erst in §5 gesprochen werden.) Der erstc 
Differentialquotient ds :dt stellt nach S. 76, vgl. auch S. 256, die 
Gesch windigkeit v des Mbbils zur Zeit t dar. Sie ist eine gewisso 
Funktion von L Dir Differentialquotient dv :dt, also das Verhaltnis 
aus der unendlich kleinen Anderung der Geschwindigkeit und der dazu 
gebrauchten Zeit, heifit die Beschleunigung. Wenn die Beschleu- 
nigung positiv ist, nimmt die Geschwindigkeit zu, ist sie negativ, 
so nimmt die Geschwindigkeit ab (vgl. Sa.tz 7, S. 104). Die Be- 
schleunigung wird meistens mit p bezeichnet. Dann ist : 

, ds 

V — 

‘ -dt dt ~ dt^ ’ 

d. h. die Beschleunigung ist der zweite Differentialquotient 
des Weges s nach der Zeit t. 

s, Geschwindigkeit v und Beschleunigung p sind alle drei 
Funktionen der Zeit t. Wir konnen aber auch (wie wir es z. B. bei 
der Kettenr^el getan haben) eine dieser GrOfien, d. h. den Weg s 
Oder die Geschwindigkeit v oder die Beschleunigung p als die unab- 
hangige Veranderliche betrachten und uberhaupt allgemein sateen: 
Von den vier GroBen t, s, v, p ist bei einer bestimmten ins Auge 


‘A 


r 



Fig; 36 C. 
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gefafiten geradlinigen Bewegung mir einc unabhangig veranderlich; 
die drei anderen sind Funktionen von ihr. Von einer Bewegung weiB 
man z. B. unter TJmstanden nur, da6 die Beschleunigung p an einer 
beliebigen Stelle s des Weges eine bekannte Funktion von s ist. 
Dann wird man s als unabhaingige Veranderliche betrachten, und es 
entsteht die Aufgabe, auch t und v als Funktionen von s zu be- 
rechnen. Wir kommen so iiberhaupt zii sechs verschiedenen 
Aufgaben, da es auf scchs Arten nidglich ist, zwei der GroBen 
t, s, V, p herauszugreifen und vorauszusetzen, daB zwischen diesen 
beiden eine gegebene Gleichung bestehe. Die zu losende Aufgabe 
erfordert dann abgesehen vom einfachsten Falle, wie sich zeigen mrd, 
Integrationen. Wir haben in Satz 9, S. 257, gesehen, daB sich 
diejenige Funktion y von x, die einen gegebenen Differentialquotienten 
/ (x) hat und fur einen gegebenen Anfangswert von x einen eben- 
falls gegebenen Anfangswert y^ hat, so darstellt; 

X 

y = j f{x)dx-)- y^. 

Hiervon machen wir nachher wiederholt Gebrauch. 

AuBerdem machen wir natjirlich von den Beziehungen Gebrauch, 
die zwischen t, s, v und p bestehen. Nach dem vorhin Gesagten ist: 


/1 \ 

W • = 

11 

woraus durch Division folgt: 


/o\ dv _ p 

da V 

Oder p 

Weil nach der Kettenregel 


d (i;2) ^ 

_ div^) dv _ o.. dv 

ds 

dv d$ ^ ds 

ist, liefert (2) auBerdem: 

13) 

_ ,, 
ds 


Satz 19: Bewegt sich ein Mobil geradlinig, so ist der 
Differentialquotient des halben Quadrats seiner Geschwin- 
digkeit nach dem Wege gleich der Beschleunigung. 

Statt (3) schreiben wir auch die sphter anzuwendende Formel: 

(4) A{\v^)—pds. 

Wir besprechen jetzt die einzelnen sechs Aufgaben: 


4it6 Xnnien KnpM' Hohnt 

A. Kim* (ilt'ii'liiinK zwiHrhfii l un<l « »ri f'r,M in i, ; » 

man nie nach ,i aiif. «{. Ii. man mi* mi, daii IhiIih • mid *, < M „ , 

Atmdnntk in ( stcfit, i}>( .t ijiitp Itpkanniri funkfinii »(.n ,< 

/U). 

Hicraus Pt^jiht aich ohim wpitprcs diirrli liiffpru-niiaiioti 
*' /Vl. /' /'(li. 

B. Kinp (ili'ifhuiiK zwiacJiPn / uinl «■ nri } 4 h| 

man sip tiwli v mif, so ma|!; sirh erKclirn 

v /(!}. 


Ist N tx fijr I $ nwih ibT «*r»lpii l‘orin»'l { 1 1 itip. 

jemge Funktinn vmi <, tlptfin l)il!m'nti*Ji|iioiiriii glpirh t i«tlpr /fit 
i8t und <ii« fiJr I glt'ifh winl. {»»hi'r knntmi ■!« HVg. 

I 

s- / t\ndi f 

h 

Nach dsr zw,.it,m Forinpl (1) Prg.ht sirh at, 4i« Ii«rhlP»niir«n| ; 

}* /’{«>. 


€. Kinp (HpiPhung zwiirhpu 
SCI, nach p aufgPltet. .Iipm: 


I Hnd p $Pi gPgphpn. Hi# 


P - / B) . 

I«t r »■ t„ fUr i » m gibt dip zwpijf Konw! { I ) dk (kgthrnnOkkm . 

I 

f r,. 

aai3 man auf <iip Aiifgabu B zurdckktimmt. 

I). Kiiuf (Hsiphung *wi*chpn g und i,- ■#• i„„. s.« 

s('i, imdi i» aufgolM: k* lf» tM'ii. Mi» 

Nach (2) die ergibt sich Bpschleunifttng: 

?*•/(«)/'(«). 

Naeh der ersten Formd (i) hat »»« fprurr: 

<*l 1 


1 
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E. Eine Gleichung zwischen s und p sei gegeben. Sie 
sei, nadi p aufgelost: 

V = f(s). 

1st V = Vo fiir s —Sg, so wird fur s =So gleich ^Vq’^. Nach (3) 
Oder (4) kommt daher: 


= y fis)ds+iVo^, 


woraus als Geschwindigkeit folgt: 


2 / f{s)ds + V- 


Hat man das Integral ansgeredmet, so ist v eine bekannte Punktion 
von s, so daB man auf die Aufgabe D zuriickkommt. 

P. Eine Gleichung zwischen v und' f sei gegeben. Sie 
sei, nach p aufgelbst: 

P ==/(«) • 

Nach der zweiten Pormel (1) wird: 

dt ^ 1_ ^ 
dv p i(v)‘ 

1st « = <0 fiir V = Vq, so ergibt sich als die Zeit : 




Nach (2) kommt femer: 

— JL — ^ 

dv p /(v) ’ 

also, yimn Sq der Anfangswert von s ist, der Weg: 


=/7W + -- 


Aufier den erforderhchen Integrationen kann die LSsung dieser 
Aufgaben noch eine andere Schwierigkeit haben. Denn wenn z. B. 

8 0 h « f I • r s , LehrtttCh d. Mathematlk. 82 
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eine Gleichung zwischen v und p vorliegt, ist cs fraglich, oIj man sic 
auf die nach p aufgeloste Form p = f (v) bringen kann. Immerhin 
aber geben die vorstehenden Losungen die alJgemeine Anicitung ziir 
mathematischen Behandlung hierher gehoriger Aufgaben. 

■Wenn bei einer Bewegung die Geschwindigkeit v stets gleich Eins 
ist, ergibt sich aus der ersten Formel (1) odor auch nach B, sobald dor 
Weg fiir t = 0 den Wert s = 0 hat, die Formel s =t. Dies bedeutet : 


Die Geschwindigkeitseinheit ist diejenige Geschwindigkeit, die 
ein Mobil bestandig beibehalt, wenn es in t Zeiteinheiten gerade t Weg- 
einheiten zurucklegt. In diesem Fall ist die Beschleunigung gleich Null. 
Hat dagegen die Beschleunigung p bestandig den Wert Eins unci ist 
die Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 gleich Null, so folgt aus C, 
da6D=twird. Die Einheit der Beschleunigung ist also die- 
jenige Beschleunigung, die einem Mobil bestandig zukommt, wenn es 
in t Zeiteinheiten gerade die Geschwindigkeit v —t crreicht. Da man 
nun fiir verschiedene Zwecke verschiedene Langeneinheiten und Zeit- 
einheiten benutzt, tut man gut, sich zu uberlegen, welchen EinlluB 
sie auf die Definition der Einheiten der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigung haben. Wegen v=ds:dt hat die Geschwindigkeit 
die sogenannte Dimension Lange : Zeit. Dasselbe gilt naturlich 
auch fur ihr Differential dv. Wegen p=dv:dt hat folglich die 
Beschleunigung die Dimension Lange : (Zeit)2. 

Als dritte wesentliche Einheit tritt zur Langen- und Zeiteinheit 
noch die Masseneinheit hinzu. Nach den Grundlehren der Mechanik 
erzeugt erne auf eine punktformige Masse m wirkende konstante Kraft 
von konstanter Eichtung eine konstante Beschleunigung p. Als MaB 
der &aft dlent das Produkt K — mp. Die Dimension der Kraft ist 

Sf Schwerkraft, d. h. die Anziehungs- 

toatt der Erde, erteilt alien Korpern die gleiche Beschleunigung g. Diese 
Gravitationskonstante ist gleich 9,81, wenn die Langeneinheit das 
Meter und die Zeiteinheit die Sekunde ist (vgl. 15. Beispiel, S. 259). 

Im sogenannten absoluten MaBsystem benutzt man als Lhn- 
genei^eit das Zentimeter, als Masseneinheit das Gramm und als Zeit- 
emheit die Sekunde. Es wird daher das C.G.S.-System genannt. Die 
zugehonge Krafteinheit heiBt das Dyn. Dies ist diejenige Kraft, die 
emem Gramm die Beschleunigung Eins erteilt, wenn der Weg in Zenti- 
ui Sekunden gemessen wird. Da die Sehwerkraft 
dem Gramm die Beschleunigung g erteilt und diese Beschleunigung 

I>™ension Lange : (Zeit) ^ nicht 9 81 
sondern 981 ist (wegen Im =100cm), hat die Sehwerkraft 981 Dyn! 

woriSTfp? w/"” Gewichte, d. h. gleich einem Gramm. 

woraus folgt, daB em Kilogramm 981 000 Dyn betra-^t. 




§ 4, Geradlinige Bewegungen. 


499 


Im tecliiiischen MaBsystem ist die Langeneinheit das Meter, 
die Zeiteinheit die Sekunde, die Krafteinheit das Kilogramm. Aus 
der Beziehung if = m p zwischen Kraft, Masse und Beschlennigung 
kann man folgern, was im technischen MaBsystem die Masseneinheit ist. 
Da namlich die Schwerkraft jedem Kdrper die Beschlennigung g =-9,81 
(jetzt nicht 981) erteilt, wird die Masseneinheit m =1 von der Erde 
mit der Kraft if = 1 . gf = 9,81 (in kg) angezogen. Die Masseneinheit 
im technischen System ist also die Masse von 9,81 kg. Ein Korper von 
(?kg Gewicht hat die Masse G : 9,81. 

Noch sei bemerkt: Ist die Beschleunigung p konstant und zwar 
gleich Eins, und ist die Geschwindigkeit gleich Null zur Zeit ^ = 0, so 
ist, wie gesagt, bestandig v d. h. zur Zeit Eins herrsclft die Ge- 
schwindigkeit Eins. Da nun die Krafteinheit diejenige Kraft be- 
deutet, die der Masseneinheit die Beschleunigung Eins erteilt, ergibt 
sich hieraus, daB man die Krafteinheit auch als diejenige 
Kraft definieren kann, die der Masseneinheit in der Zeit- 
einheit die Geschwindigkeit Eins erteilt. Dies gilt sowohl im 
absoluten wie auch im technischen MaBsystem. 

Das Produkt aus der Kraft mp zur Zeit t und dem im nachsten 
unendlich kleinen Zeitteilchen dt zuruckgelegten Weg ds, also mpds 
heifit die Arbeit, die die Kraft mp in der Zeit dt leistet. Tragen wir 
zu jeder Abszisse s auf der geradlinigen Bahn die 
an der betreffenden Stelle wirkende Kraft m p als 
Ordinate auf, so entsteht ein sogenanntes Dia- 
gram m, in dem die krumme Linie, siehe Fig, 357, 
durch ihre Abszissen den Weg und durch ihre Ordi- 
naten die jeweilige Kraft veranschaulicht. Die zurn 
Wegteilchen ds gehorige Arbeit ist der Inhalt des 
unendlich schmalen, uber ds bis zur Kurve er- Fig. 357. 

richteten Rechtecks. Nach Satz 5, S. 229, ist da- 
her die Arbeit A, die geleistet wird, w^hrend der Weg von Sq bis 
zunimmt, gleich der zugehorigen Flache des Diagramms 

(5) A ^ mpds , 

h 

Nach (4) ist nun mpds das m-fache des Zuwachses, den | auf dem 
Wege ds erfahrt, also, da m konstant ist, die Arbeit A gleich dem 
m-fachen des Betrages, urn den | von Sq bis s^ zunimmt. Ist v 
gleich Vq an der Stelle Sq und gleich an der Stelle so kommt 
daher : 

(6) A == I m Vj^ — I m'V • 



32 * 



Neunies Kapitel: Eohere Differmiialquotienim, 


Das Produkt aus der Masse m und dem halben Quadrat der Geschwin- 
digkeit v heifit die lebendige Kraft (oder kinetische Energie). 
Die Arbeit A ist also gleich dem Zuwachs der lebendigen 
Kraft auf dem zuruckgelegten Weg. Hire Dimension ist wie die 
der lebendigen Kraft (Laiige)^ . Masse : (Zeit)^. 

1. Beispiel: Eine punktformige feste Masse M ziehe eine punktf5rmige be- 
wegliche Masse m an, die zuerst in der Ruhelage die Entfernung Sq von M babe. Die 
Zeit t werde vom Beginn der Einwirkung an gemessen. Die Wege s rechnen wir 
positiv im Sinn von M nach der Anfangslage von m, so daB die Kraft negativ 
wirkt. Nach dem NEWTONSchen Gravitationsgesetze (vgl. 6. Beispiel, S. 142) hat 
die Kraft den Wert 


wo k eine positive Konstante bedeutet. Die Kraft ist andererseits gleich dem 
Produkt aus der bewegten Masse m und ihrer Beschleunigung p, also*: 

kM 

— ?-• 

Somit ist die Beschleunigung p als Funktion des Weges s gegeben, siehe Fall E. 
Daher folgt, weil fiber dies = 0 ist: 

./ «’* S So 

u 

Die Arbeit auf dem Weg von Sq bis s betragt also nach (6) : 


A ^ ^ m t;* = k Mm 




1st (Ue ^wegte Masse die Masseneinheit m = 1 und denkt man sie sich zuerst 
unen<mch fern ~ co), so folgt: Die Arbeit A, die die Anziehungskraft 
der Masse M leistet, eine unendlich feme Masseneinheit bis 
auf die Entfernung s heranzuziehen, hat den Betrag k M : s, Sie ist 
eine Funktion von s, und ihr Differentialquoti'^nt 

ds ^ 

iiallt M*\benutzt 4= fcitf das sogenannte Poten- 

mathematische Ausdrucksweise ffir die Wirkungen, 

Kraf tfS^usfibr^ Umgebung oder, wie man sagt, in ihfem 

Besonders wchtig md diejenigen geradlinigen Bewegungen, 
bei denen die Beschleunigung j, linear mit konstanten 
ausdrttckt*^** Weg s und die Geschwindigkeit v 

(y) V=as+lv, 

wo also a und I Konstanten seien. Diese Annahme ordnet sich 
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keinem der oben betrachteten seeks Falle A bis F unter. Die Bedin- 
gung (7) kann man nach (1) so ausdriieken: 

/o\ 4^ s 1 T ds 

Sie ist also eine Vorschrift fiir eine gesuchte Funktion s von t, denn sie 
verlangt, daB sich der zweite Differentialquotient der Fun k tion in der 
angegebenen Weise durch die Funktion und ihren ersten Differential- 
quotienten ausdriicke. Fiir das bessere Verstehen der folgenden mathe- 
matischen Schliisse ist es vielleicht niitzlich, die unabhangige Verander- 
liche statt mit t so zu bezeichnen, vde wir es sonst gewohnt sind, nSm- 
lich mit X, und die abhSngige statt s entsprechend y zu nennen. Wir 
stellen also statt (8) die Forderung: 

Gesucht wird eine Funktion y von x, deren zweiter Dif- 
ferentialquotient sich linear mit konstanten Koeffiz’enten 
a und h aus der Funktion selbst und aus ihrem ersten 
Differentialquotienten zusammensetzt: 

(«) + 

Zur Liisung dieser Aufgabe wenden wir einen Kunstgriff an, der 
auf ein Probieren hinauskommt: Wir bedenken, daB sich die Bedin- 
gung vereinfachen konnte, wenn man nicht die Funktion y selbst sucht, 
sondern ihr Produkt mit irgendeiner passend zu wahlenden bekannten 
Funktion z von x. Erst der Erfolg wird zeigen, ob sich eine derartige 
Funktion z passend wahlen laBt Wir behalten uns also ihre besondere 
Annahme noch vor und fragen uns, welche Bedingung auf Grund von 

(9) das Produkt 

(10) u=^yz 

befriedigen muB, wenn zunachst z eine irgendwie angenommene Funk- 
tion von X ist. Da 

u' =y'z+yz\ u" =y" z -{-iy' z' -{-yz" 

ist und da y” der Bedingung (9) Oder y” — ay -\-hy' unterworfen ist, 
geht fiir u die Bedingung hervor: 

u" = {ay + l)y')z ■\-2y' z' -{-y a" . 

Naeh (10) ist aber 

u 

2/ = 7' 


also: 
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"Wird dieser Wert von y' und auBerdem y —u: z in die Formel fiir m" 
eingesetzt, so kommt: 

u" +6 +2 

z z^ z 

Die Glieder auf der rechten Seite sind mit dem Faktor u oder u' behaftet. 
Ordnen wir sie danach, so kommt: 

Jetzt sind wir so weit vorbereitet, da6 \vir uns fragen konnen; 
Wie wird man die Funktion z von x zweckmafiig wahlen, damit die in 
den Klammem stehenden Ausdriicke moglichst cinfach werden ? Haltcn 
■wir Umschau unter den uns bekannten Funktionen, so bemerken 
•wir, da6 insbesondere die Exponentialfunktion 

( 11 ) 2 = 6 ”^, 

wo c eine Konstante sei, die Eigenschaft hat, daU z':z =c und 
z": z =e^ ist. Wird diese Annahme (11) gemaeht, so nimmt 
also die Bedingung fiir u die einfachere Form an: 

u" — {a — he — c®) M + (& + 2 c) m' . 

Ja noch mehr: Wahlen wir die Konstante c= — \'b, so fall! auch das 
letzte Glied fort, und es bleibt die einfachere Bedingung iibrig: 

u" = (a -|- 1 6®) M . 

Wegen (10) und (11) und c— — hat sich somit ergeben: 

1st y eine Funktion von x, die der Bedingung (9) ge- 
nugt, so stellt 

(12) 

eine Funktion yon x dar, die der einfacheren Bedingung 

(13) 

geniigt. 

Wed es die Rechnungen vereinfacht, sei die Wurzel aus dem a b - 
soluten Betrage der rechts auftretenden Konstanten a + |-6® mit 
h bezeichnet. Dann ist 

(11) a -j- Jl^ 

je nach dem Vorzeichen der linken Seite, und (13) lautet so: 

( 13 ) 
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Wenn w unter V den ersten Dif erentialquotieirtT^ « ver 
stehen, ist die hnke Seite von (15^ der erste Differentialquotient vonT 
Also konnen wir (15) ersetzen dutch : 

(Id) ■^-=v und 


dv 

dx 




Wit suchen demnach Funktionen u und u von a;, die diesen beiden 
Bedmgungen genugen. Dabei sind drei Falle zu unterscheiden; 

Erster Fall: Gilt das obere Vorzeichen bei so foW 
aus (16): ’ ^ 

wofiir wir aiicli sclireiben konnen: 

=h{v + h u) , iSlsrM 

(ix ^ dx 


■■ — h{v — Jiu). 


Also ist sowohl v +hu als auch v — hu eine Funktion von x, deren 
erster Differontialqubtient glcich der Funktion selbst, multipliziert mit 
ciner Konstanten h oder — h, ist. Hier kbnnen wit nun den Satz 7, 
S. 320, anwenden, indem wit die Funktion ij des Satzes dutch v + liu 
Oder V ~ I u und die Konstantc c des Satzes dutch 1 oder — h er- 
setzen, woraus sofort folgt: 

V -f hn = konst, e**, v — hu = konst, e"** . 
Subtraktion beidcr Gleichungen voneinander liefert: 

2hu = konst, e*® — konst. . 


Dividieren wir noch mit 2h, so ergibt sich fiir u ein Ausdruck von 
der Form: 


(17) M= ae** 4- 

wo a und /? Konstanten sind. Man moge von dieser Funktion u den 
zweiten Differcntialquotienten ausrechnen, diesen und den Wert von u 
selbst in (15) einsetzen und sich uberzeugen; da6 der Bedingung (15) 
in dor Tat geniigt wird, wenn darin rechts das Pluszeichen steht. 

Zweiter Fall: Wenn h = 0 ist, gibt (16) einfach t)=konst. 
und daher 


(18) u = ax + ^, 

wo a und ft Konstanten sind. 

Dritter Fall: Gilt das untere Vorzeichen bei so 
kommen wir so zum Ziel: Nach der Kettenregel und nach (16) ist: 
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selbst ist, so da6 also entweder 

« Oder ^=0 Oder -g- =-!.>« (l-toest.) 
ist, so hat u im ersten Fall die Form: 

M = ct e** -J- e“ 
im zweiten die Form: 

M = a a: + j3 

und im dritten die Form: 

M = a sin ft a: + cos A a; . 

In alien Fallen sind a und (i irgendzwei Konstanten. 

Beilaufig maehen wir darauf aufmerksam, daB die Form von u 
im ersten Fall mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen, vgl. (13) 
auf S. 359, auch so geschrieben werden kann: 

(21) « = konst, ©in ft a: + konst, ©of ft x , 

cine Form, die, verglichen mit der dritten, wieder das schon auf S. 359 
und 405 erwahnte Entsprechen zwischen, den goniometrischen und 
hyperbolischen Funktionen zeigt. 

Nun muB man sich daran erinnern, daB -die Bestimmung der 
Funktionen « nur ein Mittel zu dem Zweck war, diejenigen Funk- 
tionen y zu bekommen, die einer Bedingung von der Form (9) ge- 
niigen. Wir hatten u durch (12) eingefuhrt, und danach ist 

y = 

AuBerdem war a + i 6* naeh (14) mit ± ft*® bezeichnet worden. Aus 
Satz 20 ergibt sich demnach schlieBlich 

Satz 21: Ist y eine Funktion von x, deren zweiter 
Differentialquotient sich linear mit konstanten Koeffi- 
zienten a und b aus der Funktion selbst und ihrem ersten 
Differentialquotienten zusammensetzt, d. h. ist 

= (a, ft = konst.), 

80 hat y eine der drei folgenden Formen: 

Im Fall «+|&*=ft*>0 ist: 

Im Fall a-|-^ft2=0 ist; y =ei‘*(aa: +/?). 

Im Fall a J2 = — 7i*®<0 ist: y =ei‘*(asinftz 4-^cosfta:). 

In alien Fallen sind a und /3 irgendzwei Konstanten. 
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Die Satze 20 uiid 21 werden wir bei den beiden folgenden Be- 
wegnngsaufgaben anwenden. 

2. Bei spiel: Auf eine punktfomige Masse m libe ein fester Punkt 0 eine 
zur Entferming s von 0 proportionale Anziehungskraft aus. Zu Anfang 
(i = 0) sei das Mobil in der Entfernung von 0 und babe die Geschwindigkeit Null. 

Offenbar bleibt m bestandig auf der Geraden durch Q 
durch diese Anfangslage. Demnach liegt eine ge- 
/ <|/ radlinige Bewegung vor, bei der die Beschleunigung 

I Tw \ proportional zur Entfernung a von 0, dem Weg ist: 

I ^2 Q 

I ^ = cs (c ~ konst.). 


Nv / Ist die Konstante c positiv, so hat die Kraft die Kich- 

tung, in der s wachst, d. h. von 0 fort, ist c negativ, 

Fig. 358. so wird dagegen m von 0 angezogen. Dies ist der Fall, 

den wir betrachten. Wegen c < 0 konnen wir c = — 
setzen. Nach dem dritten Fall von Satz 20, worin jetzt s, t imd 7c an die Stelle 

von X und h treten, ergibt sich demnach fiir den Weg 3 und die Ge- 

schwindigkeit v: 

. d s 

5 = « sin it ^ cos Zc / , v = — = h (« cos lei — ^ sin 7c t ) . 


Weil s = Oq und = 0 fiir < = 0 seiri soli, ist y? = and « = 0. Also kommt einfacher: 
(22) s = Uq cos ^ V = — 7c Qq mi let. 

Dieser Fall liegt vor, wenn das Mobil m niit dem Punkt 0 elastisch verbunden ist, 
weil dann nach den Gesetzen der Elastizitatslehre die Anziehung proportional zur 
Entfernung von 0 ist. Nach S. 425 macht das Mobil einfache Schwingungen. 
Wenn ein Punkt Q den Kreis um 0 mit dem Radius von der Anfangslage P® 
des Mobils aus gleichformig beschreibt und dabei einen Umlauf in der Zeit 
'2 n '.7c voUendet, macht der FuBpunkt P des Lotes von Q auf die Bahn 0 
gerade die betrachtete Bewegung des Mobils in, siehe Fig. 358. Der Unterschied 
gegeniiber der Betrachtung auf S. 424 u. f. liegt bloB darin, daB die Zeit von einem 
anderen Augenblick an gerechnet ist. Die Beschleunigung ist p = — 7c^ s. 

3. Bei spiel: Die soeben betrachteton Schwingungen sollen durch einen ge- 
ringen Widerstand gedampft werden, und zwar sei der Widerstand zur Ge- 
schwindigkeit V proportional. Dann ist nicht p = sondern 

p = — Tc^ s — cv 

die Beschleunigung, wobei c eine gewisse verhaltnismaBig kleine positive Konstante 
bedeutet. Wir konnen hierfiir nach (1) schreiben: 


(23) 


d^s 

di^ 



Hier ist nun Satz 21 anzuwenden, Man ersetze namlich darin x, y, h durch t, 
s, — F, — c. Die im Satz auftretende GroBe a -f J 52 gleich — 7 c^ + J c® 
uiid Milt negativ aus, weil c klein sein soli, so daB "der dritte Fall des Satzes 
vorliegt. Deshalh kommt: 

5 = (« sin + y9 cos /i <) 
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Nmntes KapUel: Hohere DiffmniialquoUmten. 


Aus der Figur entnimmt man leicht die Winkel q> fiir die groBten Aiisschlage und 
ffir die Burchgange durch 0. Nach (25) ist die Geschwindigkeit:- 


[— Jcsin(ft<+ y)+ ftcos(ft«+ r)], 


also wegen J c = fc cos y und h = fc sin y nach Satz 16, S. 411 : 

(26) t;=— : . 

^ sm y 

Aus den Werten (25) und (26) von s und v setzt sich nach (23) die Beschleunigung p 
in der Form — ¥s — cv als Funktion von / zusammen: 

■j^a 

p _ 0 [—sin (ht+ y)-^ 2cosy sin h /] , 

sin y 

woffir sich nach Satz 16, S. 411, schreiben laBt: 

(27) p= 

sm 

Nach (26) ist die Entfernung s gleich Null, wenn sin (^^ + y) = 0 ist, nach (26) 
die Geschwindigkeit v gleich Null, wenn sin A ^ = 0 ist, und nach (27) die Beschleuni- 
gu^ p gleich Null, wenn^ sin (h y) = 0 ist. Hieraus lassen sich die zugehdrigen 
Zeiten bestimmen. Sie sind in der Tafel auf der nachsten Seite zusamnaengestellt. 
Dabei ist es zweckmaBig, die Konstante 


zu setzen. 

Eine andere graphische Darstellung geht hervor, wenn man die Zeit i 
als Abszisse und die Entfernung s als Ordinate benutzt, siehe Fig. 361, wabei sich 
die Bndkurve der Funktion (25) als wellenformige Linie mit immer flachor werdenden 



Fig. 361. 

and Talem Migt. Sie ist nach S. 423 als gedSmpfte Sinuswelle zu be- 
Gjpfel- und Talpunkte stohen unter 1. und 4. in dor 
^Sprite der Tald ; es smd die ganzen Vielfachen von n : h. Die Punkte W eehSren zu 

** j Differentialquotient von a nach t gleich 

NnU ist, siehe unter 2. und 6. Sie sind nach S. 459 die Wendepunkte der Kurve. 


iedimpfte Sehwingungen. 



Hieiin bedeutet n eine positive ganze Zahl, also 0, 1, 2, 3 usw. 
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Neunies Kapitel: Eohere Differentialquotienten. 


Der erste hat die Abszisse y • Oie Abszissen dcr iibrigen gehen aiis dieser dutch 
Addition der ganzen Vielfachen von n : h hervor. Die Wendepunkte sind nicht die 
Knotenpunkte, d. h. Schnittpunkte der Kiirve mit der Abszissenachse. Die Knoten- 
punkte sind vielmehr durch die Bedingung s = 0 gekennzeichnet, siehe imter 3. und 6. 
Der erste (absteigende) Knoten hat die Abszisse {n — y) : h. Die Abszissen der 
hbrigen gehen daraiis durch Addition der ganzen Vielfachen von n : % hervor. 

Was die Ordinaten der Gipfel- und Talpunkte und der Wendepunkte betrifft, 
so entnimmt man der s-Spalte der Tafel, daB sie je eine geometrische Progression 
(vgl. S. 290) bilden, deren Glieder aus den Anfangswerten 


ty 

‘2/* 


und 2 cos y e 

durch fortwahrende Multiplikation' mit — hervorgchen. Zu ihrer Ennittelung zieht 
man eine Gerade g, siehe Fig, 362, tragt auf ihr ,4 = 1 und AK = y. ab, legt durch 
E die Gerade unter 45®, durch K die untcr 90® und verbindet den Schnittpunkt 
beider mit A dutch die Gerade h.- Wenn man die angedeutete Zickzackkonstniktion 
ausfuhrt, sind die auf g von A aus bis zu den Punkten des Zickzacks gemessenen 

Streeken gleich 1, x, In Fig. 361 ist = 1 gewahlt, so dafi Fig. 362 

auf g sofort die absolut gemessenen Ordinaten der Gipfel- und Talpunkte gibt. Die 
Ordinate des ersten Wendepunktes wird rechnerisch bestimmt und als Strecke von 
A aus auf g aufgetragen. Von ihrem Endpunkt aus wird der Zickzack parallel zum 
angegebenen gezeichnet. Die Streeken von 4. bis zu den Zick- 
zackpunkten auf g sind dann die absolut genommenen Ordi- 
naten der Wendepunkte. Die Steigungen der Wendepunkte 
und ebenso die der Knotenpunkte werden dutch v - ds : dt 
in der v-Spalte unter 2., 5. und 3., 6. angegeben und bilden 
ebenfalls je eine geometrische Progression mit dem kon- 
stanten Faktor — x, Sie werden also auch mit Hilfe einer 
Konstruktion wie in Fig. 362 dutch Streeken dargestellt, 
nachdem man die absoluten Werte ihrer Anfangsglieder be- 
rechnet hat. In Fig. 361 ist die Tangentenkonstruktion ftir 
den zweiten I^otenpunkt angegeben: Hier ist /iTg JS'a = 1 
und Eg To gleich der mittels der Hilfsfigur als Strecke be- 
stimmten Steigung. 

r, , . . . Talpunkte zeigen, dafi das logarithmische 

Dekrement aufemanclerfolgender grbfiter Ausschlage konstant, namlich 
gleich —Icnih, ist Vgl. 5. Beispiel, S, 292. 

Annahmcn = 4. c = 2, «„ = 1 zugrundo 
^el^. Die Fjnhei^ist in alien, nut Ausnahme tier verkleinerten Fig. SfiS, diesolbe. 

J^ogeimaB) oder 75J», » = 0,445. 
^“Lhlrmlhel Dilmpfung 



§ 5. Krumtnlinige Bewegungen. 

Mn punktfo^es MobU m beschreibe eine krumme Bahn in 

dinatPb ^ 

tioneit der Zdt J,' ^ 

^= 9 ^( 0 . y^ip(t). 


§ 5, Krwnynlinige Bewegunge'th 
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Gelegciitlich (S. 437} machten wir schon auf diese Art der Dar- 
stelluiig eiiicr Kiirve durch zwoi Funktionen aufmerksam. 
Wahrend wir sonst innner y als Funktion von x annahmen, urn eine 
Bildkurve durch cine Cdcichung ?/ = /(a;) festzulegen, sind jetzt a; 
imcl y als Funktionen einer dritten Veranderlichen t ge- 
geben. Aber auch jetzt ist y eine Funktion von .a;, denn die 
Auflosung der ersten Gleichung (1) nach t ergibt fiir t eine Funktion 
von X, und wenn diese Funktion in die zweite Gleichung (1) ein- 
gesetzt wird, geht schlieBlich fiir y eine Funktion von x hervor. 

Fiir die geometrische Natur der Kurve, die ein Punkt {x\y) 
infolge der Vorschriften (1) beschreibt, ist es gleichgiiltig, ob wir t 
als die Zeit oder als sonst irgendeine unabhangige Verandcrlichc 
deuten. Es empfiehlt sich oft, Kurven auf diese Art darzustellen, 
weil unter UmstUnden eine schwierige Gleichung y -- f{x) durch zwei 
einfachere Gleichungen x ^ cp (0, 2/ = ^ (0 ersetzt werden kann. 

1. Bei spiel: Eine Ellipse mit den Halbachsen a und h kann nach dem auf 
S. 186 angegebenon Verfahren aus konzentrischen Kreisen mit den Radien a imd h 
hergestellt werden, wie es Fig. 133 zeigte. Wenn wir darin ^A^OU = t setzen, wird 
OQ = 0 C7 cos / = a cost und Q P = S V OV sin i = hsinL Also hat dcr El- 
lipsenpunkt die Koordinaten 

X - acQsi, 2 / = 5 sin i, 

DurchlSuft t alle Werte von 0 bis 2 zr, so beschreibt der Punkt {x; y) die Ellipse einmal. 
Wahrend sonst die Ellipse durch die in x und y quadratische Gleichung 


dargestellt wurde, siehe (1) auf S. 185, liegt hier eine oft bequeraere Darstellung 
raittels einer Hilfsverknderlichen t vor. Deutet man t als die Zeit, so heifit dies, 
daB sich der Radius OXJ in Fig. 133 gleichformig urn 0 so dreht, dafi er eine 
voile Umdrehung in der Zeit 2 n vollendet: 

2. Bei spiel: Zwei Stabe OJJ und JJ P-seien in der Ebene so beweglich, daU 
sich OU nm einen festen Punkt 0 und U P nm den Endpunkt JJ von 0 JJ drehen 
kann. 0 JJ drehe sich mit einer konsta^ten Geschwin- 
digkeit um 0 und JJP mit einer konstanten Geschwin- 
digkeit um JJ, Die Bahnkurve von P heifit eine Rad- 
linie Oder Trochoide. Im Laufe der Bewegung 
werden 0, P, P einmal in gerader Linie liegen. Wir 
nehmen diese Lage 0 JJq Pq, siehe Fig. 363, als posi- 
tive ic-Achse an. Die Bahn von P ist bestimmt, so- 
bald das Verhaltnis n :m der beiden konstanten 
Drehungsgeschwindigkeiten gegeben wird, wobei n 
Oder m positiv oder negativ zii nehmen ist, je nach- 
dem* sich OU oder UP im positiven oder negativen 

Sinn dreht. OU beschreibe in der Zeit / den Winkel nt, also UP den Winkel mL 
Ist OU a, UP^h und die Langeneinheit zugleich die x- und y-Einheit, so 
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Neunies Kapiiel: Hohere DiffereniialquoUenien, 


liest man aus der Figur als Koordinaten. von P ab : 

X a cosnt + h cosmt, y = asm ni + hslnmi . 

Diese Gleichungen geben fiir jeden Wert von t einen Punkt (x;y) der Kurve. Urn 
die Kurve in der Form y =i{x) darzustellen, miiBte man t aus der ersben Gleichung 
als Funktion von x berechnen, was unmoglich ist, wenn das Verbal tnis n : m nicht 
gleich dem von zwei ganzen Zahlen ist. — Die Kurven, die der Techniker 
Zykloiden nennt, sind diejenigen, die in der Mathematik Trochoiden 
heifien. Unter Zykloiden versteht der Mathematiker nur die Bahnen der Punkte 
anf dem Umfang eines Kreises, der auf einem anderen Kreise abrollt. Sie gehbren 
zvar, wie man leicht einsieht, auch zu den Trochoiden, aber nicht jedo Trochoide 
ist eine derartige Kurve. 


Das letzte Beispiel zeigt, daB die Darstellungsform 

(1) x=q}{t), y = Vf (t) 

fur. manche Kurven geradezu die einzig mogliche ist. "Wir haben 
nun zu eriirtern, wie man auf Grund dieser Darstellung (1) einer 
Kurve die Steigung, den Kriimmungsradius usw. berechnet. Dabei 
soil im Folgenden der Akzentstrich die Differentiation 
nach t andeuten, also z. B. <p' der erste Differentialquotient d<p:dt 
und <p" der zweite Differentialquotient d^<p:dt^ sein. Aus (1) folgt: 


( 2 ) 




Die Steigung dy.dx der Kurve ergibt sich, wenn man die zweite 
Formel mit der ersten dividiert: 


(3) 

Femer ist: 


iy _ 
dx (f/ 


d^y _ dx 
dx^ dx * 

Dividiert man Zahler und Nenner mit dt, so kommt; 


d<‘y 



dx^ dx: dt 


Nadi^(3) kam man hierin dy : dx durch ip' : <p', nach (2) aufierdem 
ax -.at durch <p ersetzen. Also kommt: 


tl— 1' 

d3?~ , 


d^:it 


Ke Bruehr^el ergibt nun: 




§ 5. Krummlinige Bewegungen. 
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so dafi als zweiter Differentialquotient voa y nach x hervorgeht: 

— »/»>" 

~ <f'* ' 

Femer ist 

.i,, 

d?y A:? da* ‘ 

d.r* Ax Ax-.At 

SO daB sich infolge von (4) und der ersten Gleichung (2) ergibt: 
da* ‘ 

Entsprechend kann man die hoheren Differeniialquotienten von y 
nach X berechnen. 

Im Satz 10, S. 478, und Satz 12, S. 483, bedeuteten nun y’ und 
y" die Diffierentialquotienten (3) und (4), da damals der Akzent 
die Differentiation nach x ausdriickte (nicht, wie jetzt, die nach f), 
Setzen wir also die Werte (3) und (4) statt y' und y’' in j'ene Sfttze 
ein, so kommt: 

Satz22: Wird cine Kurve in der EbOne mittels einer 
Hilfsver&nderlichen < in der Form 


a: = <P(0. ,Jf = V(0 

dargestellt, so hat sie an der Stelle, die zu einnm be- 
stimmten Werte von t gehdrt, die Kriimmung 

^ (p'lp" (f)'"' 


Der Kriimmungsradius hat den hierzu reziproken Wert 
und der Krummungsmittelpunkt die Koordinaten; 


f = - V'' 


cy.'i 4- 


y = +9’ 


+ 9'* 

fp' Ip' q/' 


Vorausgesctzt wird dabei, daB die a;-Einheit der y-Einheit 
gleich sei. 


3. Beispi-el: RoUt ein Kreis vom Radius a auf eiriejr Oeraden ab, so beiBen 
die Bahnen aller mit dem Kreis fest verbundenen Punkte Trochoiden mit gerader 
Orundlinie, insbesondere die Bahnen derjenigen Punkte, die aul dem Kreisuirifange 
liegen, gewdhnliche Zykloiden. Dagegen sprachen wir im 2. Beispiele yon den 
Trochoiden mit kreisfdrmiger Grundlinio. Wir woUcn die gewdMichen 
Zykloiden untersuchen. Der die Kurve bcschreibende Punkt wird gelegentUch aui 
die GrundUnie selbst kommen. Wir wkhlen diese Stelle als Anlangspunkt 0 und die 
Gmndlinie als positive a-Achse nach der Seite hin, nach der der Kreis roUt, siehe 
Fig. 364. Ist der Kreis aus der Anfangslage in irgendeine Lage k dbergegangen, 

Seheffers,, L«hrbaoh d. Mathemattk. Bd 
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Neuntes Kafilel: Hohere Differentialquotienten, 


so ist derjenige Punkt, der zuerst in 0 lag, an ein© Stelle P des Kreises k gelangt, 
and die Strecke yon 0 bis ^ muB glelch dem Bogen von P bis Q sein, wenn Q den 
Punkt bedeutet, in dem k die a-Achse beriilirt. Bozeicbnet man mit M den Mittel- 



punkt von k und setzt man ^ « M P = so ist der Bogen P 0 = a <, wenn < im 
^genmaB gemessen wd, also auch die Strecke OQ = at Die Koordinaten x und y 
a sin^t ‘‘f 1 ,'“® P Oder a auf die ic-Achse gleich 

.W>tiv "t l£ ^ tL Li’ * “ Fi*® CO. , 


- Ui aili - 


- /* I 


Mithin stellen die Gleichungen : 

a:= o(t— sin<), y=o(l— cost) 

£f 

w.,0, d„ , ... 0 Si ibSi'Ntirot. ““ 

V = a(^-sint), ^'=a(l_cosO, <p"=asini, 
„=a(l-cosO. tp'=„sint,! V'^acost. 

Daher ergibt sioh nach (3) mit RucksicM auf Satz 19. S. W. die Steigung: 

dx 


Sint 


d.. w 

T trifft, ist der Tangentenwinkel t = ^ O T P N ^ von P die ar-Achse in 

Jst tgr gleieh dem Kotangens des Winkds O 

.St senkrecht zur V«bind“ngs1^Sie "<>« -P 

in dem der rollende Kreis ^ ane^PTiKH • i ^ Punkt 

DieGerade QP ist. also die Norifale^S 7 ^‘t. berOhrt. 
Ferner ist: ^y^ioidenpunktes P. 




+ a»[sinsf+ (1-cos 2 a‘a-cosA 

lit' w" = n% / M . - _ ^ ‘ ^ ®®® G > 


. - / J — « UUS Cl, 

a [cos i (1 - cos i) - Sins ^ 



§ 0. KrummUnige Bewegungen,, 


515 


so dafi sich aus Satz 22 als Koordinaten des Krummungsmittelpunktes K von P 
ergeben: 

(7) I = a 4- sin /) , rj = — a (1 — cos . 

Diese Gleicimngen steUen nach S. 493 die E volute der Zykloide mittels der Hilfs- 
verSnderlicheii t dar, Sie erinnern an die Gleichungen (6) der Zykloide selbst. In 
der Tat ist die Evolute auch eine Zykloide, Znm Beweise . dieser Behauptung be- 
nutzen nir fUr die Evolute ein neues Achsenkreuz: Zur hochsten Stele S des be- 
tracbteten Zykloidenbogens, die librigens nach S. 486 ein Scheitel ist, weil ihre Ordi- 



nate den Bogen symmetrisch teilt, gehort der Wert ^ = ti, also nach (7) der Kriim- 
mungsmiitelpunkt mit d^n Koordinaten an und — 2a. Diesen Punkt wahlen wir 
als neuen Anfangspunkt 0, siehe Fig. 365, wahrend wir die neuen Achsen parallel zu 
den alten Achsen ziehon. Hat nun der Punkt dessen Koordinaten die Werte (7) 
habon, im neuen Achsenkreuze die Koordinaten x und y, so ist 
5=^ — an, y = r}+2a, 

so dal (7) gibt: _ 

X = a a — 71 + Sint) , y = a (1 -4 cos t) . 

Setzen wir ^ « T, so wird < == 1+ tt, also sin ^ = — sin cos t = --cosF. 

Mittels der neuen Hilfsveranderlichen t stellt sich demnach die Evolute der 
Zykloide im neuen Achsenkreuze so dar: 

i ~ a (i — sin f) , = a (1 ■— cos F ) . 

Die Oberoinstimmung dieser Formeln mit (6), ab- 
gesehen von den go^nderten Bezeichnungen, lehrt: 

Die Evolute einer gewohnlichen Zykloide 
ist eine mit ihr kongruente Zykloide. Sie 
ist in Fig. 365 die untere Kurve. 

Will man einen Zykloidenbogen zeich- 
nen, so verfdhrt man wie in Fig. 366: Man 
bestimmt die fiinf Punkte Pq, P^, P^> 

die zu ^ = 0 , tz, ^ rr, 2 gehoren. ^ ^ . p^leichen 

gehdrigen erzeugenden Kreisc haben Mittelpunkte ilfo. Mi, il 2 , - 3> 4 S 

Absttoden voneinauder, und A und P 3 liegon auf der ^eraden ^ 
Tangenton in 1\ und F, sind unter 4o® gcneigt. AuBerdem 

ntitcolpunktO des Scheitels S Oder P, gcfundcn, "’e™ l“=ii"5%rder 

aus nach unten abtragt. Der Krummungskreis um 0 K^venbo-en 

Kurve in der Umgebang des Scheitels sehr mmg 
periodiscb wiederholt, entstehen in 0 und U (oder Pq 4 ) P 
besser in Fig. 364 und 365 sieht. 



33 * 
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JXemtes KapHel: Hohere Differehtialquotienten. 


Wiedcr liege eine Kurve e in der allgemeinen Darstellungsform (1) 
vor. Jetzt soli die Flachc F berechnet ^ve^den, die vom JRadius- 
vektor, d. h. von dem Stiahl uberstrichen wird, der den Anfangs- 
punkt 0 mit dem Kurvenpunkte verbindet. Dabei mdge die Hilfs- 
veranderliche von <o bis t wachsen, so dafi der Punkt ein Bogen- 
stuck Po P der Kurve c durchlauft. Siehe Mg. 367. Die FlSche F 
ist eine Funktion von t. Wenn t ma dt zunimmt, wobei P bis P' 
wandere, wachst die Flache F um ihr Differential dF, das gleich 
dem Inhalte des unendlieh kleinen Dreiecks OFF' ist. Die Lote 
von P und P' auf die ar-Achse mogen die FuJJpunkte Q und Q' 
haben. Nun ist: 


dP = A OPP' = A (9<2P + Trapez QQ'P'P _ aOQ' P'. 

Wegen OQ=x, QQ =dx, QF = ij, Q' P' =y -\-dy folgt hieraus: 

dF=ixy + ^dx{2y+dy)-:^(x+dx)(y+dy)=-l(ydx-xdy). 


Man tut nun gut, ein derartiges Fl&chenstiick positivzu rechnen, 
sobald die Drehung des Kadiusvektors von DP nach DP' hin im 
1 ^ positiven Sinn stattfindet. In Fig. 367 ist aber 

p JP Drehung negativ. Dalier ist statt der letzten 

Formel zu setzen: 

=^i{^dy — ydx). 


Fig. 367. — y ,dx 

“ dt It • 

S^^difFunkrtL^'"*' ^ ^ eingesetzt, so steht 

recnts die Funktion <py, ~ von t. Mithin gilt der 

liek^l ar Fort" ' “Wsverilnder- 


y = n’)- 


dargestellt, so hat die Flache, die der zum Kurven 


i / (9 y>' — y> 9)(lt^ 


0 droht P«»'nvon ode, nrg.tiven Sian 
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Vofl jctzt an werde unter t die Zeit verstandeT Wir 
namhch die Bewegung eines punktformigen Mobils P 
von der Masse m unteisuchen, dessen Koordinaten x und y die durch 
(1) gegebenen Funktionen der Zeit t sind. Dabei setzen wir die 
ac-Einheit glcich der y-Einheit voraus. Wachst die Zeit t 
um dt, so wachscn a- und y urn dx==<p'dt, dy = y>'dt, so daU der 
Weg rfs des Mobils in der Zeit dt naeh 
(19), -S. 361, ist: 

d.s = \dx? -H dxf = -f ,^'2 dt. 

Folglich wird die Geschwindigkeit: 

( 8 ) 

Ihre Richtung ist tangential zur Bahnkurve 
c und hat deshalb die unter (3) berechncte 
Steigung dy : dx = y)' : cp'. Die PuBpunkte 
P, und Py der Lote vom Punkte P auf 
die X- und y-Achse, siehe Fig. 368, durchlaufen die Achsen nach den 
Gcsetzen x — <p(t) und y = y) (t), so daS 



(9) 






ihre Geschwindigkeiten sind. Oflenbar sind v* und Vy die Pro- 
jektioncn von n auf die Achsen. Man kann sich daher vor- 
stellen, daB die Bewegung des Punktes P durch zwei im ali- 
gemeinen vcranderliche Krafte erzeugt wird, die in P parsdlel zur 
X- und y-Achse angreifen. Die eine beworkt eine Beschleuniping p* 
parallel zur x-Achse, die andere eine Beschleun^ung Py parallel zur 
y-Achse. Diesc Beschleunigungen sind nach S. 494 die Difterential- 
quotienten der Geschwindigkeiten u* und Vy-. 


( 10 ) 




d t 


-: = <P . 




Die beiden Krafte sind mpx und mpy. Wenn man ihre Mittel- 
kraft bildet, gelangt man zu einer der GroBe und 
Richtung nach veranderlichen Kraft als Ursache der Be- 
■wegung des Mobils. Die GroBe dieser Kraft ist 

Yni^p/ -\-m^p/ —m + tp"^, 

und ihre Richtung hat die Steigung Py-p^ oder y>" : <p". Also ist 
die Kraft im allgemeinen nicht tangential zur Balm. 
Das Mobil m hat zur Zeit t die Beschleunigung: 
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(11) p — ]/p^ +?/ = )/ 4 

in der Richtung mit der Steigung p^ : Oder f" : (p”. 

1st T der Tangentenwinkel, so kommt nach Sate 1, S. 449, und 
nach (3): 


COST 


v> 




SIXIT 




WO die Wurzel positiv sein muB, wenn die Tangente ini Sinn der 
Bewegung positiv gerechnet wird. Man kann die Kraft mp aueh 
in eine Komponente T langs der Tangente und eine Komponente N 
langs der Normale der Bahn zerlegen. Da sich au8---mp, mpr, 
mPy dutch Verschieben ein geschlossenes Dreieck bilden laBt, gilit 
die Projektion auf die Tangente und Normale nach Satz 11, B. 408 : 

T = m p* cos T + m p„ sin T , N = — m p* sin t 4- w p„ cos t . 


Dahei ist die Normale positiv zu messen in der Richtung, die aus der 
Drehung der positiven Tangente im positiven Sinn um einen 
reehten Winkel hervorgeht. Trwiund N:m heiBen die Tangential- 
heschleunigung p^ und Normalbeschleunigung oder Zentri- 
petalbeschleunigung p„. Man bekommt nach Einsetzen der Wert© 
von cos T, sin t, p^ und p^: 

(12) T.-^ ^ _ N __ 

‘ »» OT qr*,);'* ‘ 

Nun ist (p' <p" -\- %p'ys" der h^be Differentidquotient von ip'\ 

d.h. nach (8) der von ^ u*; also ergibt sich aus der ersten Formel (12): 

^ 1 i(i^) dv _ 1 n . dv dv 

iv dt 2v dv dt ~~2v ‘‘^'^'~di ~ ~dl 

Oder wegen v — ds:At 


(13) 



Die Tangentialbeschleunigung ist demnach der zweite 
Differentialquotient des Weges s auf der Kurve nach der 
Zeit t. Die Normalbeschleunigung bewirkt die KrUmmung der 
Bahn; sie ist daher nach derjenigen Seite der Bahnkurve gerichtot, 
auf der der Krummungsmittelpunkt K des Kurvenpunktes P liegt. 
Nach (12) und nach Satz 22 ist: 


wenn e den Kriimmungsradius bedeutet. 



519 


§ 5, KrurniTilinige Bcwegufigen. 

Unter der Arbeit, die von der Kraft mp im ZeitdiSerential d t 
geleistet wird, versteht man das Produkt aus dem zuruckgelegten 
Wcg 3.& und der Projektion der Kraft auf die Wegriehtung. (Arrf 
S. 499 wurde ein besonderer Pail hiervon erwabnt.) Pa sieb sbixs 
wt,p, N, T dutch Verschieben ein geschlossenes Dreieck bilden lS.J3"t, 
ist die Projektion von mp auf die Wegriehtung nach Satz 11, S. 408, 
gleieh der Sumrae der Projektionen von N und T. Pie erste Pro- 
jektion ist gleieh Null, folgUeh Tis die Arbeit. Nach (13) kommt: 

Tds =^mptds -ds ■ dt==mv~-dt. 

Weil 2 mu dcr Pifferential quotient von mv^ ist, wird: 

Tds = ^^.dt^d[imV^). 

Wie auf S. 500 ergibt sich also auch hier, wenn man imv^ die 
lebendige Kraft (oder kinetische Energie) nennt:" 

Satz 24: Bei dcr Bewegung eines punktfbrmigeii 
Mobils in der Ebene ist die Arbeit im Zeitteilchen dt 
gleieh dem Zuwaehs der lebendigen Kraft. 

4. Beispiel: Eino punktformige Masse m worde mit einer Anfangsgeschwin- 
digkeit c, die mit der Wagerechten den Winkel « biide, im luftleeren Raum fort- 
geschleudert. Sie bleibt in der lotrechton Ebene durcli die Anfangsgesebwindig- 
keit. Die Wagerechte durch den Ausgangspunkt 0 sei die a;-Aclise, die Lotreclite 
nacb oben die positive i/-Acbse. Da die Schwere m g nach imten wirkt, ist die 
wagerechte Bescbleunigung = 0, die lotrechte py = —g. Kach (10) ist da. lier 
= 0, xp" =s *— g, nach (9) folglich == konst., Vy = xp' = — gt+ koxist., 

so daB ip linear und xp quadratisch in t ist. Da auberdem im t - 0 auch. 
u; as r/. s 0, p =: xp = 0, =s c COS « und Vy = c sin tt ist. bestimmen sich die 
Konstanten leicht. Fiir die Wurfbahn ergibt sich: 

X — c cos ft .t, y = — I g c sin a . t . 

Aus der ersten Gleichung folgt < = a: : c cos «, so dafi das Einsetzen dieses Wertes in 
die zweite liefert: 


y ~ „ 1 — XT + tg o - a: , 

^ cos® « 

d. h. die Wurfbahn ist einc Parabel (nach S. 95). Man bestatige, daB 
c® sin 2 a : ^ die Wurfwoitc ist, d. h. die Entfernung von 0 bis zu der S telle, 
wo das Mobil wieder die rc-Achse trifft. Fiir welchen Winkel « ist die Wurfweito 
atn grdfifcen ? 

6. Beispiel: Ein Mobil von der Masse m beschxeibe mit konstanter Ge- 
schwindigkeit einen Kreis um 0 mit dem Radius a, siehe Fig. 369. Zu Arufang 
(t as 0) sei es auf der x-Acbse an der Stelle Po oder (a.: 0). Es vollende eine 
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Umdiehung im positiven Sinn in der • Zeit T, Zur Zeit t hat der Kadius- 



Fig. 369. 


vektor 0 P des Mobils den Winkel 2 ntiT zuiiick- 
gelegt, so daB 

2 / 271 1 

a;=acos — , y=asm^ 

ist. Die Winkelgeschwindigkeit (vgL S. 427) ist 
2^ :T. Nach (12) wird = 0 und pn - (2 tt : Tf a. 
Die sogenannte Zentripetalkraft ist also gleich 
tn (2 71 : T)^ a, d. h. gleich Masse mal Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit mal Radius. 


Wer hier das Kapitel nach sorgfaltiger Durcharbeit beendet, 
wd sich fragen, was er nun von dem Vorgetragenen im Kopfe 
Whalten muB. In den vorhergehenden Kapiteln haben wir dfters 
Gelege^eit genommen, in ^eser Hinsicht RatschlSge zu erteUen. 
Awr Jetzt, wo wir schon einen so weiten Weg gemeinsam durch- 
s(totten haben, scheint es uns an der Zeit, dem Leser selbst 
die Entseheidung zu iiberlassen. Nur eine Bemerkung wollen 
wir machen: S^on auf S. 41 sagten wir, daB zuviel Aus- 
wendiglernen von tibel ist. Also nur das, was man wirklich glaubt, 
au(* noch nach iSngerer Zeit zu behalten, vertraue man seinem Ge- 
d^htans an. Im ubrigen trSste man sich damit, daB man, wenn es not 
tut, ]a immer zur betreffenden Stelle des Buches zuruckblattem kanni 




Zehntes Kapitel.' 

Berechnung der Funktioneii. 


§ 1 . Der Mittelwertsaiz. 


In diesem Kapitel woUen wir uns niit einigen allgenieinen 
Verfahren beschaftigen, die dazu dienen, die Werte einer vorgel^en 
Funktion fUr vorgeschriebene Werte der unabhangigen Veranderliehea 
zu bcrechnen. Die Grundlage dieser Verfahren ist ein Satz, der ohne 
weiteres einleuchten wird nnd trotz seiner Einfachheit eine merk- 
wurdig groBe Tragweite hat. 

Unter F (x) werde eine Funktion von von x verstanden, die 
in einem Intervalle, etwa von a; =a bis a:=h, stetig und diSeren- 
tiierbar sei , so dafi sowohl F (x) als aueh F' (x) fiir jedes x des 
IntervaHes einen bestimmten endlichen Wert hat Insbesondere 
soil JF (x) am Anfange x — a und am Ende x = h des Intervalles 
gleich Null scin. Die Bildkurve der Funktion soil adso die Ab- 
szissenachsc an den Stellen x — a und x —b treffen, siehe Fig. 370 


W 



Fig. 37C. 



Fig. 371. Fig. 372. 


und 371 in den einfachsten Fallen und Fig. 372, avo mehrcre Beige 
und Taler vorkommen. Stets gibt es innerhalb des Inteiralles, 
wohlbemerkt nicht an denEndena: = a und x=l, sondem dazwischen, 
mindestens einen Kurvenpunkt, dessen Tangente zur _^Abszissen- 
achse parallel ist, fiir den also F (x) gleich Null vnrd. Denn ^eim 
die Kmve zuerst gestiegen (oder gefallen) ist, muB sie doch nachher 


» Dies Kapitel kann auch, wcnn man will, eist nach § 3 des niiohsten Kapitels 

dnreligOTTOmen wrto. tonutzen wir tier iiiir deshalb F(j), weil wr 

una aidirc Funirtionen in den folgenden Paragrapben 

t&xbehalten wollen. 
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wieder faflen (oder steigen), weil sie durch die Stellen x=a und 
x=i der Absasseaaehse gehen soil. Dafi es immer aucli dann, 

. wenn die Kurve an einer der Stellen x — a nnd 

^ -yY a: = 6 selbst (oder an beidcn) die Abszissenaehse 

O beriihrt, mindestens einen derartigen Kurven- 

^ punkt innerhalb des Intervalles gibt, soli Fig. 373 

Fig. 373. veranschauliehen. Somit gilt der 


Satz 1 (Mittelwertsatz): Wenn eine Funktion F(x) und 
ibr Differentialquotient F'{x) fiir jedes x eines In' jrvalles 
von x=a bis x =6 bestimmte endliche Werte haben und 
wenn iiberdies die Funktion F{x) selbst sowohl am An- 
fange a: = a als auch am Ende x —i des Intervalles gleich 
Hull ist, gibt es innerhalb des Intervalles mindestens 
einen Wert von x, fur den der Differentialquotient F' (x) 
gleieh Hull wird. 


Dieser Satz wird der Mittelwertsatz genannt, well man den innerhalb 
des Intervalles gelegenen Wert von x, fur den F' (x) gleich Null 
wird, als einen Mittelwert zwisehen den Werten a und b be- 
zeichnen kann. Im allgemeinen lilBt sich nichts daruber sagen, 
ob dieser Mittelwert naher bei a oder nhher bei b liegt, auch kann 
es, wie Fig. 372 und 373 zeigen, mehrere derartige Werte geben. 
Das Wesentliche ist, dafi es mindestens einen gibt, der weder a 
noeh b selbst ist. Man kann den Mittelwertsatz auch rein rechnerisch, 
ohne die geometiische Veranschaulichung, beweisen, abei wir wollen 
uns damit nieht aufhalten. 


1. Beispjel: Die Funktion sin re ist gleich Null fiir rc = 0 und re = rr 
mithin auB es ein rc swischen 0 und w geben, fiir das der 
also cos re, gleich Null mrd. In der Tat *tritt dies fiir re = | 


Differentialquotient, 

ein. 


Der Mittelwertsatz laBt sich durch wiederholte Anwendunff 
verallgemeinern. Der erste Schritt gesehieht so: Drei ver- 
schiedene Werte von x seien a, b, c, und es sei a < b < c. Die Funk- 
tion und ibr Diffeientialquotient P' (x) mogeh von x=--a bis 

haben; insbesondere sei 

T-b Jr r ^ Us x=b, als auch fS das von 

a nnd «« mindestcns einen Wert a zwisehen 

irt- Irr r ^ b und c derart, 

fr A- r! ® = « to a: gleich NuD wird. Nun fiKren 

Ztot daB auch der zweite DiSerential- 

quotient F (x) fur jedes rr von a: =« bis rr =c einen bestimmten 



§ 1. Der Mittelwertsaiz. 
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endlichen Wert habe. Daim kann der Satz 1 auf die Funktion 
F' (x) statt auf F (x) iro Intervalle von a; = a bis a: = ^ angewandt 
werden, weil sie fur a: = a und x = p gleich Null wird. Da die 
Funktion F' (x) den Differentialquotienten F" (x) hat, folgt mithin, 
daB ;es mindestens ein x zwisehen a und also ein x innerhalb 
des Intervalles von x = a bis x = c gibt, fur das F” (x) gleich 
Null wird. 

Wie man dies noch weiter verallgemeinert, diirfte nun wohl 
einleuchten: Man macht die Voraussetzung, daB F {x) an vie r ver- 
sehiedenen Stellen gleich Null sei, und iiberdies die Annahme, daB 
auch der drift e Differentialquotient F'" (x) uberall im betrachteten 
Intervalle bestimmte cndliche Werte habe. Aus Satz 1 folgt dann 
zunSchst wie soeben, daB F" (x) an mindestens zwei verschiedenen 
Stellen innerhalb des Intervalles gleich Null wird, und dann, indem 
man den Satz auf die Funktion F" (x) anwendet, daB F'" (x) 
an mindestens einer Stelle innerhalb des Intervalles gleich Nlull 
wird. Ganz allgemein eigibt sich: 

Satz 2: Wenn einc Funktion F (x) und ihre n ersten 
Differentialquotienten F' (x), F" (x), ...F<">(x) in einem 
Intervalle bestimmt und cndlich sind, und w’enii die 
Funktioii F (x) sclbst an n+1 verschiedenen Stellen 
flo, til, Xz - ■ • Xji Intervalles gleich Null wird, gibt es 

mindestens einen Wert von x, fiir den der n*® Differential- 
quotient F'"’ (x) gleich Null wird, und zwar ist dicser 
Wert groBcr als der kleinste und kleincr als der groBte 
der n + 1 Werte Oo, tq, Uj . . . a„. 

Man kann allgemein einen Wert, der groBer als der kleinste 
und kleiner als der groBtc von mehreren gegebenen Werten 
ist, einen Mittelwert von ihnen nennen. Dann laBt sich Satz 2 
auch so aussprechen: 

Satz 3; Wenn eine Funktion von x und ihre n ersten 
Differentialquotienten in einem Intervalle, in deni die 
Funktion fiir n-fl verschiedene Werte von x gleich Nlull 
wird, Uberall bestimmt und endlich sind, gibt es min- 
destens einen Mittelwert dieser w4 1 Werte, fiir deu der 

Diffcrentialquotient der Funktion gleich Null wird. 

2. Beispiel: Sind ai, Oj . . . an verschiedene Konstajiten, so vird die ganze 

Fimktion ti-ten Grades 

y = (x — (a; — a^) • , . (oc «n) 

gleich Null fttr ai,aj...a„. Nach Sate 3 nauB also ihr (n— l)-ter I>ifferen- 
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tialquotient fiir mindestens einen Mittelwert von gMdhi Ntill wewiari. 

Da y nach Ansrecjinung der Klammorn die Form 

?/ = («! -f aa + . . * 4- «n) 4- • * . 

bekommt, wo die 2 um Schlusse durcli Piuikte angedeuteten Glieder niedrigore 
Potenzeu von x enthalten, ist 

1) — ^ 1) ... 3 . 2 . a; — (w — 1) (n* — 2) ... 2 » 1 "f* 

= (n — 1) (m — 2) . . . 2 . 1 {nx—^ flfg 

Also ist gleich Null nur fiir a: = ^ (a^ + Oj f - • - + o»), d. h. fOr das 

arithmetisehe Mittel (S. 242) von «,, aj ...««• Dies ist demnach grdUer als der 
kleinste und kleiner als der grdfite der n Werte. Das liiBt sich leicht auch ge- 
radezu beweisen. 


§ 2 . Ober das Einschalten in Tafeln. 

Wird man in die Lage versetzt, hSufiger die Werte einer 
gewi^en Punktion y fiir verschiedene Werte von x zn gebraiicheii, 
so richtet man sich eine Tafel ein, in der man die Werte von y 
fur me groBe Anza,hl mogliebst eng aufeinanderfolgender Werte von 
X eiMc^eibt. Die fimfstelligcn Logarithmentafeln B. enthalten 

rii! f-- f f'**’ aJle ganzzahUgen a: von 1000 bis 10 000, 

funfstelligen loganthmisch - trigonomctrischen Tafeln die von 
ogsm:c,logco8a; iisw. fur alle Winkel von 0® bis 90® von 
tote zu tote. Beim Gebrauche einer Tafel f Ur solche Werte 
anftrSei'^i mcht vorkommen, aber zwischen zwei darin 
SStlf das Verfahren dcs 

t g ».if/undS.302). Diese Annahme tnfft nicht streng 

denn sonst muBte y nach 
..rf-"— Satz 1, S. 28, eine ganze liuoare 
Funktion von x scin. Sie ist 
aber erlaubt, weil ein sehr 
'/ BogSnsttick der Bild- 

Q ^ y angenahert durch 

■ ^ ^ 1 ^ geradlinige Sehne erreicht 

=1 =-^*- — -4 ! yerden daif. Jetzt soil es sich 

F?S 7 d handeln, den Fehler 

%.3V4. Einschaltverfahrens 

Bi K<r 271 j- 1 abzuschatzen. 

“ JJV d74 sei die krumme lime dm Riii • V. , 

® aas Bud einer Funktion 
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y=f(x). Diese Funktion habe fur a: = aj und a; = aj die Werte 
Ai und JLg. Dabei sei < a^. Den Kiirvenbogen von der Stelle 
nach der Stelle (a^-, A^) ersetzen wir durch die Sehne. We 
Gerade dieser Sehne ist nach dem schon vorhin angefiihrten Satzc 1, 
S. 28, Oder nach Satz 4, S. 31, das Bild ciner ganzen linearen Funktion 
q) (x), deren Form cx A-h ist. Die Konstanten c und k lassen 
sich leicht bestimmen, denn es muB ja 

4Li = c + Ic, A^ —ca^-\-h 

sein. Hieraus folgt durch Subtraktion: 

•A\ ■*““ Aih 

c = 

a, — 02 

und, nachdem man die erste Bedingung mit ag und die zweite 
mit % multipliziert hat, ebenfalls durch Subtraktion: 

fli (I 2 

Die lineare Funktion 95(0:) Oder cx+h ist demnaeh: 

a.-«. ^ a, -a, 

Man kann sie auch so schreiben: 


( 1 ) 


(f (x) == Aj 


X—Ot 

Oi — (Ij 


4" 


X — ai 

— o>\ 


Hier geht der zweite Summand aus dem ersten durch Vertauschen 
der Indizes 1 und 2 hervor. 

Nun sei h irgendein Wort von x im Innern des Intervalles von 
X =■-.«» bis X =«,. Fiir x =h.hat /(x) den Wert /(k). Beim Ein- 
schalten wird aber nicht diese Ordinate der Kurve an der Stelle m - h 
benwtzt, sonderh die der Geraden, d. h. der Wert . 95 (A). Mithin 
stellt 


( 2 ) 


R=zf{h)—(p (A) 


den dabei gemachten Fehler dar. Wir werden jetzt den ^tz 2 
des § 1 fiir den Fall n = 2 anwenden, fur den w ihn noch em- 
mal wie folgt formulieren kdnnen: 


W6nn a,<A<rt* drei 


Satz 4: . 

von 35 sind, fiir die eine Funktion 
wird, und wenn diese Funktion 
Differentialquoticnten F'(x) und P"(x) 
x-^ax bisx==ff8 bestimmtc endliche Wertc haben, gibt 


versehiedene "Werte 
F {x) gleich Null 
sowie ihre beiden 
im Intervalle von 
e& 
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innerhalb des Intervalles mindestens einen Wert u 
von X, fiir den der zweite Differentialquotient F" (x) 
gleieh Null wird: jP"(m)=0. 

Wir werden nun eine Funktion F(x) bilden, fur die alle Voraus- 
setzungen dieses Satzes zutreffen. Zunajihst ist die Diffcrenz 
/ (a;) — 95 (x) fiir a; = % und x —a^ gleich Null, wahrend sie fUr 
X = 7i den Wert R hat. Ferner ist die ganze Funktion zweiten Grades 

aueh fur x = und x — gleich Null, wahrend sie fiir x — h 
den Wert Eins hat. Deshalb ist die aus beiden Ausdriicken zu- 
zammengesetzte Funktion / (a:) — 93 (a:) — R'tp (x) oder 

(4) 

sowohl fiir a: = und a; = ag als auch fiir x ==^h gleich Null. Damit 
.auch die iibngen Voraussetzungen des Satzes 4 erfiillt werden, nehmen 
vtir noch an, daB / (a;), f (x) imd /" (ir) im Intervalle von x ^ai 
bis = ^2 iiberall bestimmt und enrich seien. Weil xp (x) eine 
ganze linem Funktion ex+k, <p'(x)=c und (x) =0 ist, 
und weil die Funktion ip (x) nach ( 3 ) eine ganze Funktion zweiten 
Grades und 


— — 
(/i— — 




ist, erfiiUt die durch (4) dargestellte Funktion F {x) nunmehr alle 
Voraussetzungen des Satzes 4. Ihr zweiter Differentialquotient ist: 

F" Cx) = r (x) ~ - M 

weil ja q)"{x) == 0 ist. Kach Satz 4 gibt es einen Wert u zwischen 
und Og derart, daB F" (u) =0 ist. Dies liefert also: 

f” u) _r, 


^ ^ 12 =- |(/i _ 

ein neu^ Alii 1' Einschalten begangenen Fehler R 

hiir nietr W . AUerdings lafit sich der Fehler J2 

dei rns i da. p?^T\ von 

aL I ^ bekannt ist, daB sie zwischen a, und a lie^t 

Aber die Fennel (5) gestattet uns, die GrdBe des FeSers aS 
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•schatzen: Weil wir nicht -wissen, welchen Wert z-wischen und 
die GrdBe m bedeutet, lassen w u alle Werte von bis Oj, durch- 
laufen. Nun bedeute n den groBten Wert, den dabei der absolute 
Betrag von /"(«) annimmt. Dann folgt, daB fiir den richtigen 
Wert u sicher j /" (u)\^fj, ist. Also liefert (5): 

( 6 ) \R\^i\ih — ai){h — a^)\/j,. 

Satz 5: Beim Einschalten oder Iriterpolieren zur 
angenaberten Berechnung des Wertes einer Funktion 
/(k), von der man die Werte fiir x-a-i und x=a^ 
kennt, fiir irgendeinen zwischen und gelegenen 

Wert x=h wird ein Fehler begangen, dessen absoluter 
Betrag nicht groBer als 

II {h — aj)ih — a2)\iJ. 

ist, vfo n den groBten Wert des absoluten Betrages 
von f"{x) im Intervalle von «=% bis x=a^ bedeutet. 
Dabei wird vorausgesetzt, daB /(*), f (x) und /"(a:) iiber- 
all in diesem Intervalle bestimmte endliche Werte haben. 

Hiermit ist eine Sehranke fur den Einschaltungsfehler R ge- 
wonnen; wir wissen nicht, oh der absolute Betrag des wirklich 
begangenen Fehlers die Sehranke erreicht, aber wir wissen, daB er 
sie nie iiberschreitet. 

Was den Wert von \ (h — ai){h — a^)\ betrifft, so ist zu be-, 
achten, daB (a; — Ui) {x — Uj) eine ganze quadratische Funktion 
vorsteUt, deren Bild eine Parabel ist, die an den Stellen x = 0 ^ 
und X = die Abszissenachse schneidet und dazwischen ein 
bildet, dessen tiefster Punkt zu x=^ (oi + a^) gehort und die 
Tiefe — Kaj— Ai)* hat, vgl. S. 95. Werm also h von cq bis 
geht, niramt der absolute Betrag von (h — oti) {h a^) von NuU 
bis -J- (ttj — %)* zu und dann wieder bis Null ab. Mithin ist 
.nach (6): , 

(7) I K1 ^ 

Vide Tafeln geben die Werte einer Funktion fix) fiir auf- 
einanderfolgonde ganzzahlige positive Werte von so z. B. 
die funfstelligen Logarithmentafeln die Werte von log x fiir alle 
ganzen Zahlen von 1000 bis 10000. In einem derartigen Fall 
sind also und a 2 aufeinanderfolgende ga^nze positive Zahlen N 
und V + 1, zwischen denen eingeschaltet wird. so daB aus (7) folgt: 
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Der absolute Betrag des Fehleis ist demnach hier nie grSBer aJs 
ein Achtel des Maximums des absoluten Betrages von /" (a;) im 
Intervalle von x =N bis x +1. 


1. Beispiel: Man findet gelegentlich Tafeln ftir die Quadratwurzeln 
aller ganzen position Zahlen von 1 bis etwa 1000, abgcrundet auf vier Bezimalstdlen. 
Hier ist / (a:) = \/x, also f'(x) = --l: (4 j/aT^). Wenn x von der Zahl N bis zur 
Zahl N + 1 geht, ist der absolute Betrag von f'(x) nicht grSBer als (4 , 

also der absolute Betrag des Fehlers nach (8) nicht groBer als 1 : (32 Da es 

sich unoi vierstellige Tafeln handelt, wird aber verlangt, daB der absolute Betrag 
des Fehlers sicher nicht mehr als 0,00006 ausmache. Deshalb wird asu fordeni 
sein: 

327F ^ ^ 

Dies aber ist fiir ^ ^ 74 der Fall. Man w ird also in der Tafel der Quadratwunseln 
ohne Bedenken zwischen und ]/N 4- 1 einschalten ditrfen, wenn JV' ^ 74 ist. 


2. Beispiel: Auch beim Gebrauch der Tafel der gewohnlichon Logarithm 
men schaJtet man zwischen zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden ganzen positiveii 
&Uen ^ und iV + .1 ein. Hier ist / (a:) = log x, aliio /" (®) = wo M den 

■Hodul bedeutet, vgl. S. 298. Nach (8) ist also | H | <: | jl/ ; A"*, d. h. I J? |< 0,066 ; N*. 
, vier- nad funfstelligen Tafeln gehen die" Numeri JV -von lOOO bialOOOO, 

“t daher kleinw 

ate 0,000 000 065. Das ist 'voUltommen befricdigend. In siebenstelligon Tafeln 
^en dieNumen A von 10000 an, so daB hier | /t | klciner als 0,00000000065 

vorgeschlagcn, fflr kdraere Reeh- 
n^n ^ dreistelligen Loganthmen der Zahlen von 10 bis 100 zu benutzen, 

^ j” Besuchskarte Plat* haben. 

^ ko^t |P| <000(^6, und diese Fehlcrschranke ist bedenklich, denn der 

-^4 folgcrt mail durch Einschalten loff 11,6 deich 0(W 

bei der Abrundiing auf drei Dezimalstellen log 11,6 gleich 0,061 ’ Ist! 

T„ Die funfstelligen Tafeln fur die eewbhnliehen 

S ^ ^ Miraitenzahl eines Winkels. 

5400 vor C L **‘® Werte ir von 0 bis 90.60 Oder 

S 7 wo die Trad •* €®l*on^ BogenmaB , ist n x : 10800, nach (3), 

S. 7, wo die Gnidzahl j durch 3 :60 ersetzt warden mull. Demnach istUt 

:M„ rfsiogsina Afn* 1 

ix 10800 ?7ra5rr.-Tr4-. 


^ach (8) ist daher 


M 7 ? ^ 1 

10800** sS^* 


8 10 800® sin® « 


vwv vv/^ O 


geschaltet wird. Weil die Tafel 'V ^®"'- I"" " ^ Minuten ein- 

l*l<0,000005 sei. Das bt f *’ gefordert, daB 

hernach sicher der ball, wenn sin® a > 0,00092, 
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also sill « > ist. Dies trifft ein, wenn der Winkel mchr al§ D 45' betragt. 
Fiir kleinere Winkel kann der Einschaltfebler in der Tat sehr betrS,clitlicli werden, 
denn man bedenke, dafi log sin x fur lim £c = 0 nach — oo strebt. Die Tafelwerke 
enthalten deshalb meistens noch eine Hilfstafel fiir log sin x und zwar gehen 
dabei die Winkel von bis 2° in Intervallen von je einer Sekunde. 

4. Beispiel: Man untersucbe in entsprechender Weise die Giite des 
Einschaltverfahrens in einer fiinfstelligen Tafel fiir die gewohnlichen 
Logaritbmen von tg x. Auch bier wird eine besondere Tafel fiir die Winkel 
vori 00 bis 2® in Intervallen von jc einer Sekunde aiis demselben Grunde beigefiigt. 
Weeen des Satzes iiber Komplementwinkel, S. 385, braueht man bei log cos a? 
und log ctg X cine Sondertafel fiir die Winkel von 88® bis 90o in Intervallen 
von je einer Sekunde. 


§ 3. Interpolationsformel von Lagrange. 

Wenn eine Tafel von Funktionswerten wie in §2 vorliegt, laBt 
sich das Einschalten dadurch verbessern, daU man nicbt nur die 
beiden die Einschaltstelle einschlieBenden Stellen der Tafel, sondem 
auch andere benachbarte Werte der Tafel berucksichtigt. Um dies 
zu tnn, miissen wir vorweg eine HUfsfunktion aufbauen, die erne 
Verallgemeinerung der in § 2 gebrauchten Funktion <p {x) i^, siehe 
fl) auf S 525. Wir nehmen uns namlieh vor, erne ganze Funktion 
mLlichst ’niedrigen Grades zu Widen, die fur n verschiedene gegebene 
Werte . . . a„ der unabhangigen Veranderlichen n gegebene Werte 

ill. A,... An annimmt. , , v • • * + 

Die oben auf S. 525 hergestellte Funktion cp (x), die w ]etzt 

weil sie vom ersten Grad ist, mit 9^1 (“=) 

fur z=ai den Wert A und fur x=a^ den Wert A^. Offenbar 
laBt sie sich auch so schreiben: 


0) 


(Pi (x) — Ai + 


■ 


^2 — 0/1 


(x — ttj) . 


Wir versuchen nun, ein Glied von der 

so hinzuzufugen, daB die hervorgehende Funkhon auBerdem fu 3 

L Wert I ;nnimint. Man ^-ht. daB 

fiir X = als auch fiir a: = a* gleich Null 1st, d. n. oan 

Funktion 

( 2 ) (») — <Pi (*) + ^2 (* — <**) > 

weon^ »n.Komtante bedautet ™ «>. W 

und . di. Werte A und 1 , hat. SoU ™ ft W 
fiir X =a3 gleich A, werden, so muB Ca so gevahit weru 

J.3 == (Uj) -f Cj («S — ■“ 


ist. Demnach werde 

Scheffers, Lehrbuch d. Mathenaetik. 


34 
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Cj = - 

(<*!> — <ll) (0,-02.) 

L ntiH geschehen, da der Nenner nicht gleich Null ist veil 
?«■ dabri derWer. 

ita b«o„d“. kS: “'’f. « 

ist erne ganze Funktion zweiten^;ades ^^“ktion (x) 

*16 S8tSJ^"S'''bi,d“ «•' 

W — <!;)(* — a,). 

Weil der letzte Summand tvtr x =n n „ i • v, at -n • 

93 (x) ebenso wie <p„(x) fur a; = 0 

Nun konnen wir c so bpsHyn * Werte Aj^ A^ an, 

d.n Wert 1 M<„U? iS^ ' ”■<*> lUr «-a. 

n ^4 Denommt, mdem wir nSmUch verlangen, daB 

A ^92 («4) + Cs K _ Oi) (a, -_ 0^) (3^ _ 3^) 

sei, woraus sich ergibt: 

(^) C 3 = :4« — ^ 2 ( 0 .) 

^ (“*~“i)(04 — 02 X 0 , — 0,)- 

Maa si*,, dad ,i* d„ folg^de Sa„ ergibt: 
and anBerdem°t "Ko7stantm' d* 

.aaia.a.a Man a^Slich^.^Lnlr at: ^ ^ 

9i{x)=:A^+-^^rL^^ 


■ (x — Uj), 


r-i (o,) 


952 ( 0 ;) 


<?2 = 

(®3 — %)(«s — ag) ’ 

■ (^) + ^2 — «a) (a; * 

Co = - 


<p2 (<^d) 


'^ 2 ) 


(«4 «i) (a4 — a^) (a^ _ ^ 

n (X) = yg (x) + C 3 (*-«,) (a: - a,) (x - 
und fahre so forf bis: 

+ «"-i (^ - «i) (a: - « 2 ) . . . ( 0 : - 

Vn— 2 (®n) 


■^ 3 ) 


M-n-l 


l)? 


h) («n — «2) ■ • . {% — a, 
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Die dadureh entstandene Funktion <p„^i{x) ist aiin, wie sieh 
leieht beweisen laBt, die einzige ganze Funktion von nicht hoherem 
jQs (n — Grad, die fur x = a^, a^, . , . , a„ die Werte 
A^. ■ . -^n annimmt. Gabe es namlich noch eine zweite, etwa %p (a:), 
so ware die Difterenz 

(a:) — IP (a:) 


eine ganze Funktion von nicht hoherem als (w — 1)**“ Grad, die 
fur die n verschiedenen Werte a^, . . . o„ von x gleich Ml wird. 

Naeh Satz 5, S. 102, muBte sie also die n Faktoren z — x — a^, 

. . a: — On enthalten, was unmoglich ist, weil das Produkt dieser 
n Faktoren eine ganze Funktion 71*®“ Grades ist. Also; 

Satz 7: Die in Satz 6 aufgestellte ganze Funktion 
(„_l)t<‘n Grades ist die einzige ganze Funktion 

von nicht hoherem al^ '(« — 1)**“ Grad, die fur die w ver- 
schiedenen Werte a-i, ^2 • • • von a: die n Werte Ai,A ^ . ■ • 


annimmt. 

Nun koinmen wir dazu, auseinanderzusetzen, was eigentlich 
mit der Herstellung dieser Funktion 95„_i(a:) bezweckt wild. Wnr 
nehmen an, /(a:) sei eine vorgelegte Funktion von a;. Sie habe fur » 
verschiedene Werte Oi, 02 . . . «n von a: die n Werte A-i, 2 • • • _»• 
Da nun die Funktion <Pn~iix) ebeidalls fiir x = (h, a^.. ■. a„ die 
Werte Ai ... -Ah annimmt, haben die Bildkurven der Funktionen 
fix) und (*) die n Punkte (ui? A)- (“ 2 ! A) - • ■ gemem. 

Ist fix) in einem Intervalle, dem die Stellen a =%, Oa ■ • • 
gehSren, stetig, so ziehen wir daraus, daB <p,_i (») als ganze Fu - 
tion ebenfalls stetig ist (vgl. Satz 1, S. 90), die * 

die Bildkurven von / (a;) und <p„_i (a;) m dem 
lich wenig von einander abweichen. Deshalb werden wir d 

ganze Funktion (n-1)- etll 

vorgelegten Funktion./ (a:) angenaherte 

Nftherungs- oder Ersatzfunktion ben’iUem Sie jt ^ 
alkemeinerung iener linearen Funktion <Pi{x), die in § 2 W 

W „,d die beim 

.ondem » BteUen benutet. Die Wrtion S»lellt 

““‘rt e In«-rol«io f"7*- 

wZ Z ‘itt' der eisertlioh » bereetoendea FneMon /(.) 

die Shnlrtion ^„_i (as) bhnutzt. 
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Aber jetzt fragt es sich meder, wie man den Fehler 

( 6 ) 

absehatzen kann, der bei diesem Interpolieren begangen wird, 
wenn man an einer Stelle statt f(h) den Wert benutzt. 

Die SchluBweise ist eine Verallgemeinerung der in § 2. Einerseits 
wissen wir, dafi / (a:) — (p^-i (x) fiir a; = %, ag • • • libereinstimmen. 
Andrerseits hat ^e ganze Funktion Grades 

i;, (r\ — (^— ap (« — «»)••• (a: — «n) 

fiir a: = %, Oj . . . a„ den Wert Null. Wir setzen selbstverstandlich 
voraus, dali die Stelle x — h von %, Og • • • «n verschieden sei. 
Nun bUden -vrir die Funktion f(x) — <p„^i{x) — By (a:), also; 

m F w = < w- w -8 : i;i;i ■ 

Auch sie hat fiir a: = Uj, . . . a„ den Wert Null. Aber auBerdem 
wird fiir x = h der letzte Bruch gleich Eins und f (x) — <Pn—\i^) 
nach (6) gleich R, d.h. F (x) ist auch fiir x—h gleich Null. Auf 
die Funktion F (x), die demnach fiir die w + 1 Werte a^, Og • • • 
und h von x verschwindet, soil der Satz 3, S. 523, angewandt werden. 
Wir setzen deshalb voraus, dafi die Funktion /(x) selbst und ihre 
w ersten Differentialquotienten /' (x),. /" (x) . . . /^"> (x) in einem 
IntervaJle, in dem die w + 1 , Stellen %, a„ und h liegen, 

iiberall bestinunte endliche Werte haben. Denn da dies ja auch 
fiir die ganze Funktion (» — I)*®" Grades 9 ’„_i (x) gilt und ebenso 
fiir die ganze Funktion Grades (x — %) (x — Xg) . . . (x — a»), 
tiifft es dann auch fiir die Funktion F (x) nebst ihren n ersten 
Differentialquotienten zu. Aus dem angefiihrten Satz folgt nun, 
dafi es mindestens einen Wert u von x im Intervalle gibt, fiir den 
der Differentialquotient F(“>(x) gleich Null wird, imd dafi u ein 
Mittdwert (S. 523) der n + 1 Werte Oj, Xj . . . x« und h ist. Wie 
sieht aber der w** Differentialquotient von F (x) aus? Der 
Differentialquotient von ist gleich Null, weil <p„—i (x) eine 

ganze Funktion von nur (» — 1)*®’“ Grad ist. Der «‘® Differential- 
quotient des Produktes (x — ai)(x — Oj) . . . (x — On) ist nach dem 
2. Beispiele, S. 523 u. f. gleich 1 . 2 . 3 . . . n oder n ! (S. 324). Aus 
(7) folgt demnach: 

F^">(a;)=/">(x) — y. .. 

Wie gesagt, mufi F("'(x) fur x = « versehwinden, also ko mmt : 
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0=--f’'Uu) — R-^ ' jv rr 

* ' (A — ai)(ifi — ag) . . . (?1 — a„) 

d. h. es ist: 

(8) B = ^ /'"> {u) {h - aO (h- a^)...{h- a „) . 

Da uns der Mittelwert u nicht bekannt ist, betrachten \vir 
alle Werte von (x) in demjenigen Ideinsten Intervall, in dem 
% • • • h liegen und daher anch liegen mu6. Ist /uin 

das Maximum des absoluten Betrages von (x) in diesem Intervalle, 
so ist sicher [ (w) | ^ Mithin liefert (8) cine Schranke fiir 
den Fehler, indem sich ergibt; 

Satz 8: Kennt man die Werte einer Funktion /(a;) fur 
n verschiedene Stellen x=ai, und ermittelt man 

mit Hilfe der LAORANOESchen Interpolationsformel an- 
genahert ikren Wert an einer anderen Stelle a;=A, so hat 
der absolute Betrag des Fehlers die Schranke: 

I (/i Uj) (Ji ag'l . . . (A a^) I , 

falls /In den groBten absoluten Betrag von f^^^{x) in dem- 
jenigen kleinsten Intervalle bedeutet, das die n +1 Stellen 
Ug,... an und h enthalt Dabei wird vorausgesetzt, daB 
f{x), /' (a;), . . . (a?) iiberall in diesem Intervalle bestimmte 

endliche Werte haben. 

Beispicl. Die Sinus von 0®, 15**, 30**, 45** haben die auf vier Dezimal- 
stellen abgeTundetcn Werte 

0,0000, 0,2688, 0.5000, 0,7071. 

Auf Grand dieser Werte wollen wir Naherungsfiinktionen bilden und ihre Zuver- 
Ussigkeit abschatzen. Hier ist ti = 4 und ai = 0, = 15, = 30, = 46; 

wahrend A^, A^, Ag, A^ die angegebenen Sinus werte sind. Sat't. 6 gibt zunachst: 

f/>, (K) = 0,0000 + a = 0,017 253 a , 

woraiis man alsdann Cj = — 0,0000391 berechnet. Folglich kommt weiterhin: 

^2 (a;) = 0,017 253 x — 0,000 039 lx{x-- 16). 

Hieraus berechnet man Cg = — 0,000 000 81 und erhS.lt schliefilich 

(fa (a;) = 0,017 253 — 0,000 039 1 a; (a; — 15) — 0,000 000 81 a; (a: — 16) {x — 30). 

Schritt fiir Schritt sind bei der Ausrechnung mehr Deziinalstellen beriicksichtigt 
worden, well die auftretenden 'Faktoren mit x grofiere Werte annehmen konnen. 
Die Funktion (pi (x) stimrat mit sin x nur fiir a; = 0 und« fiir a; = 16 iiberein, da- 
gegen (x) auch noch fiir a? = 30 und (x) auch noch fiir x = 45. Dabei 
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Man muB sie bei der Ausrechnving der Sieherheit halbei nach oben abmnden: 
0,0023, 0,0012, 0,000 14. 

Mithin kann man statt sinx im Intervalle von 0» bis 16“ den NaherungsWert 
<f 1 (X) und im Intervalle von 0“ bis 30“ den Naherungswert (x) benutzen, so- 
bald man die Abrundung auf zwei Dezimalstellen vornimmt. Der dritte 
Naherungswert (f'six) hat im Intervalle von 0“ bis 46“ einen Fehler, der auch 
noch bei der Abrundung auf drei Dezimalstellen ohne Bedeutung ist. 



Fig. 375. 

In Fig. 875 sind die Bildkiuven von sinx, V'i(“)’ V's(“) und 
vail von X i - 180 bis x = + 180 dargestellt. Man sieht, wie stark die iSaherun^ 

d« to Aug. gjiutto r 

weidien. tfbrigeiis erscheint die Sinuslmie gegeniiber der m Fig. 2(4, S. 388, 
infolge anderer Wahl der Einhciten uberhdht. 

Satz 6 lehrt, wie man die Naherungsfunktionen 
w<.(x) usw. naeheinander aufstellen kann, indem jede folgende 
aus der schon vorher gewonnenen ermittelt wird. Dies 
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ist in der Anwendung das einzige Richtige, da man von vornherein 
nicM weiB, ob die Naherungsfunktion fiir die Zwecke, die man im 
Auge hat, geniigend genau ist, wenn man nur zwei, drei, vier usw. 
schon bekannte Werte der Funktion f(x) berileksichtigt. Die Form 
dagegen, in der man gewbhnlich die LAOBANOESche Interpolations- 
formel (x) schreibt, ist fiir die Anwendungen unbequem. 

Immerhin woUen w sie angeben: 


(9) 


(»— OaX-® — “ 3 ) •••■(“ — “n) 
9^1 W - 4i ...(a,- aj 

4 . A (a:— — — a,) 

■^^2 (02 — aj) . . . (02— o„)(a 2 — aj) 


. j (a: o^) (x Og) • V (a — a„_|) 

" K — «i ) («« — az) • ■ • K— "i-i) ’ 


Hier entsteht jeder folgende Summand aiis dem vorhergehenden, 
indem man gleichzeitig sowohl %, Oj . . . a„ als aueh A. A) • • • 
zyklisch vertaaseht, d. h. <*1 durch a^, durch Og usw., schlieB- 
lich a„_i durch a* und uberdies noch a„ durch ersetzt und ent- 
sprechend mit Ai, A - • -‘A verfahrt. DaB diese Funktion wirldich 
dieselbe wie die auf Grund des Satzes 6 gewonnene ist, sieht man 
so cin: Man erkennt, daB der erste in (9) auftretende Bruch fiir 
® = «i gleich Bins, dagegen fiir die andern Werte a^, 03 . .. a„ gleich 
Null wird. Entsprechendes gilt von 'den andern Briichen, indem 
Oi durch 02 usw. zu ersetzen ist. Deshalb hat die ganze Funktion 
(n — 1)*®“ Grades (9) fiir a: = %, Uj • • • «n die Werte A^, Aj . . . A„. 
Nach Satz 7 gibt’ es aber nur eine Btinktion von dieser Art; 
deshalb ist die Funktion (9) dieselbe wie die des Satzes 6. 

Wie gesagt, ist die aUmahliche Herleitung der Funktion <p„-i (x) 
auf Grand des Satzes 6 vorzuziehen. Wenn man dementsprechend 
zuerst die hneare Funktion <pi (x) bildet und darauf nach und nach 
die Glieder 

(10) C 2 (x — Oi) — Cg (a: — : a^) (z — Oj) (a: — Os) usw. 

hinzufiigt, entsteht <fie Keihe der Naherungskurven durch eine 
fortgesetzte Aufeinanderlagerung (vgl. S. 87). Zuerst werden zu 
den Ordinaten der Geraden, die (pi (x) vorstellt, die Ordinaten der 
ersten Funktion (10) addiert; dadurch entsteht eine Parabel als Bild- 
kurve von % (x). Alsdann werden zu ihren Ordinaten die der zweiten 
Funktion (10) addiert, usw. Man nennt die entstehenden Bildkurven 
von ganzen Funktionen hbheren Grades auch hbhere Parabeln. 
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Eigentlich ist es nicht richtig, nur vom Einschalten oder 
Interp'olieren zu redep. Deim nichts hindert uns, den Wert x —h, 
fiir den / (a;) angenahert bereehnet werden soil, auBerhalb des 
Heinsten IntervaUes zu wShlen, in dem die n Werte Uj, ag-.-dn 
liegen. Dann handelt es sich um ein sogenanntes Extrap olieren. 
Aber je ■weiter entfernt man h wahlt, um so grofier wird das 
Intervall, innerhalb dessen es auf das Maximum des absoluten 
Betrags von (x) ankommt, um so geringer also cbe Wahrsehein- 
lichkeit, dafi die Fehlerschranke hinreichend klein ausfallt. 

Es ist nicht gesagt, daB der absolute Betrag des 
Fehlers wirklich so grofi wird, wie es die Fehlerschranke 
angibt. Er kann in Wahrheit viel kleiner sein. Wir 
haben nur kein Mittel, ihn festzustellen, und naiissen deshalb nach 
der Schranke urtcilen. 

§ 4. Die TAYLORsche Formel. 

Um zu einer Naherungsfunktion fur eine zu berechnende 
Funktion f (x) zu kommen, kann man npch manche andere Wege 
einschlagen. Das Verfahren, das wir jetzt anwenden wollen, ent- 
springt aus der Bemerkung, daB sich eine Tangente in ihrem Be- 
riihrungspunkt aji die Bildkurve von f{x) anschmiegt. Die Tangente 
ist das Bild einer ganzen linearen Funktion, deren Differentialquotient 
mit dem von / (x) fiir den betrachteten Bildpunkt iibereinstimmt. 
Diese lineare Funktion hat demnach fur einen bestimmten MTert von x 
mit f(x) zweierlei gemein, erstens den Funktionswert (georaetrisch : 
den Berulirungspunkt) und zweitens den Wert des Differential- 
quoticnten (geometrisch: die Steigung). 

Wenn wir eine Vorgelegte Funktion / (x) etwa in der Gegend 
der Stelle betrachten, die zu x = 0 gehort, liegt es daher nahe, an 
die folgende Aufgabe heranzugehen: Eine ganze Funktion (n— 
Grades: 

(1) <Pn-i (x) = Co + Cl X + Cj X* H 1- c„_i 

sol hergestellt werden, die mit f (x) fiir x = 0 sowohl den Funktions- 
wert selbst als auch die Werte des ersten, zweiten usw. Differential- 
quotienten bis zum (n — 1)**“ Differentialquotienten gemein hat, 
so daB sie insgesamt n Bedingungen befriedigen soil. Da gerade 
n verfugbare Konstanten Co, Cj, Cj . . . c„_i vorkommen, darf man er- 
warten, daB sie sich wdrklich so bestimmen lassen, daB <p„_i (x) den 
gestellten Anforderungen genugt. Die Bildkurve von <p„_i (x) wird 
sich dann an die Bildkurve von / (x) fiir x = 0 ganz besonders eng 
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anschmiegen, so dafi man vermuten darf, dafi (x) in der 

Nahe von «=0 eine leidliche Naherungsfunktion von 
f{x) wird. 

Die n Forderangen sind leicht zu befriedigen. Nach ( 1 ) kommt 
namlich : 

(a) = 1 Cl + 2 Cg a; + 3 C3 a:* H + (w — 1) c„_i a:”~®, 

(a:) = 1 . 2 Ca + 2 . 3 C3 a: 4- h (w — 1) (w — 2) c„_i a;"~® 

usw. Fiir x =0 haben also <p^_^ (x), <p'„_^ {x)... (x) die Werte: 

Cq, 1 ! Cj, 2 1 Cj, . . . (n — 1 ) ! 6'„_i. 

Andererseits haben f{x), f(x ), . . . f”’~^'> {x) fUr a: =0 gewisse n Werte, 
die wir einfach so bezeichnen: 

/(O), /'(O), /"(O), . . . /("-i) ( 0 ). 

Demnach fordern wir: 

Co=/(0), l!ci=/'(0), 2 !ca=nO),...(n-l)!c„_i =/<"-*> (0). 


4tn\ /'W r(b) /"-'(O) 

Co /(O), Cl jj ’ Ca — gj ’ • • • c„_i — 

hervorgeht. Die gesuchte Funktion ergibt sich durch Einsetzen 
dieser Werte der Konstanten in (1). Also kommt: 

(2) ^... («) - / (0) + ^ + . . . + ^ X-. 

Die Bezeichnungen f (0), f (0) usw. sind so zu verstehen, daB • 
man zunachst f {x), f {x) usw. fur veranderliches x berechnet 
und erst nach den vollzogenen Differentiationen fiir x den Wert 
Null setzt. 

Satz 9 : !l6s gibt nur eine ganze Funktion (x) vom 
hdchstens (n — 1)*®° Grade, die den Bedingungen geniigt, daB 
sie und ihre n — 1 ersten Differentialquotienten fiir x =0 
mit einer vorgelegten Funktion f(x) und ihren n — 1 ersten 
Differentialquotienten iibereinstimmen, namlich die 
Funktion: 

= / (0) + r (0)^ + /" (0) I", + • . • + /"-^(O) f 


I t /li ' f ^2! ' ' ' (n 1)1 

1. Beispiel: Wenn /(a;) = ^ ist, haben alle Differentialquotienten den 
Werte*, also fiir a; = 0 den Wert Bins. Die ganze Funktion (n — Grades 
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uii<i ihre Oifferentialquotienten bis zur (n — Ordmmg stimmen also fiii 
X sa 0 mit imd den entsprechenden Differentialquotienten von e®, iiberem. Iii 
Satz 6, S. 318: batten wir fiir e® eine imendliche Reihe gefunden, die, nach dem 
^|t4m (Hied abgebroclien, gerade gleich ist. 

Dafi wir als den Zahlenwert von x, fiir den f{x\ f(x ) . . . 
mit (a:), . . . ubereinstimmen sollen, den Wert 

x—O gewahlt haben, ist Nebensacbe. Entsprechende Schliisse kann 
man matihen, wenn man die tFbereinstimmung an einer anderen 
Stella X = a erreichen will. Man kann das Ergebnis fiir diesen 

B'all sofort aus Satz 9 ableiten, indem man x — a als nene Ver- 
Imderliche t eiTifiihrt. Denn fiir x = wird dann t = 0. AnBerdem 
warden dann / (x) und <p„^i (x) Funktionen von t, nnd da d x : d i = 1 
wegen x a ist, lehrt (iie Kettenregel, daB die DiSerentiation 

nach t dieselben Differentialquotienten wie die nach x gibt. Jetzt 

tritt mithin an die Stelle von /(O) der Wert von / fiir <=0, 

d, h. fiir x = also / (a). Ebenso sind f (0), f' (0) usw. durch 

f (a), f' (a) usw. zu ersetzen. Da auBerdem x — a statt t zu schreiben 
ist, kommt der 

Satz 10: Es gibt nur eine ganze Funktion <Pn-^i{^) 
hdchstens — Grade, die den Bedingungen geniigt, 
daB sie und ihre n — 1 ersten Differentialquotienten fiir 
einen bestimmten Wert x=a mit einer vorgelegten 
tion /(x) und ihren n — 1 ersten Differentialquotienten 
hbereinstimmen, namlich die Funktion: 

+r Ot + r o ^^ + ■ ■ ■ + w 


Dabei sind /' (a), /" (a) usw. so gemeint: Zunachst berechnet 
man bei veranderlich gelassenem x die Differentialquotienten 
/' (®)t /" x=a. 

Wenn nun a -\-h einen von a verschiedenen bestimmt gewahlten 
Wert von x bedeutet, wird fix) im x = a -{-h mit (a:) nicht 
mehr. Ubereinstimmen. Aber immerhin dart man vermuten, d^ 
+fe) von f(a + h) nicht allzu sehr abweicht, wenn nur hin- 
rdehend nahe* bei Null liegt. Man wird also <p^iix) als Nahe- 
rungsfunktion statt fix) fur Werte x=a+h m der Nahe vou 
X = a benutzen. 

Fiir die Abweichung, namlich fur den F ehler 


^3^ R — f id -\-h) <Pn—l ^)’ 

soil Wieder eine Schranke ermittelt werden. Zu ^esem Zwe^ 

sucht man wie im vorigen Paragraphen erne andere Ausdrucksform 
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ftir R und dies gelingt, indem man die folgende Funktion F (x) 
betrachtet, die an die Funktion (7) auf S. 532 erinnert: 

( 4 ) F{x)=::f {X) ~ j (x) — R 

Wir woUen annehmen, da6 fix), fix), .../«») (a:) uberaU im Inter- 
va e von x — a his x —a + h bestimmte.endliche Werte haben. Dies 

tt* ^ «— 1 {®)> • ■ • (p^l-xix) zu, da <Pn—xix) eine ganze 

^nktion ist. Daher haben auch Fix), F' (a;), . . . (a;) flberaU im 

Intervalle ^on «=« bis bestimmte endliche Werte. Die 

ersten w — 1 Differentialquotienten von F ix) sind namlich: 

r ix) = f ix) _ ix) - 


( 5 ) 


F" ' ix) = (a:) _ ix) _ r n(n-l.>...3.2(a;-a) 


wabrend der die etwas ^infachere Form 
F^%)=^f%)--R^ 

gMchtldfSt.”*' der ganzen Funktion <p„_x(x) 

^ fto a: =a mit <p„_x{x\ (p'n-x{x), . . . 

silhLA^ die in (4) und (5) rochts zuerst 

stehenden Difierenzen samthch glcich NuU fur z =«. Da die ubrigen 

Qieder m (4) und (5 samtlich mit wenigstens einem Faktor a:— a 
behaftet smd, folgt also, daB Fix), F' ix) . . . F^”-'^Hx) fur x = a 
verschwinden. AuBerdem sieht man aus (4) und (3), daB Fix) 

^®'’®«^^i“det. Da somit F(a) :=0 und 
F^+h)=0 1 st, lehrt Satz 1, S. 522, daB F(z) fur einen Wert 

“ + ^ gleich Null ivird. Weil F'(a)=0 
FiiTiV+i ^ p' r \ Anwendung desselben Satzes auf die 

f zwischen a und 

verschivindet. So kann man weiter schlieBen, weil F" (x) F<»-i)|'a:\ 

Sn'lfeLn 

emeu gwissen Wert * = » zwischen » and « + h, (Ur den Pi"' fe) 
Terschmndct Aus (6) folgt somit (Ur »= „: ' ' 

O-rW-K^. 

und hieraus ergibt sich: 

^ nl 
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Dies ist die gesuchte neue Ausdrucksform des Fehleis. Obgleich. 
u nicht bekannt ist, kann man dock daraus, da6 u zwischen a und 
a + fe liegt, einen Schlufi ziehen: Im Intervalle von x—a bis 
X — a -{-h sei /in Maximum des absoluten Belrages von (x). 

Der absolute Betrag von f^^u) kann dies Maximum nicht tiber- 
schreiten. Also gelangt man zu 

Satz 11: Wenn eine Funktion f{x) und ihre n ersten 
Differentialquotienten im Intervalle von a:=abis x=a + k 
iiberall bestimmte endliche Werte haben und das Maxi- 
mum des absoluten Betrages von f”\x) im Intervall ist, 
hat der absolute Betrag des Fehlers, den man begeht, 
Venn man /(a-f-h) durch _ 

9n-i (« + ^) == / («) + /' n ^ (n — 1)1 

ersetzt, die Schranke: 


Die in Satz, 10 gefundene Eaheiungsfunktion ipn-iix) wurde, 
allerdings als Keihc bis ins Unendliche fur lim w = oo eistreckt, 
worauf vir spater noch zurtiekkommen verden, im Jahre 1715 von 
dem englischen Mathematiker Tayloe (1685—1731) aufgestellt. 
Deshalb heiBt <p„_i (x) die TAYLOESche Formel.^ Der Ausdruck (7) 
vurde 1797 von Lageange (siehe S. 531) angegeben und heiBt die 
LAGBANGESche Kestformel. Man kann namlich nach (3) den 
Fehler R auch als den Rest bezeichnen, den man zu 9n-i(“+M 
addieren muB, um f {a +h) zu erhalten. , . 

Den Umstand, dafi u zvischen a und a +Ji begt, druekt man 
meistens anders aus: Weil u von a nur um einen BruchteU von h 
abweiclit, kann man le = a + ^ A setzen, Avenn man die era re nng 
triflt, daB unter d eine Zahl zwischen 0 und 1 verstanden 
werden soil. Dann wird aus (^): 

(8) i2 =/<"’(« + 


Der Satz 11 laBt sich nun so aussprechen; 

Satz 12: Wenn eine Funktion f {x) und ihre n ersten 

Differentialquotienten im Intervalle' von x bis x =a + A 


bei Taylor vorkommt! 
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iiberall bestimnite endliche Werte haben, gibt eB ^ 

zwischen 0 und 1 gelegene Zahl 0 derart, daJJ die Formel ^ 

fia+}i)=f{a)+ria)^ + ria)^ + 

• • ■ • + (£i)T + ^ nf 

Insbesondere ergibt sich fur n = 1 der folgende Satz, der ^ 
wiederholter spaterer Anwendungen ausdrlicklich formuliert 
moge: 

Satz 13: Wenn eine Funktion f (x) und ihr Differeii ^ ^ 
quotient f {x) im Intervalle von x=a bis 

iiberall bestimmte endliche Werte haben, gibt es ** 

zwischen 0 und 1 gelegene Zahl 0 derart, daB 

Formel gilt: 

f {a h) := f (a) -r f {a 0 h) h. 

Man benutzt die Satze 11 und 12 zur angenEherten Berecb*^#! 
oiner Funktion / wenn man weiB, welche Werte ihr und ill 
Differential quotienten fUr einen bestimmten Wert a der Verittc 
lichen x zukomnien. Dies ist moistens der Fall und ganz besoii^l 
haufig fur a = 0. 

Wenn man f {x) fiir einen von a verschiedenen Wert x-=- 0 ^ 
berechnen will, wird man von vornherein nicht wissen, wie groB tti 
den . Gra^ n — 1 der Naherungsfunktion (pn~^i(x) annehmen mi 
damit die Fehlerabschatzung ausreicht. Man wird daher mil i 
einfachsten Annahme n — 1=1, d. h. = 2 beginnen, also ti m 

und nach die Naherungs werte bilden: 

<Pj {a 4- A) = / (a) -f (a) A, , Schranke ? 

• 9?2 (u + /i) = / (tt) + f (a) ^ 4 /" (a) |j7 Schranke > usw" ^ 

Dabei^ bedeuten usw. die Maxima der absoluten BotrJi 

Ton f {x), f"' (x) usw. im Intervalle von a; = a bis a; = a 4 /i. I 

^2 (^ + A) - <p, (a 4 h) 4 r (a) ~ • 

(« 4 A) = <P 2 4 ^) + r (a) 

usw. ist, liegt also hier wie bei der Lagrange sehen Interpolating ii 
formel, vgl. S. 535 u. f., die Annehmlichkeit vor, dafi jeder neue Nllfi 
jrungswert aus dem vorhergehenden durch Addition eines Glit^ci 
liervorgeht. 
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Nimmt man iiicht von vornherein einen bestimmten Wert a + fe 
an, sondern laBt man a beliebig, gleich x, so werden die Bild- 
kurven der Fimktionen (x), <p^ {x), 93 (x) nsw. Naheningsknrven 
fur die Bildkurve der Funktion / {x), indem sie sich in dem zux 
gehbrigen Pimkt immer inniger an die Kurve anschmiegen. Die 
Naherungskurven gehen durch Aufeinanderiagern (vgl. S. 87 ) 
bervor: Da jetzt a -{-h =x, also h = x — a ist, zeichnet man zuerst 
die Bildkurve von^ ^ (x) =/(«)+ /' (a) (x — a), die eineGerade ist, 
dann durch Addition der Ordinaten der Bildkurve von 

r 

di'e Bildkurve von 9^2 (a:), (ke eine Parabel ist, darauf die Bildkurve 
von 9J3 (x) durch Addition der Ordinaten der Bildkurve von 

r"(») 

usw. 


2. Beispiel: Ina 3. Beispiel auf S. 461 wurden die hohereii Differential- 
quotienton von sin a; berechnet fiir den Fall, daB or. den Winkel im Bogen- 
maB bedeutet. Fiir a; = 0 findet man, daB sin a; iind die Differentialquotienten 
von sin a die Werte 0, 1 , 0, —1 usw. haben, indem immer diese vier Zahlen 
in derselben Reihenfolge wiederkchren. Da also der 2., 4.; 6 . usw. Differential- 
quotient von sin x fiir a; = 0 verschwindet, ergeben sich fiir sin x in den Fallen 
n — 1 = 2, 4, 6 usw. dieselben Naherungsfunktionen wie in den Fallen n — 1 
« 1,3,5 usw. Daher wird man fiir eine gerade, also fiir n eine ungerade 

ganze positive Zahl 2m + 1 wahlen, wo also m irgendeine ganze positive Zahl 
be.deute. Dann gibt dor Satz 12, wenn man a — 0 und/(cc) = sin a: setzt: 


( 9 ) 


sin.V= 


1 1 3 ! 6 ! 


± 


(2w — 1)1 


q: cos (Bi/i) 


(2 w -f 1) ! 


Ganz entsprechend findet man: 

. Jl* , ft* 1 ft®”* ,c ft‘^’”+* 

(10) cosfe= + 

In (9) und (10) bedeuten flj und Bg zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen. Die 
Vorzeichen der einzelnen Gliedor wechseln bestandig. Dberdies ist h das 
BogerrmaB des Winkels. Da die absoluten Betr%e von cos (fJj /i) und 
co 8 (B 2 ?») kleiner ^1^^ sind und da nach Satz 3, S. 314, die Briiche 

(2m + l)l ( 2 « + 2 )! 

nach Null streben, wenn m nach +- oo strebt, kann man die Restglieder in (9) 
und (10) daduxch, daB man m hinreichend groB annimmt, so unbedeutend 
machen, wie man nur immer will. Ferner ist tg = sin : cos und ctg 7i = 
l:tg/i. Deshalb kann man alle goniometrischen Funktionen mit 
jedem beliebigen Grade' der Genauigkeit berechnen. Nach S. 399 
darf man sich dabei auf Winkel zwischen 0 und in beschrhnken, ja infolge 
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! knlnach reicht die Aimahme »n = 3 aus, um sin h und c< h aus den Nahe- 

riin,?swerten 


31 + 5! 


V ^ _ ¥ 

' 21+41 61 


mit einem Fehler zu berechnen, der weniger als die Halfte der vierten 
Dezimaleinheit ansiiiacbt. In Fig. 376 sind die Bildkniven der Naherungs- 

fiinktionen 




II 31’ 


V.W=j]-3l + M 


iler Fimktion sin x sowie die Sinuskurve selbst im Intervalle von a: = — n 
bis « « 4- 71 dargestellt. Man ver- 

gldelie hiermit die Fig. 375, S. 535. AF" J-a 

Beide Figuren sind in denselben Mad- ^ • 

einbeiten entworfen. 

Man kann die Formeln (9) und 
(ICI) anch verwenden, um zeichne- / 

riseh einen Winkel von gegc- / N. 

benem BogenmaBe zu bestim- / \ 

men. Dabei sei das BogenmaB als / \ 

Veriinderliche mit </) statt h bezeich- / \ 

net* I)er|enigo Punkt, dessen Koordi- / tj \ 

naten ac « cos 93 und ^ « sin y sind, / ^ \ 

liegt auf dem Kreis um den Anfangs- / \ 

punkt O vom Badius 1, well cos* y 4 / \ 

sin * (pm I iat. AuBerdom bildet der / \ 

Hadius init der ai-Achse den Winkel <p, ^ ^ 

Hat man das BogenmaB tp eines Win- _ c — j ^ :=ai4 

kek bestimmt gewEhlt, so stellt man O 

die Fig. 877 her, indem man die Fig. 377. 

Stricken „ . 

0 J.31 « 1 , AiA^m y, ^^2^8= — jy2» A3 - 1 . 2 . B 


1.2. a 


usw* mit nach }e zwei Malen wechselndem Vorzeichen immer senkrecht am 
cinander ansetzt, und zwar nach rechts oder oben, wenn die Strecke das Pliis- 
wichen, dagegen nach links oder unten, wenn sie das Minuszeichen hat* Da^die 
Lingen schnell abnehmen, kann man schon nach wenigen Schritten die End- 
ptinkt© kanra voneinandcr unterscheiden. Man nahert sich &lso schnell 
tinem gewissen Gbrenscnunktc. Seine aj-Koordinatc setzt sich aus O Aj^ jf* , 
asw* additiv zusammen und ist daher, wie (10) zeigt, gleich cos y, wkhrend 
Mch seine |/-Koordinatc additiv aus AtA,.A^A, usw. zusammensetzt und daher, 
wie (0) zeigt, gleich sinw. ist. Mithin wird der Grenzpunkt derjenige, dessen 
l^diusvektor mit der positiven a;-Achse den Winkel <f bUclet 
daB die Konstruktion von selbst auf einen Punkt des Emheitskreises inhxt. In 
unserer Figur ist rp = 1 gewahlt worden; die Zeichnung endet dann praktisch sclion 
bei A^. Das GradmaB des hicr ermittelten Winkels ist nach dem 2. Beispiel, S. 9, 
H), gleich 570 17' 45". - 1 . 4 . 

Bedeutet . das BogenmaB eines Winkels, der so ^venig von Null abweicht 
daB t* vcrnachlilssigt werdcn darf, so lehren die Formeln (9) und ( 

8 c h e f ! « r 9 . I*«krbvch d, Mathematik. 35 


546 


ZeJintes Kapitel: Berechnung der Funktionen, 


(11) sin « = cos « = 1 

gesetzt werden darf. Aus Satz 16, S. 411, folgt daher, werin man darin a? = « 
und e setzt: Wenn«® vernachlassigt werden darf, ist 

sin («-}-£)=: sin « + £ cos «, cos (« + {)= cos « — £ sin «. 

3. Beispiel : Die Anwendung des Satzes 12 auf f(x)- e® fiir a = 0 gibt, 
wie das erste Beispiel zeigte: 


^ 1 ! ^21 ^ 


(n — 1)! «! 


wobei 6 zwischen 0 und 1 liegt. Das Kestglied strebt nach Null, wenn n iiber 
jede Zahl wachst (nach Satz 3, S. 314). Besser ist aber die in Satz 5, 
S. 318, gefundene Kestabschatzung. Hier sei nur noch bemerkt: Ist £ so nahe 
bei Null gelegen, dafi vernachlassigt werden darf, so lehrt die Formel (12) 
fiir n= 2, dafi man setzen darf: 


4. Beispiel: Da Inrc fiir x= 0 keinen endlichen Wert hat, kann Satz .12 
auf In (a + }i) fiir a = 0 nicht angewandt werden, wohl aber z, B. fiir I, 
Da allgemein (vgl. das 7. Beispiel, S. 452) 


•=(-ir 


ist, haben In x und die Differentialquotienten von In x fiir a; = 1 die Werte 0, 
1, — 1 !, 2 I, — 3 !, 4 ! usw., so da6 sich ergibt: 


I ^ ^ 


*n(l + e/i)"’ 


wobei fj zwischen 0 und 1 liegt. Diese Formel gilt nur fur /i> — 1, well 

negative Zahlen keine Logarithmeii haben, also fiir den natiirlichen Loga- 
rithmus einer jeden positiven Zahl, Die unendliche Reihe dagegen, die 

wir auf S. 277 oben fanden und die aus (13) fiir lim n = co hervorgehen 
wttrde, gUt nur fiir Numeri, die zwischen 0 und 2. liegen. Allordings 
gibt (13) fiir h > 1 eine wenig taugliche Formel, da 1 4* 6 irgendeinen Wert 
zwischen 1 und 1 + haben und daher die Schrankc fiir das letzte Glied der 
Formel (13) recht groB werden kann. Falls £ so nahe bei Null liegt, dafi man 
vernachlassigen kann, weicht 1 + 6 « nur sehr wenig von Bins ah, weshalb 
das letzte Glied der Formel (13) bei den Annahmen h a und n = 2 vernach- 
lassigt werden darf. Also konirat dann: 

(14) In (! + €)-£. 

Sind N und N + cT zwei Numeri, so ist 

In (iV + J) = In + A = In + In + A j , 

also, wenn d : N hinreichend wenig von Null abweicht, nach (14): 

In (]V + <f) = In 2\r + A . 

Dureh Multiplikation mit dem Modul M gehen nach (10), S. 298, Naherungs- 
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formeln fiir den gewohnlichen Logarithmus hervor: 

log (1 + e) = s My log {N + d)= log N M. 

Hiemach ist z. B. log 101 angenahert .gleich log 100 4- 0,01 M oder 2,00 434, 
und dieser Wert nnterscheidet sich von dem wahren Werte 2,00432 erst in der 
Mnften Dezimalstelle. 

. Unten ( 8 ) haben wir den Fohler oder Eest iZ, um den sich 
die Naherungsfunktion 9^-1 (^) fur von der richtigen Funktion 
f{x) nnterscheidet, auf die Form gebracht: 

(15) E = f-Ha + eh)^^^. 

Die zwisehen 0 und 1 gelegene Zahl d ist nicht naher bekannt, wes- 
halb wir uns eben damit begnugen mussen, bei der Abschatzung des 
Fehlers alle Werte a + 6h im Intervalle von x=a bis x=a+h 
ins Auge zu fassen. Deshalb kann die Fehlerabschatzung, 
selbst wenn der Fehler wirklich nur klein ist, zu roh 
ausfallen. Weil dies bei der LAaRANOESchen Eestform (16) tatsfichlich 
Sfters vorkomrat, hat man den Rest dureh ahnliche Oberlegungen 
wie auf S. 540 u. f. auf gewisse andere Formen gebracht. Wir 
wollen davon absehen, sie mitzuteilen, und nur ein besonders wich- 
tiges Beispiel, in deni die LAGRANOESche Eestform versagt, auf 
andere Art behandcln. 

6. Beispiel: Nach S. 327 soU unter einer Potenz (1 + x)**, worin der Ex- 
ponent »n iigendeine positive oder negative, ganze oder gebrochene ZaM sein 
darf, ihr positiver Wert verstanden werden, sobald die Bans 1 + * positiv, also 
X > — 1 ist. Setzt man f (x) = (1 + x)"*, so wird 

r(x)= m (1 + xf'-\ f" (x) = w (m — 1) (1 + x)™-*, .... 


also fiir x= 0; 

/(0)-l, /'(0)=»», r(0) = w(»» — 1),... 

Die Anwendong des Satzes 12 fflr o = 0 liefert daher: 


(l + fc)** = l + g| A* + ...■ 

f» (»» — 1) . . . (m — n + 1) 


1)„ , , — l)...(w — n + 2)^„_i 

2l * +•••+ (n — 1)1 


(1 + 6 A) “-"a". 


wobei 6 zwisehen 0 und 1 liegt. Hat m insbesondere einen positiven ganz- 
zahligen Wert, so kann man ganze positive, Zahl n gleich m annehmen. 

Dann wird (1 + 6 gleich Bins, und es ergibt sich die bekannte Formel 


(l + kr = 






liT 


Mr eine ganze positive Potenz eines Binoms, .d. h. einer zweigliedrigen 

36 ^ 
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Summc, alw der sogenannte binomische Lehrsatz. (Er trat eeleeentlich 
«hon ,m 9 Beispiel. S. 452. aaf.) Die Koeffuientcn heikn S bSS- 
koelfizienten, und man bezeichnet den Kocfflzientcn von h* so; 


n(n — 1)....(»_A:+ i) 

OTTDfe 


(fc= 


Da er gleicb n!;[J:I(n — A')l| ist, beweist man sofort die Fonneln: 

0-u.)' (::;)+ (”7‘)=(r). 

von denen erste zeigt, dafi die Binomialkoeffizienten in (17) symmctrisch 
angeordnet sind, so dafi also der letzte wieder gleich Eins ist, wahrend man 
auf Grund der zweiten Formel in bekannter Weise die BinomiaJkoeffi- 
zienten der n^en Potenz aus denen der (w- l)ten potenz ableitet. Mit Benutzung 
der Bezeichnnng (IB) lautet die binomische Formel (17) so: 

»+*>•- ‘+G)‘+0**+ +(:)»" 

Oder auch, wenn man noch festsetat,. dafi (”) die Eins bedeuten soli. 

(19) <■+»>” -(;)+(;> +(2) »■+••+ (:)»■• 

-7 Exponent m von 1 + ft keine ganze positive 

Jlfxl positive Zahl n nicht gleich m wahlen; viel- 

mehr tatt dann m der Entwicklung (16) stets ein letztes died auf, das mit 6 
behritet ist und nur abgescUtzt werden kann. Die Schrankc fiir dieses Glied 
wd zu ^ofi, wenn ft negativ ist. Man kann aber auf anderen Wegen 
bewe^n, ^afi der absolute Betrag des Restgliedes nach Null 
streut, sobald die Anzahl n immer welter wSchst, und zwar 
unter der Voraussetzung _l<ft< i. Wir zeigen es so^: 

Indem wir ft wieder mit a; bezeichnen, bilden wir eine nach (16) nahe 
liegende Funktion, nSmlich diese: 

(20) + + 

Sie hat fiir x = 0 den Wert Kul). Ihr Differentialquotient ist: 

r(.).n + + , . . + (1 

Wenn man ihn imt l +a;, d^egen F{x) mit m multipliziert und dann beides 

ZTdt sSt.“ rkoirntf 


(1 + a) P' (x) — mP(x)= — 


m (m — 1) 




Betraehtangen noch zu schwierig Oder getade bier storend 
sem .sollten, raten wir, sic vorlSufig zu flberschlagen und erst beira Er- 
gebnisse (24) auf b. fi.'iO welter zu lesen. 
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Dividiert man diese Gleichung mit (1 -h so wird ihre linke Seite nichts 

anderes als der Differentialquotient von P («) : ( 1+ Da P (0) = 0 ist, 

ergibt sich also durch Integration von a; = 0 bis £c = /i: 

h 

„ r ^ — 1) « . . (m -- n) x'^dx 

(1 + ]^”“./ ““ ni 

0 

Setzen wir zur Abkiirzung die Konstante 

«i(m — — n) 

(21) c, 

SO haben wir also 

( 22 ) 

Zunachst wollen wir jetzt h .positiv annehmen. Dann durchlaulit x von 
0 bis h wachsend lauter positive Werte, so dafi d x und 1 4- £c positiv sind. 
Da nun das Integral nach Satz 4, S. 228, eine Summe vorstellt, also sein 
absolute! Betrag nacb Satz 8, S. 59, nicht groBer als der absolute Betrag des- 
jenigen Integrals ist, das hervorgeht, wenn man den Integranden durch seinen 
absoluten Betrag ersetzt, gibt (22): 

F{h) I ^ / I c|a;**da; 

'(i+A)"‘i^y (!+*)"'+*■ 

0 

Da X zwischen 0 und h liegt, alsol + x^l ist, wird de^ Integrand und folglich 
auch der Wert des Integrals sicher vergrofiert, wenn man 1 statt 1 + a; setzt 
Dann aber hat das Integral einen sofort auszurechnenden Wert, und so kommt: 


k 

F (h) _ ^ — cx^dx 

(1 + hT ~ J + 

0 


(23) -ZW- 

Oder nach (21): 

FQi) ^ wh (m — l)h (m — 2)h (m — w)h 1 

(TFhr — T' 2 * 3 n + 1 I* 

Hier sieht man nun leicht ein, daB die rechte Seite nach Null strebt, 
wenn n iiber jede Zahl wEchst, vorausgesetzt, daB die positive Zahl h 
kleiner als Eins ist. Mit endlos wachsendem n treten nEmlich rechts immer 
neue Faktoren hinzu, und von einem gewissen n an sind sie sEmtlich kleiner 
als Eins, welchen Wert auch m haben mag. 

Nim wollen wir /r negativ annehmen und gleich — k setzen, so da® k 
eine positive Zahl bedeutet. Dann gibt (22); 


F {—k) _ r — ex^ dx 
0 

Das Integral ist nach Satz 4, S. 228, die Summe aller unendlich kleinen GrdBen 

— ex^dx 
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die sich ergeben, wenn x Schritt fur Schritt urn d x von 0 an bis — k abnimmt 
Weim man a; = — ( setzt, bedeutet t eine Veranderliche, die von 0 bis k zunimrat. 
Da dann 35 ”= (— dx = -^dt ist, stellt das Integral die Sumnie aller im- 
endlich Meinen GroBen 

dar, die sich ergeben, wenn t Schritt fiir Schritt uni d t von 0 bis k zunimmt, 
d. h. es ist die Summe 


J (1— 


wo die obere Grenze k und nicht — jfc ist. Also hat man: 

F{—k) _ 

{i^jcr J * 

0 

bt nun ^ Meiner als_ Bins, d. h. liegt k zwischen 0 und 1, so ist dor kleinste 
Wer^ den 1 — < im IntervaJle von <=0 bisk bekommt, namlich der Wert 

1 A, immer noch positiv, und wir folgern deshalb ahnlicli vie im Fall, wo 
n positiv war: 

F(—k) I ^ r \ e\(’^dt 

(1 — k)“ =y (l_jfc)>»+i' 

0 

(l-ir+i Konstanten sind, laBt sich das Integral sofort auswerten. 

• F(—k) ^ |e[fc"+J 
(1-kr (l-k)’»-i(„ + l)- 

gesetztwordmwarimdl-^'i?.*^ * ^ ^ erinnem. daB A - 

St Folglich ist betits^, dX”“ ' ^ 0 und -1 

F(A) 

a + »)“ 

TeW^sobald n1b\^ j;drzrj lUVt"" ^>'‘>“1 ^ull 

^n= 00 nach Null strebt.^ NacM20) ist F fhf 

Summe von n + 1 GUedem und der ^Lz if ®‘“®^ 
der Mnuend nach dem Subtrahenden stroTwl^ t u ' ^ fOr lim « = oo 

aber wird der Minuend, Trn +i r«^^ w ^ ^wm 

Bt beinesrai: ®’®® unendliche Reibe. Also 

endlS^*'*Reihe*’"‘*'^®“ ^ “®8*’ d + A)” als die un- 

(24) (l + Ar=l + Hft+^i(^^ 

• ^1 'rt .• ■ ' nr »4~ 


darstellbar. 


§ 4, Die Taylorsche Formel 
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Man kaim beweisen, dafi die Formel (24) nicht mehr fiir j /i j > 1 gilt, auch 
nicht fiir == 1 mid m ^ — 1 sowie fiir h=^ — 1 imd m < 0, walirend sie fftr 
?i = 1 und m> 1 und fiir h— — 1 und m'^0 richtig ist. Wir braucbeii diese 
Entwicklung aber imr im Fall | ^ | < 1, fiir den wir ihre Kicbtigkeit nach- 
gewiesen baben. Am meisten werden die Annahmen m = — 1, w = i nnd 
— j angewandt. Ist w = — 1, so geht die unendliche Eeihe fiir 1 : (1 4- /i) 
hervor, die wir schon kennen, vgl. Satz 2, S. 274. Bei den Aimalimen m = J 
und m = — i kommt fiir \h\<l: 


]fl+h: 


l+±h- 


._i_ ft* + -LA- ft*. 

2.4 ^ 2.4.6 


1.3.5 

2. 4. 6. 8 


A‘+ .... 


lft + Llft*_LiA:5ft*+l:MiIft*_, 
2 2.4 2.4.6 2. 4. 6. 8 


|ftl»(l+lft| + lftl‘ + ...) 


I l/l + fe 2 2.4 2.4.6 2. 4. 6.8 

Bricht man die erste Beihe nach. dem Glied ab, das mit ^ bebaftet ist, 
so fehlt ein Best R, der augenscheinlicb absolut genommen nicbt groBer als 

2.4.6.*-.2w ^ L 2w + 2‘ (2n4 2)(2n4 4) J 

also erst recbt kleiner als 

2,4.0*.. <5W 

ist., Daftlr karni man nach Satz 2, S. 274, wegen |kl < 1 setzen: 

1.3.5...(2n — 3) lk(“ 

(2«) 2.4.6...2" T:Hrr 

Bei der zweiten Eeihe (25) ergibt sich ganz entsprechend: 

. , 1.3.5...(2n-l) \hl_ 

(27) l^K 2.4.6...2n“" l-lh| 

Die zweite Formel (26) pbt, wenn man ft=— a* setzt, ffir la:|<l, die 
ftfters gebraucMe unendliche Eeihe; 

1 . . 1 » ... 

(^®^ J/I JC» 2 2.4 2.4.6 

Hervorgehoben sei schlieUlich noch einmal, dafi die Formeln 

(28) fiir die positiven Werte der Quadratwurzeln gelten, vgl. das zn 

gchcn aus (25) die ofters gebrauchten Naherungswerte 

j'T+l=l + i*. p===l-i« 

hervor. Ferner ist: 


: 1 + A a* + — ^ ^ + 

^^ 2 2.4 2.4.6 


und deshalb ergeben sich auch die Mherungsformeln; 


552 


ZeJintes Kapiiel: Berechnung der FunMionen. 


Statt Satz 11 Oder 12 auf die zu berechnende Funktion gerade- 

auJtientef zunaehst den Differential- 

dann mittPiQ / Grund dieser Satze auszudrucken und 

Bdspieh ** Integration zur Funktion uberzugehen. Hierzu ein 

und o-*“ ^ stets, zwischen — I 

wir ziierst die TavI!.’ cT p ?'T *'** Grenzen ttbersehreitet, stellen 

also 1 .ir-^ * ** ^ Differentialquotienten von arc sin .r 

tur 1 . J/ 1-,2 positiver Wurzel auf. Nach (28) ist fur | x|< t: 

1 1 t « 


===l+iaa+LL3 

-a:* 2 2.4^ 


■ + 


1.3.5... (2 n • 


j. 2 n ~2 


4* R j 


a 2.4 ■ ■ 2.4.6... (2n-2)' 

ZaU t^wIrd*wenn*ma!i”!i^r"***K”*"*k**'*i’^ ®*''® beliebig klein gewShlte positive 

® = 0 bis a= h kommt-'* ” hinreichend groB annimmt. Diirch Integration von 


arc sin ^ = A j. Jl ^ , 1 • 3 

1^23 ^OT + ••' 


1.3.. .(2» — 3) 

2.4.. . (2n — 2) 2n- 


,s«-i 




Rdcc, 


und iiiprb©! I}6d.6u.t6t sire sm h den zwischf'Ti x nvi/i i i i nr* i i 
dessen Sinus gleich A ist. Wir k6n^?Mr^”chSeJ ^ 

I.2n~l 

• + 3i» 


(29) arcsmA= A + iA + ii^ V ^ 1.3. ..(2m — 3) 

1 2 3 +2.4 5 +-- + 2-T4: ..(2m- 2) 2ir:=l 


wobei cler Rest 


91=/. 


R dx 


u 

to aSraV? I'ltegral^eichen von 0 bis ft. 

.TaucS ^uf fir “irrn’ r.?" erreichen.“daBf wachst (wie wir 
schrsSn Da f, «!«« FoM ^>0 be- 

nach Satis S. 69, nkJ^6&r*als™ ist sein absoluter Betrag 


/ \R\dx , 


und wegen | li | < * kommt daher um so mehr : 


A 

|1H|< j^idx^ 


Mn;igV‘*WeMftf<?tt ^ ^at, denn ist von .r al 

als «. Durch Annahme einos ^ absolut genommen klein< 

trag absolute B, 
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( 30 ) 


• 7 ^ 

arc Sin n - ^ “2 


*3 


1 . 3 , 

+ 2-:4T- + 


wobei \h\<l ist. Man kann auch leicht ihren Rest abschatzen, wie es bel 
<ien Reihen (25) geschah. Bricht man namlich die Reihe (30) nach dem G 
mit ab, so ist cler absolute Betrag des Restes klemerals 

2.4.6...2n ~ 2n+l I — 

Unter den Konstanten, die in der Mathematik auftreten, smd 
besonders zwei Zahlen mchtig, namlich 7t und f; .^le mam e be- 
rechnet, wurde auf S. 325 gezeigt. Fur die Ermittelung der Zahl ^ 
gibt man im Schulunterricht ein zwar geometrisch anschauhches 
!ber muhsames Verfahren. Es durfte 
zeigen, me man schneller zum Ziele 
Berechnung der zyklometnschen Funktionen. 
arcsin|=^r ist, me man beim halben gleichseitigen Dremck 
sofortsieht, kann aus (30) gefunden werden wenn h - ^ 

setzt Man kann aber auch die Funktion arc tg x benutwn. 
bcchlie&n di. Bcispide mit to 

und ihtcr Anwcndung zur Eimitteluns des Wertes non n. 

7 Beispiel: Die hoheren Differentialqiiotientcn von arotga wiwden im 
ILBe^el I 453 «. L, gefunden. Danach gibt die Amvendnng des Satzes 12 . 


¥ . ^ 
T"^ 6" 


W 




(31) arctg?»= — 

die Reihe von der ftir den halben natiirlichen l 40 garithmus von (1 + ^) . ( ) 

STts 

Reihe entsteht: ’ 

1 — i + + 

thre Rlleder nehmen aber sebr langsam ab. Zur schneUcren Berechnung von 

ST S^nn. WinkT d.~ '.""b*" 

Wart hat nnd von dem ein ganzes Vielfaches nahc bei Jn hegt. 1st z. B. « 
S spte wInlLr dLn Ta^ns gleieh i ist, so wd tg 2 « 
te 4 « eleieh (nach Satz 17, S. 412). Dieser Wort liegt nahe hf 
2so 4^ nahe bei i ». Nach Satz 16, S. 411. wird tg (4 « - 1 «) gleich 5 - 3 ,- 
Deshalb ist 

i7i= 4arctgl — arctgjij, 
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Bricht man die erste Reihe nach der siebenten und die zweite naeb der ersten 
Potenz ab, so wird der absolute Betrag des Fehlers kleiner als 0,000 000 26> 
wie man leiclit findet. Deshalb ergibt der Naherungswert 

bei der Abrundung auf acht Dczimalstellen und unter Beriicksiclitigung des 
denkbar groBten Fehlers, daB zwiscben 0,786397 66 und 0,785 39818 liegt 
so daB yi auf fiinf Dczimalstellen abgerundet gleich 3,141 59 ist. 

§ 5. Verschiedene Anwendungen der TAYLORschen Formel. 

In den Beispielen des vierten Paragraphen gelangten wir zu 
einer Anzahl von unendliehen Reihen. Nun wurde schon ge- 
legentlieh (auf S. 314 u, f.) darauf hingewiesen, daU man mit solchen 
Reihen vorsichtig sein muB, veil sie unter Umstanden unendlich 
groBe Oder gar keine bestimmten Werte haben. Man muS deshalb, 
Venn eine nach irgendeinem Gresetze gebildete unendliche Reihe 

<*1 ~ f ' " f * ®8 ■(■ • • • 

vorliegt, untersuchen, ob sie einen bestimmten endlichen Wert hat 
Oder, wie man sagt, konvergiert. Man bricht namlich die Reihe 
Avie auf S. 316 nach irgend einem Glied, etwa dem «**", ab': 

%+® 2 ' 4 “ *3 + •••+«» 

und untersucht, ob dioser Ausdruck einen bestimmten endlichen 
Grenzwert fiir lim n = oo hat. Da man beliebig viele Glieder 
«n +2 • ■ • «n+m addicren kann, heiBt dies: man muB untersuchen, 
ob die Summe 

+ ..• + ^n-hm 1 

in der die Anzahl m der Glieder beliebig groB sein dart, 
nach Null strebt, falls n uber jede Zahl wachst. Ist dies 
nicht der Fall, so ist die Reihe sinnlos, sie diver giert alsdann. 

Auf Grand des Satzes 12, S. 541 u. f., kamen wir nun zu unend- 
liehen Reihen, fur die man den Nachweis der Konvergenz auch 
anders fiihren kann. Wenn nimlich eine Funlction / (a:) und alle 
ihre hoheren Differentialquotienten im Intervalle von x—a bis 
x ~a -\-h bestimmte endUehe Werte haben, kann man die Formel 
des Satzes: 

/ (a -b A) - / (a) + f (a) ^ +/"(«) ^ + .... + («) + R , 

worm 
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ist, fiir jede beliebig groBe ganze positive Zahl n Widen. Die Summe 
der n Glieder 

/ (a) + /' (a) ~ + /" (a) gj + . . . + /^” (a) — 

weiclit von f {a + h) um den Rost R ab, worin 6 eine gevisse, aller- 
dings imbekannte Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet. Wenn man nun 
imstande ist, zu beweisen, dafi R fiir alle Zahlen 0 von 
0 bis 1 nach Null strebt, sobald n immer groBer wird, 
weicht die Summe der n ersten Glieder nm so weniger von f{a +^0 
ab, je grofier n gewahlt wird. Deshalb darf man dann fiir f{a+h) 
die unendliche Reihe 

f(a + h) = f{a) + r {a) ^ + f" («) ^ + • • • 

ansetzen, und eine weitere Konvergenzimtersuchung ist nicht ndtig. 
Diese unendliche Reihe heiBt die Taylors die Reihe. Beispiele 
wurden im vorigen Paragraphen gebracht. Weil die Reihe nach 
den Potenzen von h fortschreitet, heifit sie eine Potenzreihe. 
Wir sagen also: 

Satz 14: Wenn eine Funktion f {x) und alle ihre Diffe- 
rentialqiiotienten tiberall im Intervalle von x—a bis 
a; + Ji bestimmte endliche Werte haben und der Wert 
von 

fiir alle Zahlen 6 von 0 bis 1 mit unbogrenzt wachscndem 
)i nach Null strebt, gilt die unendliche Potenzreihe: 

/ (n + = / (^) + f ((f) j-y + f" + • - . * 

Selbstverstandlich gilt die Reihe unter diescn Umstanden erst 
recht fiir Werte Tc statt h, die man zwischen 0 und h wahlt. 
Wenn wir nun u + mit x bezeichnen, haben wir also den 

Satz 15: Wenn eine P'unktion f (x) und alle ihre Diffe- 
rentialquotienten iiberall im Intervalle von x =: a bis 
•t* =a bestimmte endliche Werte haben und der Wert 
von 

iiberall im Intervalle mit unbegrenzt wachsendem n nach 
Null strebt, gilt iiberall im Intervalle die unendliche 
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Potenzreihe : 

f{x)=f (a) + f («) ^ + r («) + • • • 

Bei wirklichen Berechnungen mu6 man die unendlichen Keihen 
immer abbrechen; dann braucht man den Satz 12, S. 541 u. f., zur 
Absehatzung des Kestes. 

Wir ziehen aus Satz 12 noch einen SchluS: Wenn / (x) und die 
Differentialquotienten /' (x), /" (x) ... (a:) iiberall im Intervalle von 

a; = a bis x = a -{-Ji bestimmte endliche Werte haben, gibt der Satz: 

f («. (a) + r (a) ^ + /" (a) ^ + . . . + 

+ f\a + eh)^~, 

wobei d zwischen 0 und 1 liegt. Die Summe der beiden letzten 
Glieder ist: 

Falls nieht etwa zufallig gerade den Wert Null hat, kann 

man h so nahe bei Null wahlen, daB der zweite Summand in der 
Klammer ohne EinfluB auf das Vorzeichen der in der Klammer 
stehenden Summe ist. Denn wenn (x) im Intervall als groBten 
absoluten Betrag den Wert hat, geniigt es zu diesem Zweck 

rn 

anzunehmen. Ist dagegen zuMlig == 0, aber (a) 4= 0, 

so kann man einen entsprechenden SchluB fiir die beiden letzten 
wirkiich auftretenden Glieder der Entwicklnng machen, usw. Deshalb 
ergibt sich der 

Satz 16: Gilt die TAYLOESche Formel des Satzes 12, 
S. 541 u. 1, SO kann man h so nahe bei Null w^hlen, daU 
sich das Vorzeichen desjenigen letzten vor dem Rest- 
gliede stehenden Gliedes, das nicht gleich Null ist, da- 
durch nicht Indert, dafi man das Restglied zu ihm addiert. 

Mittels dieses Satzes kann man aufs neue zur Aufstellung der 
Kennzeichen eines Maximums oder Minimums gelangen. Wir 
wollen annehmen, daB die TAYLOESche Formel in der Um- 
gebung von x = a fur eine Fnnktion f (x) gelte, d. h. sowohl 
f ur ^ als auch liir wenn h eine beliebig ideine positive 

Zahl bedeutet Ein Maximum oder Minimum kann / (x) fur x == n- 
nur dann haben, wenn fifl +Ji) und f (u — h) zugleich beide 
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kleiner oder zugleich beide grofier als f{a) sind. Nun kann es vor- 
kommen, dafS an der Stelle x — a mehrere der Werte /' (x), 
fix ), . . . gleich Null werden. Um sogleich den allgemeinsten Fall 
zu betrachten, nehmen wir an, es sei 

/'(a) = /"(a)...=/<'^®)(a)=0, aber (a) =1= 0. 

Dann gibt die TxYLOESche Formel 

t {a + h) — f (a) = («) ^ k) 

sowohl filr positives als auch fiir negatives h Nach dem letzten Sate 
hat mm die Differenz f{a + h) — f{a) dasselbe Vorzeichen wie 

Dies Vorzeichen wechselt mit dem von h, wenn n — 1 ungerade ist, 
ist dagegen immer dasselbe, ntolich das von (a), wenn n — 1 
gerade ist. Folglich tritt nur dann ein Maximum oder Minimum ein, 
wenn der erste nicht verschwindende Differentialquotient 
geraden Index n — 1 hat, und zwar ergibt sich ein Maximum oder 
Minimum, jc nachdem sein Wert negativ oder positiv ist. Hiermit ist 
Satz 9, S. 466, von neuem bewiesen. 

Eine andere Anwendung der TAYtOBSchen Formel ist die zur 
Ermittlung des Wertes einer sogenannten unbestimmten 
Form: Handelt es sich darum, den Wert eines Bruches von zwei 
Funktionen u{x) und v{x), also u{x) : v{x), fur einen bestimmten 
Wert X = a zu finden, so kann es vorkommen, dafi sowohl u{a) als 
auch v{a) gleich Null wird. Aber unter 0 : 0 kann man jede be- 
liebige GrbBe verstehen. Denn 0 : 0 bedeutet die Anzahl der Nullen^ 
die in Null enthalten sind, und die ist beliebig groB. Wenn jedoch bei 
Naturerscheinungen oder Versuchen eine Funktion 


vorkommt und x stetig nach a gelangt, wird y fiir x=a den 
Grenzwert 

liml® 


annehmen. Anders ausgedruckt; Setzen wir x 
y tm x'^ a denjenigen Grenzwert 

lim !i(?+A) 

V v« + ft) 


■ a + h, so nimmt 
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an, der fiir lim h —0 hervorgeht. Ihn kdnnen wir vernidg(* der 
TAYLOBSchen Formel ermitteln. Wir setzen voraiw daB und 

v{x) sowie ihre DiSerentialquotienten u'(x) und v'{x) in dt'r Hin- 
gebung von x = a bestimmte endliche Werte habeii. In«lK'K(mdm 
soil auBerdem, wie gesagt, noch u{a) ~0 und «>(«) -() voraus- 
gesetzt werden. Dann ist nach Satz 13, S. 542: 

M(a -(- fe) = u'^a dih)h, v(^(i h) =v'{ti I- h , 
wo Oi und da zwischen 0 und 1 liegen. Demnach kommt: 


lim 

A-0»(“ + ^) A-O 


u'{a + ^jh) 
v'(a + h) 


Da aber a + und a -f d, fUr lim A = 0 in » iibergehen, 
ergibt sich: 

j. _ u'(a) 


vorausgesetzt, daJJ M'(a:) und v'(x) tilr x = a stetig sind. Somit haben 
wir den 


Satz 17; Sind die Funktionen u(a:) und v(x) fiir *■»« 
zwar stetig, aber beide gleich Null, so ist der Greazwert 

lim 

A 

wenn «'(*) und «)'(*) stetig sind, aber nioht zugleioh den 
Wert Null haben. 

Man kann dies aueh geometriseh einschen: Da«(a) —0 und 
v(a) =0 sein soli, haben die Funktionen «(*) und v(x) Bildkurven, 
die durch den Punkt J. der a:-Achse mit der Abszisse a gehen, siehe 
-y i y 378. Far ein beliebiges x ^OQ seien U und 

/yt' ^ Punkte der Kurven, also QU 5S» «(*), 

/jm/ QF =»(«). Gefragt wird, was aus QU: QF wird, 
wenn Q nach, A strebt, daher auch V und V 
Kurven naoh A streben. Weil 

' ^ ® QV _<iU:AQ 

Rg. 878. Qy =» 

ist und QU: AQ und QFrAQ die Steigungen der Geraden von A 
nach U und von A nach V sind, diese Geraden aber beim Greii»* 
ubergange die Tangenten t und f des Punktes A der beiden Bild- 
^en werden, muB der Grenzwert in der Tat gleich dem Verhiltnisse 
der ^eig^en u'(a) und o'(«) der Tangenten t und f von A sein. 

Die Grenzwerte zunachst unbestinunter Formen 0 : 0 flndet man 
also, mdem man den Zahler M (a5) und den Nenner »(»), Jeden ftir 
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sich, differentiiert iind dann in u'(x) : v\x) fur x den in Betracht 
koinmenden Wert a einsetzt. Naturlich darf man dies nicht 
mit der Eegel fiir die Differentiation eines Bruehes ver- 
wechseln; die hat damit ganz und gar nichts zu tun. 


1. Beispiei: 


2a;- 

lim , — = lim 


■ = 0 . 


Es kann vorkommen, da6 u'{a) und v\a) ebenfalls beide gleich 
Null sind. Dann haben wir noch einmal ebenso zu verfahren, d. h. 
den Wert von ii''{x):v"(x) fiir x=a zu ermitteln, usw. 


2. Beispiei: Auf eincm Kreis um M mit dem Badius a sei ein Punkt A 
gewahlt; seine Tangente sei i, siehe Fig. 379. Von A werde ein Bogen A U aid’ 
dem Kreis und eine gerade so lange Strecke 
AV auf der Tangente nach derselben Rieh- 
tung hin abgetragen. Die Gerade VV schnei- 
det die Gerade AM an einer Stelle W. Wo 
liegt TV, wenn der Bogen A V und die gleich- 
lange Strecke AV nach Null streben? Zeich- 
nerisch laBt sich W dann nicht mehr er- 
mitteln, wohl aber rechnerisch: Zuniichst sei 
.4 M U von beliebiger Grdfie x zwischen 0 
und Jti, so dab der Bogen AU und die Strecke AV gleich ax sind. Aus der 
Figur ergibt sich AV : AW - QU:Q\V Oder, wenn MW ^ y gesetzt wird: 

a a; : (a + 2/) ~ a sin a* : (a cos a; -}- y)y 

woraus 

sin a; — x cos x 

y a -r 

X — sin a; 

folgt. Wird a; = 0 gesetzt, so erscheint y in der unbestimmten Form 0 : 0. 
Also ist nach Satz 17 zu rechnen: 



limy — ft lim 

aissO a:=5=0 


a; sin a; 

1 — cos a; 


Aber der letzte Bruch hat fiir a: = 0 wieder die Form 0 : 0. 
wendung des Satzes gibt: 


limy — a lim 

aszs 0 a:ss: 0 


sin a; -f 05 cos x 
sin®^ 


Abermalige An- 


und der letzte Bruch hat fiir a: = 0 wieder die Form 0 : 0. Nochmalige An- 
wendung des Satzes liefert: 


lim y = a lim 

aftrsO ajssO 


2 cos a; — x sin x 
cosi 


2a. 


Demnach strebt dor Punkt TV nach derjenigen Lage, die durch M W => 2 a 
Oder A W == 3 a bestiramt wird. 

Dies Ergebnis fiihrt zu einem bequemen Naherungsverfahren 
far die Rektifikation von Kruisbogen, d. h. fiir die Darstellung von 
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Kieisbogen durch gleichlange Strecken. ^ Zieht man iiamlich von dem soeben 
gefundenen Punkt W aus, fiir den AW — Za ist, eine bcliebige Gerade, die 
mit W A keinen allzu groBen Winkel bildet, und trilt diese Grade den Kreis 
und die Tangento von A in der Nahe von A in V nnd F, so darf man ver- 
muten, daB der Bogen A V nahezu gleich der Strecke A V sei. In der Tat; Wird 
wieder A M U x gesetzt, so ist auch jetzt AV : AW = QU :QW, also 
AT a gleich sin a: : (2 -f cos a:) und daher A T gleich 3 a sin x, dividiert mit 
2 -f cos a?. Anderseits ist der Bogen AV gleich' a a;, mithin der absolute 
Fehler die Differenz 


•t> ATI ox 1 j TT 2 re 4- a; cos a; — 3 sm a; 

Bogen A £7 — Strecke A7 = a 

® 2 + cos X 

Der relative Fehler geht hieraus nach S. 7 durch Division mit der wahren 
Bogenlange a x hervor und ist daher gleich 

2 a; + a: cos a? — 3 sin z 
2 a: + a; cos a: 

Die folgende Tafel gibt diesen relativen Fehler, abgerundet auf vier Dezimal- 
stellen, fiir verschiedene Winkel an. Bei der Bereehnung sind die Winkel 
naturlich im BogenmaB x auszudriicken. In der Tafel haben wir dagegen ihre 
GradmaBe angegeben: 


0,0000 
200 0,0001 
300 0,0004 


400 0,0014 
500 0,0036 
600 0,0076 


700 0,0148 
800 0^0266 
900 0,0461 


Bis zu Winkeln AMU von 60o also ist der Fehler kleiner als .1 o/^j. Da man 


^ t)ber diese Aufgabe und die damit zusammenhangende Aufgabe der 
Quadratur des Kreises, d. h. der Darstellung der Kreisflache durch ein gleich 
groBes Quadrat, herrscht die irrige Meinung, daB die Mathematiker sie nicht 
Ibsen kbnnten. Man kann aber leicht jeden Kreisbogen und jeden Kreisausschnitt 
so genau btsrechnen, wie man nur will. Beispielsweise kann man die Zahl n 
mit jedem Grade der Genauigkeit ermitteln (vgl. das 7. Beispiel, S. 663 u, 1), Wer 
trotzdem davon spricht, daB die Quadratur des Kreises unlbsbar sei, 
sollte wenigstens wissen, was damit gemeint ist, und nicht wie ein Blinder von 
der Farbe reden. Die Mathematiker des Altertums hatten sich bei dieser Aufgabe 
die erschwerendc Beschrankung auferlegt, daB die Aufgabe nur mit Hilfe 
des Zirkels und Lineals gelbst werden sollte. Dies bedeutet rechnerisch^ 
daB man* den Kreisinhalt Oder -umfang genau durch eine beschra,nkte An- 
zahl von Operationen finden soil, bei denen nur Additionen, Subtraktionen, 
Multiplikationen und Divisionen sowie auBerdem noch Quadratwurzeln vor- 
kommen. Das kbnnen die Mathematiker allerdings nicht, aber man darf ihnen 
daraus gar keinen Vorwurf machen, denn — und das ist der springende Punkt 
in der Sache — man kann beweisen, daB diese Aufgabe unlbsbar 
ist (etwa gerade so unlbsbar, wie die sinnlose Aufgabe, J/2 durch einen ab- 
gcschlossenen Dezimalbruch darzustellen). Dies wurde von Lindemann 1882 
bewiesen. Noch eine Bemerkung: Verfahren zur angenhherten Bek- 
tifikation des ganzen Kreisumfanges haben wenig Nutzen, da man 
ja n genau genug berechnen kann. Viel nutzMcher sind Verfahren zur an- 
genaherten Rektifikation eines beliebigen Bogenstuckes eines 
Kreises, und dazu gehort das auf der nachsten Seite. 
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den Winkel auch nach unten ansetzen kann, wie es Fig. 380 zeigt, ist das \er* 
fahren fiir solche Kreisbogen, die ein Drittel des Kreisumfanges nicht iibersteigen. 
mit einem Fehler von weniger als 1% be- 
haftet. Dieses sehr bequeme Verfahren steekt 
in eincr Formel des in Cues an der Mosel 
geborenen Kardinals Nicolaus von Ccsa 
(CusANus, 1401—1464). Man kann daraiis 
ein Verfabreii ableiten, uin einen Bogen eines ^ 

Kreises vom Radius r, auf einen Kreis von 
einem anderen Radius rg angenahert zu iiber- 
tragen, siehe Fig. 381, worin W^A = und 
1^2^ = 3 rg ist. Hierbei^beben sich sogar 
die Fehler gegenseitig zum Teil wieder auf. 




bestimint. Dciiii man kann schreiben. 


1 

u(a;) 

t?(a;) 1 

w(ac) 


und hieraus erkennt man, daB der Bruch fiir x—a die unbestimmte 
Form 0:0 bekommt. Wir wenden daher auf die neue Geetalt des 

Bruches den Satz 17 an, so daB ™ ^ 6^ 

und V vertreten. Dann kommt mit Rucksicht auf Satz 10, S, 6o. 

I™ te^) 


Oder: 


lim 

X=(t 




w' (a) 

v'ixy 


Mithin gilt dieselbe Regel wie in Satz 17. 
auf 1 :m und l:v angewandt haben, miissen wr 


Da wir diesen Satz 
das Ergebnis so aus- 


Scheffers, Lehrbuch d. Mathematik. 


36 
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Satz 18: Streb'en zwei B''unktioiien m (a;) und v (x) fUr 
x=a nach oo und sind l:M(a:) und l:»(a;) und ihfe Diffe- 
rentialquotienten fiir x=a stetig, so ist: 


lim 

x—a 


u(x) 


Urn 

x—a 


v' (ic) ‘ 


3. Bei spiel: Nach diesem Satz ist: 


lim 


tgx 


= lim 


1 : cos* X 


HiU ; — =: lim 

— :(a:— Jn)' 

Der letzte Bruch laBt sich bequemer schreiben. Dann kommt: 


lim 

Xt=:^7l 


tga: 

In (x — Jti) 


= lim 

a;=^7i 


X — Jtt 
COS* a; 


Jetzt erscheint fiir x=z^7i die unbestimmte Form 0:0, so dafi wir den Satz 
anzuwenden haben, der den Grenzwert 1:0 Oder oo liefert. 


17 


Soli insbesondere der Grenzwert einer gebrochenen Funktion 

Un a" + a„_j a:”~' + . . . + Oj » + Oj, 

fur lim at = -i oo ermittelt werden, So ziehe man im Zahler a:" und 
im Nenner rt"* heraus. Dann erscheinen aUe Glieder aufier den An- 
fangsgliedern im Zahler und Nenner mit Potenzen von 1 : x beh^tet, 
die fiir lim x — co nach Null streben. Daher kommt 


lim 


u(x) 


= lim ^ 


a« a;” 


*=««'(*) 

Dieser "W ert wird fiir n > m unendlich groB, fiir n 
und fiir n<m gleich Null, d. h. : 


= m gleich : b 


Satz 19: Bei der Bestimmung des Grenzwertes einer ge- 
brochenen Funktion von x fiir lima; = + 00 und lima: =— 00 
kommen nur die Glieder mit den hbchsten Potenzen von x 
im Zahler und Nenner in Betracht. 

Dureh diesen Satz wird das anf S. 137 Gesagte vervollstSndigt. 

Auch O.oo, 00 00 , 0®, 00 ® und 1“ sind unbestimmte 
Formen. Denn wenn zunachst im Produkt u{x).v{x) fiir x=a 
der erste Faktor gleich Null und der zweite unendlich groB wird, treten 
in den folgenden Schreibweisen des Produktes: 




V{X) 


1 

fiir X = a die unbestimmteii Formen 0 : 0 und oo : oo zutage, so daB 
man Satz 17 oder Satz 18 anwenden kann. 
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4. Beispiel: 

lim(a:lnx) = lim = lim — = lim (— *)= 0. 

1=0 x=ol:» *=0 — 1:®’ *=o 

Wenn in der Differenz u{x) — v(x) Minuend und Subtrahend 
fiir X = a unendlich groB werden, liefert die Schreibweise 


_i l_ 

U (x) V (x) 

wieder die unbestimmte Form 0 : 0. 


lim 

ajttcr 1 


5. Beispiel; 

(1 L_V 

\lnx X — 1/ 


- 1 — Inx 


: lim i"Ti — — ***“ 


= lim 


1 — i 

X 

, X — 1 
InxH 

X 


= lim 


1 xlnx + X — 1* 


Da hier wieder 0:0 fiir x = 1 kommt. wenden wir Satz 17 abermals an. 
Dann ergibt sich der Wert 


Was schlieBlich Exponentialfunktionen 


angeht, so folgt aus 

lay =v (a:)lnM (x) 


sofort: Werden u {x) und v (x) fur x =a gleich Null, so hat In y fiir 
X die schon behandelte unbestimmte Form 0. oo. Wird u{x) 
fur x-=a gleich oo und {x) gleich Null, so hat Iny Im x^a ebem 
falls die unbestimmte Form 0 . oo. Wird u(x) x = a gleich 1 und 
V (x) gleich 00 , so hat In y fur a; = a die unbestimmte Form oo . 0. 


6. Beispiel: Der Grenzwert von z/ = x® fiir x = 0 soil gefunden werden. 
Da Ini/^ xlax ist, gibt das 4. Beispiel liniln?/= 0, also limt/^ 1. Dasselbe 
ging im zweiten Beispiel, S. 327 u. f., hervor. 

7. Beispiel: Der Grenzwert von y= (sin x)*8» fiir x= soli gefiinden 
werden. Es kommt: 

In sin X 

lim In 2 / = lim (tg x In sin x) == lim » 

assss^n x>=^n x—^n 

Derletete Bruch hat fiir *= die Form 0:0; folglich gibt Satz 17: 


limlnt/ == lim ■ 

'csssj^m 


ctgx 
1 ; sin * X 


= lim ( — sin x cos x) = 0. 

X^^Tt 


Mithin hat y selbst den Grenzwert 1. 
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8 . Beispiel: 
bereclmet werden: 


Der Grenzwert von y 


= Oder X iiix x ■■ 


1 soil 


limlnj/= lim = Um li£ = i. 


*«=! 


daher lim ^ 



(iremwerte we die soeben betrachteten kommen vor, wenn 
?ian antersuchen -^11, wie die Bildkurve einer Funktion f (x) 

ins Unendliche lauft. In Fig. 382 
sei P ein Punkt (a:; y) der Bildkurve c 
einer Funktion f (x) und t seine Tan- 
gente. 1 st i)8 irgendein Punkt auf der 
Tangente t und sind j und 9 seine Ko- 
ordinaten, so ist (^ — 1/) : (j *- a;) die 
Steigung von t, daher: 

leaKottota |“"/d “ ““ lauten- 

^xf{x)~,j. 

Sie lautet nach Division mit der rechten Seite so: 

f{x) I . 

«/'(“)— 2 /^ "*'y-a:/'(a;) 9 ~ 

Tafvfuf//’ J also, da y gleich i{x) ist, dafi die 

tion^/M anf Pnnktes {x\ y) der Bildkurve einer Funk- 
tion /(a;) auf den Achsen die Strecken abschneidet: 

( 1 ) ov = ^-r^^ 

nu^e'^D und^r*^ OF positiv oder negativ. je nachdem die Schnitt- 
punkte U und F auf den positiven oder negativen Achsen liegen. 

iNun werde angenommen, die Funktion fix) sei auch fiir beliebie 
grofi werdende a: vorhanden; dann wird sich ihre Bildkurve ins Un- 
radhche erstrecken. Die Frage nach dem Verhalten der Tangente t des 

»«Mi) taS 

X=s 00 

beantworfet, da dies die Abschnitte sind, die von der Taneente 
des iinendhch femen Punktes auf den Achsen bestimmt wtLn Dabel 
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konnen sick fur lim a: = + oo sehr wohl andere Grenzvrerte als ffir 
lima: = —00 ergeben. Geht eine bestimmte Grenzlage der Tangente 
fiir lim a; = + 00 oder ftir lima:=— oo hervor, so heifit sie eine 
Asymptote, vgl. S. 193. 

Die Bestimmung der Asymptote durch ihre Abschnitte auf den 
Achsen ^wird unbrauehbar, wenn sowohl OU als auch OV nach. Null 
strebt. Dann geht die Asymptote durch den Anfangspunkt mit der 
Steigung lim f {x) fiir lim a: = co. 

Cbrigens konnen auch gar keine bestimmten Grenzwrte hervor- 
gehen. Dann wird die Asymptote unbestimmt. Ferner kdnnen lim OZJ 
und lim 07 beide unendlich groB werden. Dann liegt die Asymptote 
unendlich fern. Dies tritt z. B. bei der Parabel y =ax^ + Jx +c 
(vgl. S. 95) ein. Wenn ira Endlichen verlaufende Asymptoten hervor- 
gehen, geben sie einen guten Anhalt zum richtigen Zeichnen der Kurve, 
da die Kurvenhste danach streben, sich den Asymptoten mehr und 
mehr anzuschmiegen. In vielen friiheren Fallen haben yiix schon das 
Vorhandensein von Asymptoten erkannt. Wir fiigen deshalb nur noch 
zwei Beispiele hinzu: 

9. Beispiel; 1st /(*) = a;-l : (x« + 1), so gibt (2) mit Racksicht 
Sate 19 sofort lim 0 7 = 0, limOF = 0 fOr lima: = ± oo. Danach geht die 
Asymptote durch den Anfangspunkt. Da nach demselben Sate 


a:‘ + 2a:» + 2a: + l _ 1 

hm /'(X) = lun v + 2 x»TT“ " ^ 


ist, hat die in Fig. 90, S. 137, 
Asymptote. 


Bildkurve die Gerade t/ = a; als 


10. Beispiel: Wird /(x) = 2 + 7x^—1 angenommen, so kommt: 


limOU = lim 




=^lim =lim 


je nachdem die Wuizel positiv oder negativ ist. Femer: 

U,aOF = to(2-p^)=2. N 

Die Bildkurve, siehe Fig. 383, hat daher zvei Asym- 
ptoten, die auf der x-Achse die Strecken + 2, da- 
gegen auf der y-Achse dieselbe Strecke 2 ab- 
ll«^lnBi<^«n. Wfthlt man die Parallele zur x-Achse . 
mit der Ordinate 2 als neue x- Achse, so vird die 
Kurve das Bild der Funktion 7x* — 1, voraus er- 
hellt, daB sie eine Hyperbel ist, vgl. (2), S. 191. 



Fig. 883. 


Hinsichtlich der Anwendung der TATLOBschen Formel machen wir 
schlieBlich noch folgende Bemerkungen: 
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Bei strengen Untersuchungen wird man immer die Schranke des 
Fehlers, d. h. das mdgliche Maximum des absoluten Betrages des E'ehlers 
(des Restgliedes) abschatzen. Aber bei manchen Anwendungen weifi 
man niclits dariiber, ob die zu berechnende Fnnktion / (x) imd ihre 
Differentialquotienten f {x\ f (x), . . . im Intervalle von x = a bis 
X = a -\-h wirklieli uberall bestimmte endliche Werte haben. Man 
macht dann aus der Not eine Tugend und benutzt die TAZLonsche Formel 
als eine Naherungsformel, von der man hofft, daB sie gut genug sei. Man 
laBt also einfach das Eestglied beiseite. So entstelien Naherungs- 
formeln fiir f (a + von denen man annimmt, daB sie fiir nicht zu 
groBe Werte von [ Ji | genugend genau seien. Bedeutet e eine GroBe, 
die so wenig von Null abweicht, daB vernachlassigt werden darf, so 
wendet der Physiker und Techniker dementsprechend fiir f (a + s) 
die einfachste TAZLORsche Formel 

an, was naeh S, 643 bedeutet, daB man die Bildkurve von f(x) in der 
Nahe von x = a durch eine Gerade (die Tangente der Stelle) ersetzt. 
In den Beispielen des vorigen Paragraphen haben wir eine Reihe von 
derartigen Naherungsformeln angegeben. Fiir den Gebrauch sind sie 
im Anhang in der Tafel VI zusammengestellt. Dabei haben wir noch 
einige leicht zu berechnende hinzugefiigt, z. B. : 

(3) tg(oe+e)=tga + ^, 

da tg a nach a differentiiert 1 : cos^ a gibt. Hier bedeutet e das 

Bogenmafi eines kleineir Winkels. 

11. Beispiel: Durch die Tangentenbussole ermittelt man die Strom- 
starke «7 mit Hilfe der Formel J=ctgy, wo c eine Konstante ist und y* die 
beobachtete Ablenkung der Magnetnadel bedeutet. Weil die Ablesung von 
(f stets mit einem Fehler 6 hehaftet ist, ergibt sich statt J ein Wert ctg(g5 -f s) 
der nach (3) angenahert gleich c tg 9 ? + c e : cos* (f oder J c s • cos® (p 
ist. Somit ist der Fehler cercos**/), d. h. nach S. 7 der relative Fehler 
c : sin 95 cos 95 . Er hat nach Satz 17, k 412, den Wert 2e:sin2 9 >. Wir wollen 
annehmen, dafi <p ein spitzer Winkel sei. Soil der Fehler nicht mehr als 1% 
betragen, so muJB e <; 0,006 sin 2 y sein. Da sin 2 9 ? nie griiher als Eins ist, 
wird dies erreicht, wenn der Beobachtungsfehler 0,006, d. h. kleiner als 
l7 Minuten ist. Man ermittele, fiir welchen Winkel der relative Fehler 
2 e , : sin 2 tp am kleinsten wird. 

12, Beispiel: Pendelt ein Kdrper mit kleinen Ausschlagwinkeln ^ hin 
und her, so wird die Zeitdauer t einer Schwingung eine Funktion /(e) sein. 
Die einfachste TAYLORSche Formel gibt angenahert: 

<=f( 0 )-l-r( 0 )e, 

d. h. wenn e nach Null strebt, noch einfacher lim t = f (0). Dies aber ist eine 
Konstante. Tatsichlich ffillt sie hei den Pendelschwingungen von Null ver* 
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scMeden aus. Das Ergebnis bedeutet: Sehr kleine Pendelschwingungen 
sind isochron, d. h. b^standig von derselben Dauer. Der von Galilei \vgl 
S. 365) zuerst beobachtete Isochronismus der Pendelschwingungen bei kleinen 
Ausschlagen erscheint also als blofie Folge des TAYLonschen Satzes. Dies gilt 
iiberhaiipt fiir kleine Vibrationen von Kdrpem, z. B. fiir elastische Schwingungen: 
Sobald die Zeitdauer einer Schwingung, deren Ausschlagwinkel sehr klein wird, 
dabei nicht auch nach Null strebt (d. h. wenn / (0) =(= 0 ist), wird sie nach 
einem konstanten Wert / (0) streben. 

13. Bei spiel: Mifit man eine geradlinige Strecke AB mittels eines 
ziisainmenlegbaren Gliedermafistabes, so werden die Glieder des Stabes 
nicht genau die Gerade AB, sondern eine gebrochene Linie ausmachen, deren 
Glieder mit der Geraden AB sehr kleine Winkel Sg, . . . bilden. Nach Satz 11 
S. 408, ist AB gleich der Summe der Projektionen aller Glieder auf die 
Gerade A B. Haben die Glieder die Lange I, so wird also A B gleich 
I (cos Si H- cos fig + • • •)• cos e nach (11), S. 646, angenuhert durch 

Eins zu ersetzen ist, folgt: Praktisch ist es ohne Belang, wenn ein 
zusammenlegbarer Mafistab beim Gebrauche nicht ganz genan in 
eine Gerade aiisgestreckt wird. 

Wenn auch noch zu beriicksiehtigen ist, aber e® nicht mehr, 
ersetzt man f(a-{-e) durch den TAYLORSchen Naherungswert: 

/ (^) “h f (<^) + /" (^) • 

DaB er in fi quadratisch ist, bedeutet nach S. 543, daB die Bildkurve 
von f{x) in der Umgebung der Stelle x=^a durch eine Parabel ersetzt 
wird. Dies ist der mathematische Grund dafiir, daB man 
so haufig in den Anwendungen statt einer Kurve ange- 
nahert eine Parabel benutzt. Man kann nach Satz 12, S. 541, 
sagen, wenn man darin a -\~h=x setzt: 

Satz 20: Eine Kurve y=f{x) darf in der Umgebung 
einer Stelle x=a durch die Parabel 

2/ =/(«) +/'(«) ix — a}+ir(a){x — af 

ersetzt werden, falls der absolute Betrag von 

!./"'(«)(* -«r 

fill’ alle Werte ii von a bis x gegeniiber den Ordinaten 
hinreichend klein bleibt. 

Man kann die TAYnonsche Formel auch zur angenaherten Be- 
rechnnng von bestimmten integralen benutzen. Wird nSm- 
lieli der Satz 1’2, S. 541, auf die Funktion 

X 

(4) F{o:)^f i[x)dx 
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aiigewandt, die fiir x = a verschwindet und deren erster Differential- 
quotient gleich f (x) ist, so ergibt sich, wenn man noeh n durch w -f 1 
iind a -{-h durch x, also h durch x — a ersetzt: 

(5) F{x)=t («.) -!- /' («) -f. . . . + /<»- (a) + gt. 

wobei man den Rest IR nach jenem Satz ausdriicken konnte. Wir 
Ziehen es vor, ihn anders zu gewinnen; Die letzte Gleichung gibt 
differentiiert, da F'(x) nach (4) gleich f{x) ist: 

(6) f(x) = f (a) + + /'-»(«) -f- g . 

Nach Satz 12 ist aber auch 

(7) f(x)=f {a) +f{a)^ + ...+ + R, 

wobei der Eest R die Form hat: 

indem it eine gevrissc allerdings unbekannte GroBe zwischcn «• und x 
bedeutet. Die Vergleichung von (6) und (7) ergibt: 


Wie gesagt,- ist F (x) gleich Null fiir x = a. Setzt man x = a, so werdon 
also alle Glieder der Gleichung (5) aufier dcm letzten gleich Null. Mit- 
hin muB auch SR fiir x versehwinden. Deshalb gibt die Integration 
von (8): 

X 

(9) ^=J'Rdx. 

a 

Aus (4) und (5) folgt nun, wenn man die obcre Integralgrenzc 
gleich a + h wShlt: 

(10) y)(a:)dz==/(a)^ + /'(a)|! + ...+/("-«(a)?_^ + SR, 

a 

und dabei ist nach (9): 

(11) fRdX. 

a 

Man bemerkt, daB samtliehe Glieder auf der rechten Seite von (10) 
aus denen auf der rechten Seite vqn (7) dadurch hervorgehen, daB 
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man jedes Glied von (7) von der unteren Grenze x —ahis zur obercu 
Grenze x = a+ h integriert. Denn nach (11) gilt dies zunachst vom 
Restglied. Ferner lautet das tiber das {k + 1)*® Glied der Ent- 
\vicklung (7) von x — a bis x—a+h erstreckte Integral so: 

a+A 

( 12 ) 


Hierin bedeutet eine Konstante. Der Integrand ist daher der 

Differentialquotient von 


f\a) 


(a;— 

(k + l)l ’ 


und da diese Funktion ftir x = a verschwindet, stellt sie das Integral 
(12) dar, sobald man x durch die obere Integralgrenze a + It ersetzt. 
Demnach ist: 



(x a)^‘ 


k\ 


dx=f'‘\a) 


(k + l)l • 


Dies zeigt, dafi in der Tat das allgemeine Glied von (7), integriert von 
« bis a -4 -ft, das allgemeine Glied von (10) liefert. Man sieht also: Die 
Entwicklung (10) wird Glied fiir Glied durch Integration 
der Entwicklung (7) gowonnen. 

Nun wollen wir annehmen, daB der Rest R in (7) fur limw = a 
nach Null strebo. Nach (11) gilt dann dasselbe vom Rest 91 von (10), 
d. h. dann geht nicht nur aus (7), sondern auch aus (10) eine konvergente 
unendliche Reiho hervor. Somit gilt der 

SatzSl: Wenn eine Funktion f (x) und alle ihre Diffe- 
rentialquotienten im Intervalle von x —ci bis a; =« +h be- 
stimmte endliche Werte haben und fiir jedes x im Inter- 
valle die unendliche Reihe 


/(*)=/ (^) + /' (ot) + /" («) + • • • 


gilt, geht hieraus dor Wort des Integrals 




J' f(x)dx 


dadurch hervor, daB man die unendliche Reihe Glied fiir 
Glied von a bis a+h integriert. 
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14. Beispiel: Nach Satz 6, S. 318, ist fur jedes x: 


also, went! man x durch — ersetzt: 

^ 

, ^ =^i-i, + 2r-3i + -.. 

Demnach geht durch Integration von 0 bis x hervor: 

Of XXX X 

^ -’‘‘ix = fix — d* + ! ^^dx— 1'^^ dx + 
0 0 0 0 ’ 0 
Oder, da die Integrale rechterhand leicht ausznreclmen sind: 


/■ 


e dx 


1 


3 +2 


1 a:® 
5 


1 a’ 
3! 7 




und zwar gilt dies fiir jedes a:. Dies Integral spielt eine wichtige Hollo 
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wird die Reihc nach de,m Glied mit 
der (2 Potenz von x abgebrochen, so ist der vernachlassigte Rest fiir 

positives x kleiner als: 


1 


,v2m-f.3 


+ 


ml 2m + 1 ( »n + 1 ) I 2 m + 3 




da hier uberall das Pliiszeichen gesetzt worden ist. Wenn man m + 2,. 
ju + 3 . . , in den Rcnnern durch die kleinere Zahl m -f 1 sowio 2 m -f 3, 
2 m + 5 . . . diircli die kleinere Zahl 2 m 4- 1 ersetzt, folgt, daB der Rest erst 
rccht kleiner als 

V 2 

+ ...1 


^ ' [ 1 + 

m ! 2 m 4 11 w + 1 \ m 4 i / 


ist. Wird m so groB gewahlt, daB < m 4 I ist? so kann man auf den 
Klammerinhalt den Satz 2, S. 274, anwenden, v^enn man darin x durch 
— x ^ : (m 4 1) ersetzt Danach ist der absolute Betrag des Eestes kleiner als 

-j „2wH-l 1 


m f 2 m 4 1 


m 4 1 


Will man das Integral fiir positive Werte von x kleiner als | berecbnen und 
niniint n^an m == 3 an, so wird der positive Rest kleiner als 0,0002, so daB 
das Integral durch x — J 4 ersetzt werden kann, wenn ein positiver 
Fehler kleiner als 0,0002 gestattet ist. Man hraueht in der Wahrsebein- 
lichkeitsrechnung insbesondere denjenigen Wert von x, fiir den das Integral 
gleich I Yn Oder rund 0,44S wird. Dieson Wert kann man angenilhert nach 
der Regula falsi (S. 118) berechnen, wobei man die Fehlerfimktion 

y = X — ^ + is — 11,443 

benutzt, Zunachst ergibt sich das AVertepaar: 
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woraus iiaeh (10), S. 117, der bessere Naherungswert x = 0,4775 hervorgeht. 
Der genaue Wert ist, auf drei Dezimalstellen abgennidet, in der Tat gleich 
0,477. — 111 Fig, 352, S. 430, ist die Bildkurv^e der Fimktion dargestellt. 
Das soeben betrachiete Integral ist iiach Satz 5, S. 229, die FI ache zwischen 
dieser Kurve, der a:-Achse, der Ordinatenachse und der zii einem beliebigen x 
gehorigen Ordinate. Die Flachc mufi sich also bis x = 0,477 erstrecken, wenn 
sie gleich { j/n seiii soli. Dies wird spater benutzt werden. 



Elftes Kapitel. 

Auswertung von Integralen. 


§ 1. Allgemeine Intagrationsverfahren. 

AIs Grundaufgabe der Integralrechnung ist nach S. 227 u. 1 die 
Aufgabe zu bezeichnen, diejenige Funktion y von ^ zu finden, die 
fur einen gegebenen Anf^ngswert a von x den Wert Null hat und 
deren Difterentialquotient eine gegebene Funktion / (aj) ist. Die ge- 
suchte Funktion wird durch das Integral ausgedrttekt: 

y=-f f(x)dz. 

a 

Um sic zu ermitteln, muB man zunSchst irgend eine 
Funktion F(a:) ausfindig machen, deren Differentialquotient 
gleioh f{x) ist. Dann hat das Integral nach Satz 2, S. 213, die 
Form F(x) + konst. Die Konstante muB, da das Integral fUr x = a 
gleich Null sein soil, der Bedingung F (a) + konst. = 0 genUgen. 
Demnach ist pie gleich — F(a), so daB sich ergibt: 

X 

J' f {x)dx = F (x) — F(a) , 

a 

wofiir wir die kiirzere Schreibweise einfiihren: 

X 

(1) f f{x)dx = [F{x)l. 

a 

Wir wollen namlich festsetzen, daB unter einer Funktion F{x) in 
efckigen Klammern mit rechts unten und oben angesetzten Werten a 
und b aUemal die Difierenz 

[F(a:)]»=F(6)-F(«) 


verstanden werden soli. 
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Da alle Funktionen, die f(x) als Differential qxiotienten habeii, 
in der Form F(x) + konst, darstellbar sind, und da die Konstante 
erst nach der Ermittelimg von F(x) naher bestimmt wird, sagt man, 
dafi das sogenannte uiibestimmte Integral^ f(x) dx — ohne 
alle Grenzenbezeichnnngen — uberhaupt alle diejenigen 
Funktionen vorstellen soil, die /(ar) als Differential- 
quo tien ten liaben. Bei der Berechnung cines unbestimmten 
Integrals mu6 man daher eigentlich zuni Ergebnis eine beliebige 
Konstante als Summanden hinzufugen. Diese additive Konstante 
i miner virklich liinzusclireiben, ist lastig. Sie wird deshalb haufig fort- 
gelassen imd ist hinzuzudenken. 

Die Formel (1) kann man nun auch so schreibeii: 


X X 

(2) J f{x)dx = f ix)dxy 

a 

Die Aufgabe, ein unbestimmtes Integral y f (x) dx za bereohnen, 
ist die Umkehrung der Grundaufgabe der Differential- 
reclinung, ntolich des Differentiierens selbst. Man liberlege sich 
nSmlich, was die beiden Ausdriicke 

ax J dx 

bedeuten. Der erste Ausdruck ist der Differentialquotient eines 
imbestimmten Integrals; dies Integral selbst ist aber irgend eine 
Fnnktion, die / (ir) als Differentialquotienten hat; also ist der erste Aus- 
druck / (x) selbst. Der zweite Ausdruck ist ein unbestimmtes Integral, 
dessen Integrand ein Differentialquotient ist. Dies unbestimmte Inte- 
gral bedeutet irgendeine Fnnktion, derqn Differentialquotient gleich 
dem Differentialquotienten von f {x) ist, und hat daher nach Satz 2, 
S. 213, irgendeinen der Werte i{x) + konst. Demnach ist: 

( 3 ) 

Das Integriereii und das Differentiieren sind alsp Ope- 
rationen, die sich gegenseitig aufheben, sobald sie naoh- 
einander ausgeiibt werden, wobei jedoch hinzuzufiigen ist, da6 
beijn Integrieren noch eine additive Konstante hinzutritt. ‘Die erste 
Formel (3) sagt aufierdem aus: Urn die Probe zu machen, ob der 
berechnete Wert eines unbestimmten Integrals vrirklich 
richtig ist, differentiiere man das Ergebnis. Geht dadurch 
wieder f{x) hervor, so stimmt die Berechnung. 
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1. Beispiel: Man beweise auf diese Art, daB 


ri- 

J a* — 1 


dx = In --—4 4- konst, 
a; -j- 1 


Die zweite Formel (3) iehrt, da6 sich aus jeder Differed- 
tiationsformel sofort eine Integralformel ableiten laBt. 

2. Beispiel: Wird in der zweiteii Formel (3) fur f (x) die Funktion 
; (ti 4 - 1) gesetzt, wo n konstant sei, so kommt: 

/ x^dx- H- konst. 

J n + 1 

Hier muB n von —1 verschieden angenommen werden. Wird /(a:) = lna: ge- 
setzt, so ergibt sich die fiir w = — 1 geltende Formel: 


Inaj 


4 konst. Oder 


In (— x) 4- konst. , 


je nachdem die Veranderliche x ein positives Oder negatives Intervall durchlauft. 
Die erste Formel zeigt, daB das Integrieren einer Potenz, deren Exponent nicht 
gleich —1 ist, darin besteht,' daB man den Exponenten um Eins vergroBert 
und die Potenz noch mit diesem vergrdBerten Exponenten dividiert. Dies ist 
die Umkehrung der Rogel fur die Differentiation einer Potenz, der 5. Regel 
auf S. 85. Fiir n = — 2, i, —J kommt insbesonderc: 

/f — T’ 

wo aberall eine beliebige Konstante addiert werden kann. 

3. Beispiel : Wird in der zweiten Formel (3) fiir / (a:) eine der Funk- 
tionen sinz, -cosa:, tga:, —ctgar, arc sin a; Oder arctgjr gesetzt, so gibt 
sie die Integrale: 

^ e^dx~ e® , 

J^cosxdx- mnx^ ^slnxdx^ — cos a:, 

/ ' dx f* dx , 

=arosina;, = »« tg x , 

Avo iiberall eine beliebige Konstante addiert werden darf. 

Fiir die Differentiation sind auf S. 84, 85 mehrere Begeln auf- 
gestellt worden. Sie liefern durch Umkehrung Regeln fiir das 
Integrieren. 

Wir betrachten zunkchst das Integral einer S u ni ni e : 


/i« {x) + v(a:)] dx. 
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also eine Funktion mit dem Difierentialquotienten u + v. Da 


{x)dx, ^v{x)d(> 


Funktioiien mit den Differentialqnotienten ■M(ic) und v (x) sind, hat ihre 
Summe nach der Sumnienregel den Differentialquotienten u (x) + v (x), 
.also denselben wie das erste Integral. Daher ist: 


(4) 


[n + V (rr)] dx^ j' u\x) d'x + v(x)dx + konst. 


Satz 1; Das Integral einer Summe ist gleich der 
Summe der Integrale der Summanden. 

Nach (2) gilt dieser Satz aucli fiir bestimmte Integrale: 

X XX 

!' [!<(.r) +v(a:)]da: = ^ u{x)dx + J v{x)dx, 

n a a 

w'enn man nur, was ja selbstverstandlich ist, iiberall dieselben 
Orenzen setzt. Offonbar gilt auch der entsprecheride Satz fiir die 
Integrale von Differenzen. Er wurde schon gelegentlich fiir 
bestimmte Integrale als Satz 8 aiif S, 237 bemerkt. 


4. Beispiel: 

[1 'h a; + + a:3) d!a; = ^ 4 - ^ ~ 4 - konst. 


6 . Beispiel: Zuweilen kann man den Tntegranden, obwohl er nicht von 
vornherein als Summe gegeben ist, in eine Summe von Funktionen zerlegen, 
■die sich einzehi integrieren lassen. So ist, wenn a und b konstant sind: 


Daraus folgt: 


h 1 

(a; — a) (x — h) ^ x — a 


A 


(x — a) (x ~~ h) 


J a J 


dx 

jzrs* 


Nun ist 1 : (a; — a) der Differentialquotient von In (sc — a) und l;(a5 — J) der 
von In (a; — &), also: 


A 


(x — a) (a; — b) 


dx aa In (a; — a) —In (a; — &) konst. 


. In 4, konst, 
X — 0 


Wir betrachten jetzt ein Integral fkf{x)dx, vorin k ein kon- 
atanter Faktor sei. Es ist eine Funktion mit dem Differential- 
quotienten kf(x). Andererseits ist /f{x)dx eine Funktion mit dem 
Differentialquotienten / (a:). Nach der Faktorregel ist also kjf{x)dx 
eine Funktion mit dem vorgeschriebenen Differentialquotienten k f{x). 
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Sojnit folgt: 

(5) Ax—lt^ fix)dx + konst. 

Satz 2: Ein konstanter Faktor des Integranden darf vor 
das Integralzeiehen gesetzt werden. Umgekehrt: Ein 
vor dem Integralzeiehen stehender konstanter Faktor darf 
zum Faktor des Integranden gemacht werden. 

Offenbar gilt dies aueh fiir bestimmte Integrale. Das leuchtet 
ubrigens aueh deshalb ein, weil das Integral nach Satz 4, S. 228, eine 
Summe bedeutet. Denn bei einer Summe kann ein konstanter Faktor 
aller Glieder herausgezogen werden. 

6. Beispiel: Nach Satz 1 ist: 
y"(ao + Oj a + flj *»+... + «„*“) dx = 

= ^ dx + A 

also nach Satz 2: 

^y^ao + ajo; + rj- . . , -f tia; = 

= + xdx + az J x^dx^- . . . + ^ x^dx. 

Nach dem 2. Beispiel ist somit das Integral einer ganzen Funktion 
^ten Giades: 




a; X* 

= konst. + «o Y + "3 + • • • + -“YT 

eine ganze Fnnktion (n + 1)*®^ Grades. 

7. Beispiel; Nach Satz 2 laBt sich die Schlufiformel im 5.| Beispiel 
anders schreiben, indem man den konstanten Faktor a h a»us dem Integral 
herauszieht und dann mit a — I dividiert: 

f ^ = _i_ In + konst. 

J (X — o) ( X Z>) a — h X — 0 

Die Produktregel Mt nach dem 9. Beispiel, S. 452, am 
kiirzesten so ausdrlicken: 


(u v)' =u' V + u v\ 


Hieraus folgt: 


J^{uvy dx ^ J {u' V +uv')dx , 
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Nach Satz 1 ist daher: 


woraus folgt: 


J" {u vY dx^ ^ u'vdx + y" uv' dx, 
J' u' vdx = j {xi ’vy dx — ^ uv' dx , 


Nun ist / {u vy d x eine Funktion mit dem Differentialquotienten (u v)\ 
d. h. mit dem von uv, demnach der Wert dieses Integrals gleich 
uv + konst, so dafi wir erhalten: 

^ tY V dx = %iv + konst. - - uv' dx. 


Da das letzte Integral rechts auch noch eine beliebige additive 
Konstante hat, kdnnen wir das zweite Glied rechts fortlassen. Also 
kommt; 



Diese Formel liefert den 


Satz 3: Ist der Integrand ein Produkt aus dem Diffe- 
rentialquotienten oiner bekannten Funktion u{x) und aus 
einer anderen Funktion v{x\ so ist das Integral gleich 
dem Produkt beider Funktionen w(a;) undt; (ic), vermindert 
um dasjenige Integral, dessen Integrand gleich dem Pro- 
dukt der Funktion w (x) mit dem Differentialquotienten der 
Funktion v {x) ist. 

tTbersichtlicher als dieser schwerfalligo Satz ist die Formel (6). 
Sie dient dazu, ein schwioriges Integral auf ein anderes Integral zuriick- 
zufUhren, das unter Umstanden leichter auszuwerten ist. Dies wird am 
besten an Beispielen klar. 

8. Beispicl: Um /hixdx zu berochnen, stellen wir uns den Integranden 
inx ala ein Produkt u'v vor. Wir kOnnen den Integranden ala das Produkt 
1 . In a; schreiben, so dafi os nahe licgt, u ' « 1 und t; == In as zu wiihlen,, d, h. 
unter u eine Funktion zu verstehen, deren Differentialquotient gleich Eins ist. 
Eine derartigo Funktion ist x. Wir setzen demnach w =* a:, v = In x, also 
u'ssl;®, so dafi die Formel (6) gibt: 

y * 1 .hix.dx^ a.lno? — ^ ^ dx^ aslna: — £b 4- konst. 


9. Beispiel: Um J'xsinxdx zu berechnen, stellt man sich den Inte- 
granden xnlnx als ein Produkt u^v vor. Am nhclisten liegt es, entweder 
u' ssr X, t) « sin a; Oder u' « sin a:, t; = a; zu whWen. Versuchcn wir es zuerst 
mit der Annahme u' * a:, t; « sin x. Dann irmS u cine Funktion sein, die 
a c h « 1 £ e r $ . Lehrbuch d. MktliemAtik. 37 
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differentiiert x gibt, z. B. J xK Wenn wir also u= v = sin x und daher 
r' = cos X setzen, gibt (6) : 


jf xsinxdx = ^x^sinx-— x'^ cos xdx. 


Das letzte Integral sieht aber schwieriger als das urspriinglich vorgelegte aus. 
Deshalb versuclien wir es jetzt init der Annahme w',= sin a:, v ar, so daft u 
eine Funktion bedeutet, deren Differentialquotient gleich sin re ist. Fine derartige 
Funktion ist — cos x. Mithin setzen wir. u = — cos x, v = x, d. h. 4 ;' = 1 in ((>) 
ein und erhalten: 



Alls diesen beiden Beispielen wird man das Wesen der in der 
Formel (6 ) oder dem Satz3 ansgedriickten Integrationsregel erkennen: 
Das Integral, das berechnet werden soli, sucht man zunachst so 
zuschreiben, daB der Integrand f(x) die Form eines Produktes 
annimmt, dessen erster Faktor der Differentialquo- 
tient einer leicht zu ermittelnden Funktion ist. Dies geht 
zwar auf unendlich viele Arten, denn es ist z. B. 

f{x)=Q0SX-^, fix)^~-Xf{x)\X3'A\, 

wo der erste Faktor cos x, e®, 1 : x jedesmal der Differentialquotient 
einer bekannten Funktion, ntolich von sin x, In x ist. Aber der 
zweite Faktor v wird dann ini allgenieinen zu umstEndlich, daher 
aueh sein Differentialquotient v\ Nun lehrt aber (6), daB das vor- 
gelegte Integral auf das Integral /uv' dx zuruckgef iihrt wird, woxin 
auftritt. Man wird also die Zerlegung so auszufiihren 
haben, daB wv' eine mdglichst einfaclie Form annimrat. Wie 
man dies zu tun hat, dafiir lassen sich keine allgerneinen Regeln an- 
geben; es muB in jedern Fall ausgeprobt werden. 

Die Formel (6) zerlcgt das Integral fu'vdx in zwei Glieder, 
von (lenen das erste, niinilich vi\ ohne Integralzeichen ist, so daB 
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sie die Aufgabe der Berechnung von/ u' vdx nur zum Teil erledigt; 
es bleibt ubrig, noah/uv' dx auszuwerten. Man nennt das Verfahren 
deshalb die Teil-Integration. Dafi bei ihrer Anwendung einiges zu 
beachten ist, zeigen die folgenden Beispiele. Aus ihnen sieht man, 
da6 die Teil-Integration auch dann noch zum Ziel fiihren kann, wenn 
man schon geneigt ist, sie als aussichtslos aufzugeben. 

10. Beispiel: Das Unbequeme in dem Integral 

f^dx 

J at 

ist die Funktion In as. Sie mrd im Integral rechts in (6) nicht vorkommen, wenn 
wir y ~ In a; wahlen, da ja dort nur 7 / auftritt und ftir v = In a; sehi einfach u' = 1 : x 
ist. Dies zieht aber die Annahme w = In x nach sich. Der Logarithmus kommfc 
also doch wieder zumTorschein, indem sich nach ((>) ergibt: 

y" J— d a = (In x'f -J'^dx , 

also das alte Integral auch rechts steht; cs kann noch einc additive willkiirliche Kon- 
stante haben. Bringen wir das Integral auf die linke Seite und dividieren wir 
nachher mit 2, so folgt: 

(7) J d X « -i" (In x)^ 4* konst. 


11. Beispiel: Um 


f e* sincxdx 


zu berechnen, worin c eino Konstante bedeute, set?en wir = e*, v = slncx. Als u 
wiihlen wir daher e®. Nach (6) kommt mithin: 


sine 


X d X = sin e x — / e* c cos c x d x 


Oder nach Satz 2: 


f e® sin c X d X = e® sin c X — c / e® cos e x d x . 


Das neue Integral rechts behandeln wir in derselben Art, indem wir w — e®, u cos ex 
setzen, wodurch sich orgibt: 


cos c 


xdx«e®coscx + c 


sin c X 


d X -I- konst. 


Hier tritt rechts wieder das uxspriinglich vorgelegte Integral auf. Setzen wir diesen 
Wert (9) fftr das Integral rechts in (8) ein, so kommt: 




sin e X d X aw e® (sin c x — c cos 


s c x) — e® y^si: 


sin e X d X + konst. 


(1 + c®) / e® sin cx dx e® (sin c x e cos c x) -r konst. 


37 “^ 
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Also ist: 

A: • j (sin c a; — c cos c £c) . , 

(10) J ^mxicxAx^ — ^ -f konst. 

Setzen wir diesen Wert in (9) ein, so ergibt sick noch: 

(11) /^coscxdx = — r+'c* ^ + konst. 

Die Bruchregel liefert kein besonderes Integrationsverfahren, wohl 
aber die Kettenregel, S. 127. Sie gibt die sogenannte Integra- 
tion durch Substitution, d. h. dutch Einfuhrung einer Hilfsver- 
anderlichen. Man fafit n9mlich die unter dem Integralzeichen 

( 12 ) Ji(x)dx 

vorkommende Veranderliche x als eine Funktion einer anderen Ver- 
anderlichen z auf: 

(13) x=Fig). 

Dann ist f(x) eine Funktion von z, nfimlich f(F(z)), die dadurch ent- 
steht, dafi in / (x) iiberall statt x der Ausdruck F (z) eingesetzt wird. 
Fernet ist der Zuwaehs d x von x durch den von z ausdriickbar. Denn 
nach (13) haben wir, wenn F(z) differentiierbar ist: 

( 14 ) 

woraus sich ergibt: 

(15) dx=F'(z)dz. 

Wenn wir nun alles, was unter dem Integralzeichen steht, durch z aus- 
drucken, kommt: 

(16) J\ (x) d X ^ Jf (F (z)) F'{z) dz . 

Hiermit ist das Integral auf eine neue Form gebracht, in 
der es zwar umstftndlicher aussieht, weil wir uns allgemeiner Zeichen 
bedient haben, jedoch einfacher sein kann. Man muB nftmlich die 
Funktion F{z) in einer fiir die gerade vorliegende Aufgabe besonders 
geeigneten Weisc wahlen. Dafiir lassen sich freilich keine allgemeinen 
Regeln aufstellen. Hat man das in z dargestellte Integral ausgewertet, 
so entfernt man schlieBlich die Hilfsverknderliche z wieder, indem man 
aus der angenommenen Gleichung (13) umgekehrt z als Funktion 
von X berechnet und dann diesen Wert fiir z einsetzt. 


12. Be i spiel: Im Integral 
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ist die Funktion arc sin a; unbequem; man setzt deshalb: 

arc sin a; = 2 , d. h. a; = sin s. 

Dana ist 

dx , , , , 


so dafi kommt: 


= cosa, d.h. dx^ COB 2 dz , 


farcsinxda;= / z cob zdz. 


Der Wert des nouen Integrals ist im 9. Beispiel angegeben, allerdings geschrieben 
in X statt z, Danach goht Fervor 

^^arc sin x x = 2 sin 0 + cos 2 + konst. 

N nn setz t man wioder z = arc sin x, d. h. sin 2 = x und cos z = }/i ~ sin® z = 
j/l — X® ein, so daU sich ergibt: 

f arc sin X d X == X arc sin x -)- 1/1 — x* 4- konst. 


18. Beispiel: Soil 


J cos* X 


berechnet werden, so wird man die im ZS^hler auftretende Funktion durch Einfilhrung 
einer neuen Verilnderlichen z zu vereinfachen suchen, indem man 


setzt. Dann iit 


tg X = 2 , d. h. X = arc tg 2 


d X 1 ji. j d z 

i7“r+7*’ 1+2*' 


Da femer cos* x =* 1 : (1 -f tg* x) nach (6), S. 378, ist, wird cos* x =* 1 : (1 + s*), so 
dafl sich ergibt: 

i* ==y^ (1 + 2«) =y> d 2 e* + kamt 

Wird wieder 2 » tg x eingosetzt, so kommt schlieBlich: 


f^dX: 

J C08*X 


, etga: -f- konst. 


Die Integration dureh Substitution haben wir iibrigens schon ge- 
legentlich benutzt, so im 4. Beispiel, S. 248. Wie es dort geschah, ist 
allgemein auf einen wiohtigen tJmstand hinzuweisen, der 
bei der Anwendung der Substitution auf bestimmte Inte- 
grale zu beachten ist: Das bestimmte Integral 


y*/(a!)d: 
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ist eine Summe, bei der x alle Werte von a bis b durchlauft. Wenn wir 
nun vermbge (13) fiir x eine Funktion F (z) einer neuen Veranderlichen 
2 setzen, mussen wir z die zugehorigen Werte durchlaufen lassen, d. h. 
bei dem in 2 ausgedriickteii Integral sind als Grenzen statt 
aundi diejbnigen Werte zu setzen, dice fiir a: =« unda; = & 
annimmt. Dies ist ja ganz selbstverstandlich, wird aber selbst von 
geubten Rechnern in der Hitze des Gefechts leicht libersehen, weshalb 
eine Warnung vor falschen Grenzen durchaus am Platzist. 

J4. Bei spiel: Zur Auswertung des hestiimnten Integrals 

J X 
1 

setzt man natilrlicli Ino; = 3 , also: 

(t z 

Da die neue Veranderliche 2 = In a: fiir a: = 1 niid x ^ e die Werte In 1 und In e oder 
0 und 1 hat, kommt: 


1 I 1 



Noch ein wichtiger Uinstand ist bei der Substitution 
zu beachten: Man darf nur solche Substitiitionen x ■=-- F{z) maclicn, 
bei denen 2 einwertig und stetig ist, wenn a: das durch die Integral- 
grenzen vorgeschriebene Intervall von x := a bis x = 6 durchlauft. Wenn 
man also z. B. a: = 2 *, d. h. z ==ya^, setzt, niuli man sieh entscheiden, 
ob man die Wurzel positiv oder negativ wahlen will. Wenn ferncr die 
Integralgi-enzen z. B. a: = — 1 und x = -f 1 sind, darf man nicht x - 
setzen, da e* ja nur positive Werte hat. In dcjmselben Fall darf man auch 
nicht X — arc ctg 2 setzen, da dann z — ctg x ware und z cimnal im In- 
tervallc von x — 1 bis x — -|- 1, namlich ftir a- -~0, unendlich groB 

wird. 

Da man bei der Anwendung einer Substitution x ■= F(z) immer 
wie in (15) das Differential dx berechnen muB, tut man gut, sich 
anzugew'ohuen, 

statt ^~==F’(z) sofort dx=:F'(z)dz 
zu schreibeu. 

Eine wichtige Anwendung des Substitutionsverfahrens betrifft den 
Fall, wo die I^nktion f {z) unter dom Integralzeichen al.s ein Bruch 


§ 1. Allgemeine Iniegrafionsverfahren. 


583 


vorliegt, dessen Zahler gleich deni Diflferentialquotienten des Xenners 
ist: 


Setzt man namlich u (x) = 2 , so wird dz —u (x)dx, so daJ3 koinmt: 


dx — / ~-=lm + konst. = In « (x) + konst. 

Satz 4: Ist der Integrand ciii Bruch, dessen Zahler 
gleich dem Differentialquotienten des Nenners ist, so ist 
das Integral gleich dem natiirlichen Logarithiniis des 
Nenners, vermehrt urn eine Konstante; in Formel: 

dx ^lnu(x) + konst. 

4 / u {x) 

Dies Verfahren der logarithinischeii Integration ist das 
Gegenstiick der logarithmischen Differentiation, S. 309. 



kaim man den Integranden auf die Form (a:) : w (a-) bringen, denn es ist 

_ cosa:^ _ 1 cos^x 

sin X cos IK ^ sin x cos® i "" "tg ai cos® x ' tgx ’ 

also M(;r) « tga: und u'(x) .*« 1 : cos® a:. Daher kommt: 


r~,—^ — In tg a; 4- konst, 

J sni X cos a; 

Durch Substitution lassen sich hieraus andere wicbtige Integrale ableiteii. 
nach Satz 17, S. 412, ist 2 sin a cos a; « sin 2 x, Setzt man also 2 ,c = e, 
"2 dx ss: dz, so kommt: 



4 konst. 


Denn 
(I h. 
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Da f emer sin 2 = cos ( 2 : — J 7r) ist, gibt die Einfiihrung der neuen Veranderlichen 
^ = 2 ~ I TT, da dann dz^ dt wird : 

/^=^"*s(y + ^)+ konst. 

§ 2 . Obersichi und Anwendungon. 

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen stellen wir noch einmal 
tibersichtlich zusammen: 

1. Regel: Differentiation und Integration heben sich 
gegenseitig auf; bei der unbestimmten Integration tritt 
jedoch eine additive Konstante hiiizu: 

f f {x)dx= f{x) + konst. 

2. Regel: Eine Summe wird Glied fur Glied integriert: 

f [/i(^) = y' fi{x)Ax-\- ^}2,(x)dx. 

Bei bestimmten Integralen treten'dabei liberall dieselben Grenzen auf. 

3. Regel: Konstante Faktoren des Integranden kbnnen 
vor das Integralzeichen gesetzt werden: 

J^hf{x)dx=^Jc f{x)dx (k == konst.), 

woraus auch folgt: Soil ein Integral nait einer Konstante multipliziert 
werden, so darf statt dessen der Integrand damit multipliziert werden. 

4. Regel oder Eegel der Teil-Integration, die wir nicht 
in Worten, sondern nur in der Formel ausdriicken: 

u'vdx=uv— J uv'dx. 

Sie aus dem GedUchtnis hinzuschreiben, ist leicht, wenn man die Pro- 
duktregel (w v)' = m' v + u v' umstellt : v! v ^ (u v)' — uv' und dann 
die Regeln 1 und 2 anwendet, 

6. Regel oder Regel der Substitution, wonach eine der Auf- 
gabe anzupassende Funktion der Verftnderlichen x als neue VerEnder- 
liche z benutzt wird. Dabei ist zu beachten, daU auch d x durch z und d z 
ausge^iickt werden muB und daB bei bestimmten Integralen die auf x 
beziiglichen Grenzen durch die auf die neue Verilnderliche z beziiglichen 
zugehbrigen Werte zu ersetzen sind. 

6. Regel oder Regel der logarithmischen Integration: 
Ist der Integrand ein Bruch, dessen Z3>hler der Differential- 
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quotient des Nenners ist, so ist das Integral, abgesehen 
von einer additiven Konstanten, gleich dem naturlichen 
Logarithmus aes Nenners: 

f—^ d a: = In M (a:) + konst. 

Zu diesen Eegeln tritt noch eine hinzu; sie sagt aus, wic man ein 
bestimmtes Integral auswertet: 

7. Regel : Das bestimmte Integral von f{x), erstreckt 
von a: =a bis a; =5, wird berechnet, indem man zunachst 
das unbestimmte Integral/ /(a:) da: auswertet; ist dies gleich 
i!' (a:) + konst, so wird: 

b 

f /(a:)da: = [F(a:)/,, 

<( 

WO die rechte Seite die Differenz der Werte bedeuten soil, die F {x) fur 
die Grenzen I und a annimmt. 

Man darf niclit glaiiben, daB sich jedes Integral, dessen Integrand 
/ (a‘) aus den uns bekannten Funktionen (Potenzen, Logarithmen, Ex- 
ponential-, .goniometrischen und zyklometrischen Funktionen) zusain- 
mengesetzt ist, durch diese Funktionen ausdriicken lasse. Das Integrieren 
ist iibcrhaupt schwieriger als- das Differentiieren. Das Differentiieren 
laBt sicb als ein Handwerk bezeichnen, das Integrieren demgegentiber 
als eine Kunst, bei der das Probieren oft iiber das Studieren geht. Man 
miiB sich Gewandtheit im Integrieren durch Gbung an Beispielen er- 
werben. 

Will man eine FUclve berechnen (vgl. §§ 2 u. 3 des 5. Kap.), so 
wird man bekanntlich zu einem Integral gefiihrt. Wir wollen jetzt an- 
nehmen, die zu berechnende FUche F sei durch eine Kurve begrenzt, 
die in Polarkoordinaten (vgl S. 344) die Gleichung 

(1) r=/(<p) 

babe. Sie begiime bei dem zur Amplitude a ge- 
hbrigen Radiusvektor 0 A in Pig. 384 und erstrecke 
sich bis zu dem zu einer veranderlichen Amplitude 
(p gehorigen Radiusvektor OP. Dann ist die Flache 
F Oder OAP eine Funktion von <p. Whchst cp 
urn dcp, so nimmt r nia dr = QP' und F um ein 
Stuck dF Oder OPP' zu, das zwischen den FlUchen zweier Kreis- 
ausschnittc mit dem Zentriwinkel d <p und den Radieri r und r ^ dr 
liegt, also zwischen Jr® und J(r +Arfd<p, so daB dF : d(p zwischen 
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J r* und i(r +drf liegt. Da dr nach Null strebt, folgt: 

<p 

(2) d.h. F = ljr^d<p, 

a 

WO r die durch (1) gegebene Funktioii von (p ist. Die Flache wird positiv 
gerechnet, wenn die Amplitude von a bis zum Endwerte cp zunimmt. 
Die Formel dF ~\r^d cp besagt, daB die unendlich kleine Flache 
OFF' durch den &eisausschnitt OF Q ersetzt w^erden darf, ahnlich 
wie auf S. 227 u. f. durch ein Eechteck. Die Kurve wird also durch eine 
Treppe ersetzt, deren Stufen aus unendlich kurzen Kreisbogen und 
unendlich kurzen Stiicken der Radienvektoren gebildet worden. Die 
Amplitude <p ist iin Bogenmafi auszudriicken. 

1. Beispiel: Bei der logarithmischen- Spirale r ~ vgl. S. 350 u. f., kf 

iiach (2): 

(p ip 

f = i fa!> d(p = ~ f i,,, . 

a a 

Maelit man die Substitution = z, wobei dq dz :2c ist und die Grcnzen 
durch 2c« und 2c(p zu ersetzen sind, so kommt: 

2c(p 

F=-^ f eHz = -f 

4c,/ 4c ^ 

'ica 

Bedeutet t den konstanten Winkel in Fig. 239, S. 360, so ist tg t .•=? 1 : c . Sind 
und Ti der Anfangs- und Endxadiusvektor, so kommt: F = r^®) tgr, 

Legt ein, Mobil in der Zeit t den Weg s zuriiek, so daB d s :dt seine 
augenblickliche Geschwindigkeit v ist, -so ist seine durchschnittliche 
Oder jnittlere Geschwindigkeit im Intervalle von bis ti naoh 
S. 70 gleich dem in dieser Zeit zuruckgelegten Weg dividiert 

mit der verflossenen Zeit Der Begriff dieses Mittelwertes htogt 

nach S. 244 wesentlich davon ah, dafi die Zeit als unabha,ngige Ver- 
anderliche gewahlt worden ist. Nimmt man dagegen den Weg als 
unabhangige Veranderliche, so hat man sich vorzustellen, der Weg sei 
in unendlich kleine gleichlange Teile zerlegt, und cs werdo das Mittel 
aus den Geschwindigkeiten in den Teilpunkten gesncht. Dann ergibt sich 
nach Satz 8, S. 244, der Wert: 

Hi 

( 3 ) — i_ / Oder — - — / v^dt, 

^0 l5() 

Demi iveim man die Zeit t als neue Veranderliche einfUhrt, inufi man 
wegen v i=ds :dt das Differential d s durch vdt ersetzen. 


^ 2 . Vhersichi mid j^nwendungen, 587 

2. Beispiel: Beim freien FaU im luftieeren Raum ist nacli dem 15, Bei- 
spiel, S. 259, der Weg s = J dk GescWindigkeit v ~ gt. Hier ergibt sieh Imr 

die mittlere Geschwindigkeit mt der F allstrecke von s == 0 b is s = « nacli der 
fruhereii Auffassiing, da ” V'^a : g ist, der Wert walirend (3) den 

groBeren Mittelwert f liefert. 

Wir bringeii nun noch ein Beispiel zur Erniittelung des Schwer- 
pxinktes einer Flache (vgl. S. 253). 


8 Beispiel: Der Sch'N^^erpuiikt der Flache eines Halbkreises vom 
Kadius Eins liegt auf dein mittleren Radius. Also braucht nur seine Hohe iiber dem 
Durclimesser berechnet zu werden, Dieser diene als a-Achse. Zerlegt 
man die Flache in unendlich schmale Streifen parallel znr 
a:-Aehsc, so gibt Fig. 385 als statisches Moment 3/^ m bezug ^ 

auf dieso Aclise nach (6), 8. 246. 






t/dy , 



Weil hier if mid 2ydy voxkoimnt, setzt man f = i und crlmlt: 


= /Vi 


- 3 dz. 


= /■(- V~t 


u 

Der Radikand ivircl einfaeher, weim 1 - ? = < gesetzt wird. Rami abex ist die mitexe 
Grenzc Bins imd die obere^Null: ^ 

' t di = [f ^ = 'i * 

0 

1 1 
1 * F trleich In ist, ergibt sich hicraus nach (18), S. 253, die Ordh 

iatf dcJtcWunUtc.s glcich 4 :3« ocler ruiid 0.424. AVix konnen dieseOxdmate 
ain-r auch nacli (U), 8.261. wegcn f^l- so hndeii: 

' 1 r .r 5 'l + * 4 

— 1 

Wir ivciidon tins zur Bestiimniing 
der Yoliunina von Korpcrn, zunachst. 
der Volumina von Rotations- 

DVe^Bildkurvo c oiner Funktion ^ 

=/(j;) liege vor, bcgreiizt durch 

die zu X — « nnd die zu 
a- R-ehdrigc Ordinate, sichc Fig. Boo. 

Die von der Kurve, den beiden Ordi- 

naten und der .r-Achse eingeschlossenc 

Flache habe den Inlialt F. Durch 



Fig. 386. 
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Drehung uni die ic-Achse entsteht aus e eine Eotationsflftche und 
aus F ein von dieser KotationsflSche und zwei Kreisen eingeschlossener 
EotationskSrper oder Drehungskorper. Sein Volumen y ist cine 
Punktion der Endabszisse x. Diese wachse um das Differential da; da- 
bei wachse V umdV. Dannist dV das Volumen einer unondlich dunnen 
Scheibe von der Starke dx. Sic wird von zwei Kreisflftchen 
mit den Radien y und y -\-dy und auBerdem von einera Streifen 
einer KegelflSche begrenzt. Das Volumen dY liegt also zwischen 
den Volumina zweier Rotationszylinder, die beide die H5he d x haben, 
wShrend der eine den Radius y, der andere den Radius y -\-dy hat. 
Wird y mit derselben Einheit wie x gemesscn, so lie^ also 
dY zwischen ny^dx md 7i(y +dyfdx, d. h. dY :dx zwischen ny* 
und Tciy+dyf. Da dy nach Null strebt, folgt 

(4) £ = ’'2'"’ 

a 

wo y die gegebene Funktion / (a) ist. WShlt man die Endabszisse eben- 
falls bestimmt, gleich i, so kommt: 

(5) V ^ y^dx 

ars=a 

wo M, das statische Moment der Pldche F in bezug auf die a-Achse 
bedeutet; man beachte nfi.mlich die Formel (14), S. 261. Bezeichnet tj 
die Ordinate des Schwerpunktes der Flftche F, so ist = F, 
vgl. (18), S. 253, Demnach kommt sehlieBlich: 

(6) Y^2nt).F. 

Nun ist aber der Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt 
bei der Drehung um die a-Achse beschreibt. Also folgt: 

Satz 5: Das Volumen eines Drehungskbrpers ist gleich 
dem Produkt der FUche seines Profils (d. i. seines halben 
Axialschnittes) mit dem Umfange desjenigen Kreises, den 
der Schwerpunkt dieser Flache bei der Drehung beschreibt; 

mit anderen Worten: es ist gleich dem Vo- 
lumen desjenigen Zylinders, dessen Grand- 
flftche die Flftche des Profils und dessen 
Hbhe der Umfang jenes Kreises ist. 

Dies ist die GuLoiNSchc Regel, benannt nach 
ihrem Wiederentdecker Guldin (1640); sie findet 
sich schon bei Pappus (um 300 n. Chr.). Wenn die 
Flache F nicht wie in Fig. 386, sondern etwa wie 



Pig. 387, 


rnfflsen, die^wfe d ! Kihl “ ^ ® Merenz von zwei FlSchen 

natcn ,md ie t Ordi- 

S&tz f> aufi f -S begrenzt sind. Daraus folgt leicht, dafi 

~1»<' xZm <iie Dn*- 

uberschreitende ebene Flachenstlicke P erzengt vrerden. 

FltUhe Dreht sich der im 3. Beispiel betrachtete Halbkreis von der 

Also prEibt tifVi' f" ’'j* so entsteht die Kngel vom Volumen 7 = 4 n 

daher if ! ^ Schwerpnnktsordinate t) die Bedingnng 47i=2nh !„ 

d*n.T I) » I :Hn wie im 3. Beispiel. 5 S * 

Kw41' w" Wulst entsteht duiph Drehimg eines 

Knfrrm, .K , f Miff }'f ¥ *■ des Kreises nnd a die 

,. ‘ ‘ r Jlitte von der Achse, so sei a > rangenommen so dafi der R-reic 

die Aehae n.clit sebneide. ■ Hior ist 7 = .r^ f,so das VoLt dt W 


rin^in 


i n^a r®, 



«l. Il©is pi ; Der Qu^schnitt eines Bades sei von der in Fig. 389 angegebencn 
If durch zwei zur a-Achse senkreclite Goraden und zwei gleich groBe 
Radius r. Die Mitten der Kreise miigen von der oj-Achso die Ent- 
Irrntiii^ « > r haben. Die zur x- Achse parallelen Durchmesser beschreibon bei dor 
llrrtiltlif tliMm Zylinder. Der Korper l&Bt sich in dieson Zylinder nnd einen Ring 
itriftttt* if iscsn Frofil der Halbkreis isi Der Zylinder hat das Volumen 2 = 27ia^r. 
-Hdtwmpnukt des Halbkreises hat nach dem 3. Beispiel die Ordinate ^ = a +| r : jt 
I If t* «iiff IJalbla*eisflliche ist, gibt die GuLuiNSche Hegel das Volumen des Binges 
lifirll «r*(ii/5f Jr). Folglich ist das Volumen des Eades; 

I ‘ 4*- a-r -f 7ir*(a7r + |r) 2na^r + n^ar^ + inr^. 


ll«J«pinl: Ebcnso kann man die Rollo, deren Querschnitt in Fig. 39() 
i»fr » ak Differenz einos Zylinders und eines Binges betrachten. Daboi muft 
likt* ^ sm u -- 4 ^ gosetzt werden. Demnach ergibt sich das Volumen der 

Riilli : 

F » 2 71 a® r — nr^(an — |r) = '2 ti a®r — 7i®ar® + inr^, 

ti* Ilaiipi^l: Die Parabel t/ = die wie in Fig. 199, S. 247, begrenzt 
»!, triiiift b©i der Drehimg um die a:-Achse einon Botationskorper vom Volumen 

I « 4*. 

ih lltitpiel: Die glciehseitige Hyperbel y = l:x (vgl. S. 197) sei durch 
dii HI pc»itiv€li Abszissen x ss. a und J > a gehorigen Ordinaten begrenzt. Das 
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ilf nach (5): ““ entstehendon" Rotationskorpers 

a ^ 

Sttebt 6 nach cc, so geht ;r : a als endlicher Wert fur das A'oluraen eincs sich 
ins Unendhche erstreckenden Kotationskorpers hervor. 

Fia 274 ■ wrw® Sinualiuie y = sincr, siehe 

S 415 * (5) ein Kdrper vom Volumen J vgL das 12. Beispiel, 

11 . Beispiel: Durch Drehung des von a;=0 bis zu cinem nositivon 
gehenden Stiickes der Tangenslinie y = tg* nni die ^-Achse, sieh^ Fi- 281, S^^sls 
erpbt sich em Rotationskorper, dessen Volumen nach (6) gleich deni n-fachen des 

t^x - a, vrobei x = arc tga, also dx^dz:{X+z^) wird, komrat: 




1 - 1 - 2 ' 




daher nach der 2. Regel: 


V^n 


fdz- fJl- 

J J l + a» 


Da z 


= 71 (2: — arc tg z) . 


tg X ist, kommt scMicBlich V = 71 (tg a - x). 
Eine Volumenformel fur beliebig 


gestaltete 

T. . j^ciiu man ZMiswiexi zwei 

parallele Ebenen und setzen, siehe Fig. 391. Irgendeine zwischen 


it Jr.. , — gcBcaiiBie Korper 

nortiSf^T^l Einen KOrper kann man zMischeii zwei 


-£■ 


Eq und Ej gelegene und zu 
Eq und Ex parallele Ebene E 
schneidet den Korper in einem 
Querschnitte, dessen FMchen- 
inhalt F von der Lage der 
Ebene E abhangt. Nun werde 
eine aj-Achse senkrecht zu Eq 
RBd El angenommen. Zu Eq 
und El mogen die Abszissen 
X ^ a mid X =zh gehdren, 
wahrend der Ebene E eine 
« J T. T ^ ^ beliebige Abszisse x zwischen 

_ ^ zukommt. Der Flacheninhalt F wird dann eine Funktion 
F(a;) von a; sein 1st diese Funktion bekannt, so ergibt sich 
das Volumen F des Kdrpers durch Integration: Wir lassen a- von «. 
bis b Schritt fur Schritt urn das Differential dx wachsen, zerlegen 















- ^ 



‘0 

Fig. 391. 


EE' 


E, 
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also den Korper durch unendlieh viele parallele Ebenen in lauter 
unendlich diinne Scheiben. Diejenige Scheibe, die von den zu x 
und X -\-dx gehorigen Ebenen E und E' begrenzt -wird, kbnnen wir 
als einen Zylinder mit der Grundflache F{x) und Hbhe dx, be- 
trachten, dessen Volumen gleich F{x)dx ist (nach S. 688). Addition 
aller Scheibenvolumina ergibt als Volumen des Korpers; 


= j' F(x)dx. 


Satz 6: Liegt ein Korper zwischen zwei zu x—a und 
X —I gehorigen zur a:-Aehse senkrechten Ebenen derart, 
da6 der Querschnitt, der aus dem Korper durch eine zur 
Achse senkrechte Ebene mit beliebiger Abszisse x aus- 
geschnitten wird, den Flacheninhalt F(x) hat, so ist das 
Volumen des Korpers das bestimmte Integral 

» 

f Fix) dx. 


Dieser Satz findet sich im wesentlichen (ohne das Integralzeichen) 
bei dem italienischen Mathematiker CiiVALiERi (etwa 1698—1647). 

Die Berechnung der Volumina heiJJt Kubatur, weil man die 
Volumina als Vielfache der Volumeneiiiheit, des Wiirfels oder Kubus, 
darstellt. 


32. Beispiel: Ein elliptischer Kiibol, 
siche Fig. 392, entstcht aus oinem geraden ellip- 
tischen Kegel und zwei zu seiner Achse senk- 
rechten Ebenen. Die obcre Ellipse habe die 
Halbachscn a und h, Ferner sei h die Kilbcl- 
bdhe und h die Entfernung der Kegelspitze 0 
von der Bodiudlllclie ties Kiibels, Ist E die 
FlMche der oberen Ellipse, so ergibt sich die 
Fliiche E derjenigen Ellipse, die in der lliihe x 
dber die Bodenflilche liegt, aus der Proportion: 


F 


(h + 


d. h. es ist: F ^ 5s 
(k 4 hf 



Folglich liefert Satz 6 als Volumen des Kiibels: 


Oder 

0 ) 


0 0 

’’ - (,, I H + *>‘1 - mw + *>’ - '■■i- 
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Demnach braucht man nui noch die Flache der Ellipse mit den Halbachsen 
a iind h zu ermitteln. Diese Ellipse ist nach (2), S. 188, das Bild von 

d 

Nach Satz 6, S. 229, hat daher das Ellipsenviertel die Flache 


iE= i^dx, 

0 

wobei die Wurzel positiv ist. Die nach dem 1. Beispiel, S, 511, naheliegende Sub« 
stitiition X = a cost gibt, da t von J xr bis 0 abnimmt, wenn x von 0 bis a wftchst: 
0 0 

= ^ — 5 sin / .a sin = — aft J sin* i d i 

^71 

Oder, wenn man nicht von ^ n bis 0, sondern von 0 bis J n integriert, wobei sichi 
nach S. 220 niir das Vorzeichen hndert: 

IE — ah f sin* < d if == a 5 — J sin 2 

./ 0 ’ 

0 

vgl. das 12. Beispiel, S. 415. Daher wird JiS7 gleich \ 7tah,^ Dio Ellipse mit den 
Halbachsen a und h hat also die Flache nah. Demnacb gibt (7) als Vo* 
lumen des elliptischen Kiibels: 

^ “ 3 (ft + A)» • 

Bedeutet B die Bodenflilche des Kiibels, so ist 

also: 

V =^i[(1c + h)E-kB]. 

Fur die Berechnung der Bogenlftnge einer Kurve, die sogenannte 
Rektifikation, kommt Satz 15, S. 361, in Bcitracht. 


13. Beispiel: Die logarithmische Linie = siehe Rg. 213, 8.284, 
hat von der Stelle x = 1 bis zu einer bcliebigen Stelle x > 1 die Bogeniange 


,./t 


*yi -f- aj* 


wo^ie JV utzel positiv ist. Uni die Wurzcl zu beseitigcn, ist cs rweckmafiig, gonio< 
metawhe t untoonen einzufiihren, da zwischen diesen nach (5), S. 378, Beriehungen 
hcstehen, die Quadratwurzeln cnthalten. IVeil der Radikand eine Summe ist, legt 

r . erstenQuadranten. Berechnen wir zunUchst 

das imbestimmte Integral, so kommt, wil dx = dz : cos’s wird; 


fn±£.,..r 

•' ® Si: 


' dz 
^in z cos* z 


§ 2, (Jbersichi und Anwendungen, 


Im Ziihler konnen wir statt Eins die Summe sin^s -j- cos ^2 setzen. Dann liefert die 
2. Regel : 


J X J sm2 


Ini ersten Integraiiden steht ein Bruch, dessen Nenner ein Quadrat ist. Dies erinnert 
an die Regel fiir die Differentiation eines Bruches, wo im Nenner das Quadrat 
des alten Nenners auftritt. Also werden wir einen Bruch sucben, dessen Nenner cos 2 . 
ist und der differentiiert sing : cos * 2 gibt. Der einiachste derartige Bruch ist 1: cos 2 
Er gibt nun difterentiiert gerade sing : cos* 2 . Das erste Integral liefert also 1 : cos.?. 
Das zweite ist ini 17. Beispiel, S. 583, ermittelt worden. Somit koinmt: 

/ d a: = h lu tg H- konst. 

J X cos 2 ^2 

Nun ist a: = tg 2 , also sin 2 = ir: J/1 4- rc*, cos 2 = 1 : l/i + a:*, daher nach Satz 19, 
S. 413: 

^ 2 yiTW-^i 


folglich ; 


/ d X = J/l +x» + In , •*: + konst. 

X X 


Erstreckt man das Integral von a; » 1 bis zu einem beliebigen a: > 1, so ergibt sich 
als die gesuchte Bogenlange: 


- V2 + In 


-ln(^'2-l). 


1st eine Kurve in Polarkoordinaten gj, r gegeben (vgl. S. 345), 
also das Bild einer Funktion r —f (y), so tritt an die Stelle des 
Satzes 15, S. 361, fur die Berechnung ihrer Bogenlange ein anderer: 
Mifit man den Bogen s von einer bestimmten Amplitude a an bis zu 
einer beliebigen Amplitude <p und rechnet man s positiv, wenn die 
Amplitude zunimmt, so -wird s eine gewisse Funktion von 99 , deren 
Zuwaehs d s aus Fig. 384, S. 585, leicht zu finden ist. Da nftmlich 
in diescr Blgur P Q = r d 99 , QP'=dr, PP'—ds'iat, kommt: 

ds = yd'r* 4 + 1 ^ dip, 

wo die Wurzel positiv sein muB, weil d s dasselbe Vorzeichen wie d<p 
haben soil. Hiernach ergibt sich: 

(8) “ = /y(r7 

38 
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Elftes Kapitel: Auswertung von Integrajen. 


14. Beispiel: Die logarithmische Spirale r — vgl. S. 360 ii. f., 
hat die Bogenlange: 

V <p 

s = + 1 d ip — aVc^ -i- 1 J * == (e^^p — . 

a a 

Haben und t dieselbe Bedeutung wie im 1. Beispiel, S. 686, so folgfc fiir s der 
Wert (ti — To): cos t, woraus man leicht eine Konstruktion von s als Strecke ableitet. 

ScMieSlich noch einige Beispiele aus verschiedenen An- 
wendungsgebieten. 

15. Beispiel: Eine unbewegliche punktformige. Masse M ziehe eine 
zur Zeit ^ = 0 in Kuhe befindliche, dann aber bewegliche punktformige 
Masse m, die zuerst von M die Entfernung a habe, nach dem Gravi- 
tationsgesetz an. Nach dem 1. Beispiel, S. 600, wird die Geschwindigkeit v von 
m zur Zeit t gegeben durch die Formel: 

‘'■-‘"(t-t)' 

wenn s die Entfernung des Mobils m von M zur Zeit t und k die Konstante des Gravi- 
tationsgesetzes ist. Also wird, da s mit der Zeit abnimmt: 


Hieraiis folgt: 


so da6 






d s 


t = f -Ll 

jV*“(7- 




- 1 

]/2Wm 


(t-I) 


d s 


i - i. 

s a 


ist, wo die Wurzeln positiv sind. Um zunachst das unbestimmte Integral 

d s 


it 


s a 


auszuwerten, vereinfacht man den Nenner, indem man die Wurzel gleich einer neuen 
positiven Veranderlichen 2 setzt. Dann ist: 


also ; 


a 2 * + 1 ’ 


, 2 a® 2 , 


Da 1 -h a 2 * an 1 + tg*z erinnert, versucht man wie im 13. Beispiele die Substitution 
einer neuen Veranderlichen x vermbge: 

az^ = tfx, wobei z = dz = _L ist. 

Va Va 



§ 2, tlberskht und Anwendungen, 
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Wenn man Y a positiv annimmt, muB auch tgx positiv sein, weil 0 positiv ist.‘ Wir 
setzen daher voraus, daB 0 zwischen 0 und I- n liege. Nun kommt (vd- dabei das 
13. Beispiel, S. 415): 


a Yd J" eos® 

xdx ^ 

aYa{x~p\ sin 2 a:) -f 

und 0 » = 1 

: s — 1 : 

a ist: 

i/a - s 


l/a — 5 -ti 

r-v-’ 

sin X ~ 

- y ^ cos a: = |/ 




WO alle Wur zeln positiv sind. Nacli Satz 17, S. 412, wird also sin 2 x gleicli 
Ys (a - s) : «, so daB kommt: 




a arc 



j/ a s (a — s) + konst. 


Die Arkiisfimktion liogt zwischen 0 und | w. Also wird: 

(9) « = [a arc tg^'Lzi + l'T(jr::i) j . 

Bedeutet M die in der Erdmitte vereinigt gedachte Masse der Erde, so liegt 
in (9) das Gesetz des freien Falles auf die Erde vor, wobei s die Entferniun*' 
des Mobils von der Erdmitte vorstellt. Im 15. Beispicde, S. 269, ergab sich cin 
einfacheres Gesetz , aber daxnals 
nahmen wir die iVnziehungskraft 
dcr Erde wilhrend des Falles als 
konstant an. Das ist eine An- 
nahrao , die fiir irdische Korper 
vollig ausreicht. Dagegen gilt fiir 
Korper, die aus betrachtlicher Feme 
auf die Erdoberflacho fallen, die 
Forrael (9). Da die Erde eineni 
Mobil auf der Oborfliiclie, d; h. in 
der Entfornung gleich dem Erd- 
radius r, die Beschleunigung 
— ^ M — 9,81 erteilt, wenn die 
Zeit in Sekimden , der Weg in 
Metern gemessen whrd, und da dieso 
Beschleunigung nacb dem 1. Beispiele, S, 500, gleich ist, muB man 

kM dutch gr^ ersetzen. Dann kommt statt (9): 

(10) « - [« arc tg|/“ - * -f Sj' . 

Den zu einem bestimmten geluirigeii Wert des Inhalts der eckigen Klammer kann 
man zeiohnerisch ermitteln: In Fig. SOB sei der Punkt A die Anfangslage des Mobils, 
M die ErdmiUe, also MA « a, Falit das Mobil bis P, so ist MP ^ PA. » a - s, 
daher Yi (a - s) di(3 Strecke p --- PQ, die mittels des Halbkreises iiber a gefunden 
wird. Der zum Bogen fj - AQ gehbrige Zentriwinkel (f ist das Doppelte des Arkus 
in (10). Daher ist der Bogen q gleich dem ersten Bummanden in der Klammer, Also 
ist die zum Fallen von A bis P nbtige Zeit proportional zur KSumme 
P-i-g der Strecke PQ und des Kreisbogens u4Q. Man bildet p -f indem 
man PQ um die LMnge des Bogens q dber Q hi nans bb T verlilngert. Dadurch ergibt 


A 
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Elftes Kapitel: Auswertung von Iniegralen. 


14. Beispiel: Die logarithmische Spirale vgL S. 360 ii. f., 

hat die Bogenknge: 

fp (p 

s = I" l/^+T a i <f. = a y¥Tl J' dir = -~ (d’t - fi“) . 

a a 

Haben und t clieselhe Bedeutung wie im 1. Beispiel, S. 586, so iblgt fur s der 
'W'ert (rj — ro): cos t, woraus man leicht eine Konstruktion von s als Strecke ableitet. 

SeWieBlich noch einige Beispiele aus verschiedenen An- 
wendungsgebieten. 

15, Beispiel: Eine unbewegliche punktfdrmige Masse M ziehe eine 
zur Zeit ^ = 0 in Ruhe befindliche, dann aber bewegliche punktformige 
Masse m, die zuerst von M die Entfernung a habe, nach dem Gravi- 
tationsgesetz an. Nach dem 1. Beispiel, S. 500, wird die Geschwindigkeit v von 
m zur Zeit t gegeben durch die Formel: 




wenn s die Entfernung des Mobils m von M zur Zeit / und die Konstante des Gra vi- 
ta tionsgesetzes ist. Also wird, da s mib der Zeit abnimmt: 




Hieraus folgt: 


so dab 


dt = 


ds 


s 

C —ds 


y2kM 


ds 


ist, wo die Wurzeln positiv sind. Um zunachst das unbestimmte Integral 

ds 


r — 

It/— - -- 

J f 8 a 


ausziiwerten, vereinfacht man den Nenner, indem man die Wurzel gleich einer neiien 
positiven Veranderlichen z setzt. Dann ist: 

11„ a , 

= 22 g ^ ds = — p 5--; -q-TA d Z , 

s a az^-\-l iaz^ + Vf 

also : 

j=-2o»y'^~-y),. 

Da 1 4- as* an 1 -f tg®a; erinnert, versneht man wie im 13. Beispiele die Substitution 
einer neuen Veranderlicheii x vermoge: 


e* = tg® a, wobei 2 = — tg as, 

Ka 


- I dx . . 
dz ^ ~= — 5 — - ist, 
j/a 






§ 2. Vhersiekt und Antomdmgen. 


T,„„, f 


/ * hdx 

- p" T- 

l/ (a - icV* 4- 


Zur Beseitigmig der Quadratwurzel wird (p als neue Veranderliclie eingefiihrt. Da 
ctg </) =* (a — x) : & ist, wird dx=^hd(p : sin* (p, so daB die unbestiminteii Inte- 
grale diese werden: 

1 /* j sin q> j 1 /* . , cos (p 

■yy coa (p d(p = —y^ und y. / sm (/> =i — -y^ . 

Ist '^NAM = « und BM ^ d. h. </> ■=« fiir a; = 0 und filr a; = I, 

so kommt schlieBlich: 

V ~ ^ (sm — sm a), < 2 ^ = — ^ - (cos a — cos /S) . 

Bildet die Mittelkraft init AB den Winkel o>, so ist: 

. a cos « — cos $ 

^ p sin « — sin 

Berechnet man tg (w ~ «) und tg (/S — m) nach Satz 16, S. 411, so ergibt sich Mr 
beide derselbe Wert: 

^ ^ ^ ^ sin (« ~ /») 

Folglich hat die Mittelkraft die I chtung der Mittellinie des Winkels 
AMB. 

18. BeispieP: Wir wollen zeigen, dafi man unter Umstanden den 
Wert eines bestimmten Integrals ermitteln kann, ohne vorher das 
unbestimmte Integral berechnet zu haben. Wir stellen uns namlich 
die Aufgabe, den Wert des bestimmten Integrals 


^ sin” a 


fiir ganze positive Zahlen n zu ermitteln. Teil-Integration gibt, wenn man u' »* sin ac, 
d, h. w =8 — cos X und v *= sin””*^ x setzt: 

in 
'it ^ 

Jn [— cos ajsin”"*"^ a;]^ + / cosas. (n — l)8in”'”^a;cosa5(la;. 

0 

Fiir n > 1 wird das erste Glied rechts gleich Null. Also kommt, wenn man noch 
im zweiten cos* x durch 1 — sin* x ersetzt: 

in in 

/„=s(n — 1) ^ sm'*“'*a5daj — (w — 1) sm^xdx. 


Das letzte Integral rechts ist wieder wfthrend man das erste. Integral rechts 
nach (11) mit bezeichnen kann; dso kommt; 


^ Dies Beispiel kann iiberschlagen werden. 
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Elfies Kapiiel: Aimvertung von Integralen, 


(12) (n 1 )J^_ 2 * 

Dies ist eine sogenaimte Kekursionsformel (vom lateinisdien recurrere, zuriick- 
kommen), d. h. eine Foimel, ans der man eine Reihe von Formein gewinnt, wenn man 
n nach nnd naeh durch w — 2, n — 4 nsw. ersetzt: 


(« -2) (m- 3)J„. 


(n - 4) J„_^ = (n - 6) J„_e usw. 


Je nachdem n gerade oder ungerade ist, stoBt man scWieBlich auf eine Gleichung 
zwischen nnd oder Jg nnd Jj. Da mm nach (11) 

== J' J* d£c = J TT, Jj ==^ sin a; d a: = cos a:]^ ^ = 1 


ist, ergibt sich also fiir n — 2m und fiir n — 2m *- ] (wo m eine ganze positive 
Zahl sei) eine Beihe von Gleichimgen: 


2 mJ 2 ^— (2m — 1) Jgjn — S) 

(2m— 2) — — J 2 m- 4 > 


j (2m-l)J2,^_^ = (2m-2)J2^,_g, 

(2m - 3) = (2m - 4)7g,„_5, 


2 Ji = 1 . J Ti: , 


3 jr. = 2 . 1 . 


Multipliziert man alle miteinander, so gehen als Werto von und «/2in — i 

.. r (2m-l)(2m-3)...3.1 tt (2m -2) (2m -4) ...4. 2 

(13) Jzm- 2m(2m-2)...4,2 *2’ - (2m“~l)(2m-3)...5.3* 

Hiervon inachen wir noch eine Anwendung: Nach (11) ist: 

Jgm-I y^(sin^’”"'^a- sin-*”a:)da;, 

0 

nnd da sin x im ersten Quadianten stets zwischen 0 und 1 liegt, ist der Integrand 
imd also auch das Integral positiv. Sonait ist J 2 m—i^^ 2 fn* ebenso 

kommt J^ 2 m— so dafi ^ 2 m — i zwiscbJin nnd Jgm — 2 
aber nach (12) 

^ 2 m - 


ist, folgt: 






Fiir limm = oo wird die linke Seite auch gleich Eins, d. h. es ist: 

lim — = = 1 

m = CO w 

Oder, wenn die Werte (13) eingesetzt werden: 

lim ~2)M2m-4)^..4^.2^ ^ 

(2m-l)H2m-^3)2,..6^3» * ti 



§ 2 . VhersicM und Anwendungen. 
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Bringt man schlieBlich }yr auf die andere Seite, so koramt: . 


in 


"2 

2 

4 

4 

6 

6 

2m — 

2 2 m 

I 1 

‘ 3 ' 

3 ‘ 

■ 5 ‘ 

' 5 

‘ 7 

2 m -- 

i 2 m — 


J- 


Daher geht fur | n die folgende Darstellung durcli ein unendliches Produkt 
liervor: 


1 * 3 ‘ 3 ‘ 5 * 5 * 7 ' 7 0 


Dies ist die Formed von Walus, einem englischen Mathematiker (IGIG Fis 1703). 

19. BeispieP: Bei der experimeiitellen Bestimmung einer GroBe -geben die 
stets unvermeidlichen Fehlerquellen AnlaB zu einzelnen kleinen Fehlern, sogenannten 
Blementarfehlern, deren Summe der Gesamtfehler der Bestimmung ist Da 
die AnzahPaller Fehlerquellen meistens recht grofi ist, kdnnen wir die Voraus- 
setzungen durch die Annahme vereinfaclien, daiJ die Fehlerquellen zu lauter ab- 
solut genommen gleich grofion Elementarfehlern AnlaB geben, indem wir eben alle 
Elcmentarfehler durch ihre durchschnittliche absolute Griifie X ersetzen. Ver- 
suche soil man stets so einrichten, dafi die Fehlerquellen mit gleieh groBer 
Wahrscheinlichkeit zu einem positiven oder negativen Fehler AnlaB geben 
konnen. Jede Fehlerquelle verursache also eiilen Elementarfehler + X 
Oder — 1, Wenn die Zahl der Fehlerquellen betriichtlich ist, macht es nichts aus, 
wenn wir sie uns als eino gerado Zahl 2ni vorstellcn, weil sich cine groBe Zahl 
2 m verhUltnismllBig nur geringfugig von 2 m + 1 unterscheidet. 

Der groBte mdgliche Gesamtfehler ist nun 2mX, und er kann nur dann vor- 
kommen, wenn alle 2 m Elementarfehler X positiv sind. Dagegen kann es ‘im-mal 
vorkommen, daB alle bis auf einen positiv sind, also der Gesamtfehler 2 (w — 1) ;i 
wird. Alle bis auf. zwei sind positiv in 2m(2tn — 1):2 Fallen, imd dann ist 
der Gesamtfehler 2(m--2)X usw. Man erkennt allgemein: Der Gesamtfehler 
2(m--k)X kann in so viclen Fallen vorkommen, wie es der Binomialkoeffizient 
(vgl. das 5. Beispiel, S. '>47 u. f.) 

/2 m\ 2 m (2m -- 1) ... (2 m - /r + 1) 

[ k j 

angibt Die Gesamtheit aller Falle ttberhaupt ist die Summe aller Binomialkoeifli- 
zienten fiir 0, 1, 2, . . . 2m, d. h. nach der binomischen Formal (.19), S. 548, die 
Summe (1 + 1)®”* oder 2^*”. Dio Wahrscheinlichkeit eines Fehlers wird erklart 
als das Verhiiltnis aus der Anzahl der Falle, in denen er vorkommen kaun, und 
aus der Gesamtheit aller xnbglichen Falle iiberhaupt. Demnach hat ein Gesamt- 
fohler von der GrdBe 2 (m — k) X die Wahrscheinlichkeit : 

Er kann positiv oder negativ ausfallen. Wird m — ^ mit 2 imd der Gesamtfehler 
mit x^i bezekhnet, so folgt: Der Gesamtfehler 

( 15 ) (jr.i^2lX 


hat die Wahrscheinlichkeit; 



* Dies Beispiel, das etwas schwierig ist, kann ilberschlagen werden. 





§ 2. Obersicht und Anwendungen. 
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Fiir limm ~ oo und jjim A ~ 0 strebt die Differenz Axi, wie (11) zeigt, nach 
Null. Damit sich eine stetige Kurve ergebe, werden wir es so einrichteri', dab 
dann aiich die Differenz yi nach Null, dagegen der Differenzenquotient Ayi: A 
nach einem endlichen Wert strebt, also nach einem Different! a Iquotienten. 
Die Form (19) von Aiji zeigt," dab der Zahler nach x^ yi und der Nenner nach 
Jaj/'+limmX strebt. Also nchinen wir limwjL = oo an, da nur dann lim = 
wird. Ferncr strebt der Zahler in (20) nach und der Nenner nach 21imwX*. 
Also nehmcn wir zweitens an, dafi lim m cine von Null verschiedene endliche 
Zahl sei. Beides erreichen wir, wenn wir m nach + oo und zugleich X so nach 
Null streben lasscn, dab 

( 21 ) = 

wird, wo h eine bestimmt gewahlte, von Null verschiedene Zahl sei. Wir schreiben 
/i® statt K weil ja mX^ stete positiv ist, und setzen in den Nenner sowie auber- 
dem den Faktor 4, weil dadurch die spateren Formeln bequemer werden. Nach (21) 
ist limm A = 1 : (4 A’* lim A) == -f oo wegen limX=0, und dies wiinschten wir zu 
erreichen. Jotzt kbnnen wir Axj und Ayi beim Grcnziibergange durch Differen- 
tiale ersetzen, und da das Ergebnis fiir alio Punkte der gesuchten Kurve gilt, 
diirfen wir den Index I fortlassen. Somit folgt nach (21) aus (20): 


1= -^2¥xy, 


= -2h^x 


In 2 ^ = ~ re* -h konst. , 


so dab sich ergibt: Die gesuchte Kurve ist das Bild der Funktion: 

(22) y = 

Darin bedeutet die Konstante c den Wert von ^ fiir jc •— 0, d. h. nach (15) fiir I 0, 
also nach (18) den W’'ert: 


^ 2““ + i \ m ) 


2 m (2m — 1) . . . (m -f 1) 

1.2.. .m 


ist, ergibt sich durch Erweitern mit 1 . 2 . . . m: 

— 1 ) . 

\ m / m* (m — 1)* . . 


Mithin ist 


£ « lira. 1 (2m)«(2m-- 

ft*”* 1*^*2*" + *’ m«(m- l)*...2*.l* 

Nach (21) ist 1 : X* A* durch 4w zu ersetzen. Also koinint: 

£ « lim 4=m*(2m)«(2m->l)»...2«.l« 
ft* “ 2*’" + *.*»«(m-l)*...2«.l«’ 

Im Z&hler Ziehen wir die Faktoren (2fn)*(2w — 2)*. . . 2* mit geraden Gnindzahlen 
heraus. Ihre Anzahl ist gleich m, so dab sie den Faktor 2 insgesamt 2m mal etit* 
halten. Wkd er herausgezogen, so kommt: 

^ = lim 2*" + ^w.(2w-.l)«(2m-3)‘...6».3«.f»»(w- 1)*...2«.]» 

A*” + 1)*...2*.1‘ 






§ 3. Besondere Integraiionsverfahren, 
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Maclit man die Substitution x ^ t:h, d. h. dx — di:h, so tritt an die Stelle von | 
die obere Grenze h^. Also lifommt: 

e~*'dt\=iyn. 

0 

Nacli der letzten Bemerkung auf S. 571*mufi daher die obere Grenze gleicb 
rund 0,477 sein. Demnach kommt ^^ = 0,477. Mit Riicksicht auf (21) ergibt 
sick mithin: Wenn die Elementarfehler 1 Null streben und 

ibre Anzahl w nach oo strebt, wahrend l:2x\/m nach h strebt, ist 
| = 0,477 :?i der wahrscheinliche Febler. 

Die Bildkurve der Funktion (23), die Wahrscheinlichkeitskurve, haben 
wir schon im 10. Beispiel, S. 490, betrachtet. Denn die dort in Fig. 352 dargestellte 
Bildkurve von 

wird 7AU* Bildkurve von (23), wenn man die Einheiten passend wahlt, namlich die dort 
benutzte a-Einheit jetzt gleich h ne.uen as-Einheiten und die dort benutzte ^/-Einheit 
jetzt gleich : h neuen ^/-Einheiten annimmt. (Die 11 Punkte der Figur 395 auf 
S. 600 liegen librigens mit grofier Annaherung auf der Kurve der Fig. 352 auf S. 490. 
Dies wurde dadurch erreicht, dafi wir h ~ 1, ferner entsprechend (21) fiir m = 5 auBer- 
dem 1^ = 1: 4t)i = 1: 20 annahmen und die Maximalordinate, ntolich in Fig. 395 
geradc so lang wie in Fig. 352 wahlten.) 

§ 3. Besondere Iniegrafionsverfahren ^ 

Zunachst besprechen wir die Integrale gebrochener Funk- 
tionen. Nach Satz 12, S. 135, kann man eine gebrochene Funktion 
von X immer auf eine Form 

bringen, avo u{x), v(x) und w(x) ganze Funktionen sind, ferner der 
Bruch nicht weiter zu kurzen ist un'd auBerdem der Zahler u(x) 
einen geringeren Grad als der Nenner v (x) hat. Das Integral der 
ganzen Funktion ^(x) laCt sich nach dem 6. Beispiel, S. 576, er- 
mitteln. Wir botrachten also nur noch Integrale von der Form: 



Wir Hohmen an, daB v (x) cine ganze Funktion w**'" Grades, also u(x) 
eine ganze Funktion vom hbchstens (n — 1)*®" Grad sei. Die Vor- 
aussetzung, daB sich die gebrochene Funktion u(x):v(x) nicht weiter 
kiirzen lasse, kann man nach Satz 5, S. 102, aueh so ausdriicken: 
FUr diejenigen Werte von x, fUr die v(x) gleich Mill ward, d. h. itir 
die Lbsungen der Gleichung w*®" Grades v (x) — 0, soil u (x) nicht gleich 
Null werden. 

^ Diesen zum Teil nicht leiclitcn Paragraphen kann man voriaufig iiber- 
sclilagen, ohne das Verstehen des Spateren zu beeintrachtigen. 
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Die folgende tlTierlegungi^ wird nun zeigen, daO sich das vorge- 
legte Integral (1) auf ein einfacheres Integral von derselben 
Art zuruokfiihren lafit, sobald ein Wert a: bekannt ist, 

fiir den v(x) gleich Null wird. In diesem Fall haben wir 
v(h) =0, dagegen u (h) 4= 0. Nach Satz 5, S. 102, geht die 
Partialdivision von v(x) mit x — h auf. Ihr Ergebnis ist eine 
g^anze Funktion (» — 1)*^ Grades. Nun ist es moglieh, daB auch 
sie mit x—-h ohne Rest teilbar sei, usw. Um sogleich die all- 
gemeinste Mdgliehkeit ins Auge zu fassen, wollen w daher voraus- 
setzen, die fortgesetzte Partialdivision mit x — h gehe gerade r-mal 
auf, d. h. V (x) enthalte den Faktor (x — hf, aber nicht den Faktor 
(x — hy+\ Die Zahl r ist dann irgendeine der ganzen Zahlen von 
1 bis n. Die Partialdivision von v(x) mit {x — Jiy moge die ganze 
Funktion ^(x) liefem, die vom Grad n — r ist: 

(^) 

Dann ist (p (h) 4= 0, da nochmalige restlose Division mit x—h nicht 
moglieh sein soil Weil ferner w(A)4=0 ist, bedeutet der Bruch 


eine endliche und von Null verschiedene GrdBe, und zwar eine Kon- 
stante. Nun fassen wir die Funktion u{x)—h<p (x) ins Auge. Sie ist 
eine ganze Funktion vom hOchstens (n — 1)*®“ Grad. Fiir x—h nimmt 
sie den Wert u(h)-k(p(h) an, der nach (3) gleich Null ist. Mithin 
mufi sie mit x — h ohne Rest teilbar sein. Die Partialdivision liefert 
also eine ganze Funktion y) (x): 

(») 

und diese Funktion y (x) ist vom hochstens (n — 2)‘®" Grad. Aus (4) 
und (2) folgt: 


daher: 


u(x) = kq)(x) + {z — h)ip(x), v{x)= (x — hy<p{x), 


« (g) _ k tj>{x) 

V (x) (x - hf (x — hf~^tf(x) 


Der letzte Summand ist eine gebrochene Funktion, deren Nenner 
vom Grad n — 1 und deren Zhhler yi (a:) von niedrigerem Grad ist. 
Da der Nenner den Faktor x—h noch (r — 1) -mal enthalt und es 

^ Man 'veisteht das Folgende vielleicht besser, wenn man zogleich das 
1. Beispiel aof S. 606 mit dnreharbeitet. 


§ 3. Besondere Integrationsverfahren. 
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wohl moglich ist, dafi auch der Zahler ip(x) diesen Faktor einige 
Male aufweist, 'wollen wir annehmen, die dem Zahler und Senner 
oemeinsamenFaktorena;- seien fortgehoben worden. Dann ergibt 
sich eine Darstellung von der Form 
ujx) _ fe r «l(^) 

( 6 ) {x-Kf V,(x).' 

worin der letzte Summand eine nicht kurzbare gebrochene 
Funktion ist, deren Uenner von niedrigerem Grad als n 
und deren Zahler von noch geringerem Grad ist. 

Da nun 


( 7 ) 


■dx ==■ 


: j + konst. 


„ (x-hY'"' '•-1 (x-hY 

ist, tails r4=l ist, und da im FaU r=l die Formel gilt: 


( 8 ) 




= fcln(a: — ft) + konst.. 


— to 

liefert (6) eine sogenannte Reduktionsformel (vom lateinischen 
reducere, zuruckfuhren): 

( 9 ) J J {X-hY MX) 

Sie fUhit ntolich die A^e^ertung d« Integrals (11 ani die des Integraie 

( 10 ) 

aurUefc, dcssen Integrmd del te j”“ 

nieht kttrztore gebioohone Kenner liat. 

Integrand im Z^ler emen 8®" d Intcgranden einen 

':e“i™e’:en"ara”d“.;"d:;Uf\.«;« 
laJ::.»S''”(SrairdXf elnkcberen Integra. (10) 
v.m dor.scllien .W eurucbgchllul. ^ ^ 

Was mm (Ucs ncue Integial _ Ainen Wert von x 

dieselbc Art Man beachtc, wie 

kennt, fiir don dor i"" Zd da6 n'-'O (“> 

v,(x) au.s (j: — <P (®) , T>t man da6 der ncue ISenner 

gleieh (x ~ hy v (x) ist. Daraus erken ^ daB allc 

r,{x) im alton Nenncr zusammen mit dem 

AVcrte von a:, f«r die t’l («) ;^p i „ ^Verte von a: ausmaoht, 

Werte .r =^h die Gcsamtheit aller | "uU ^vird. Man kann 

fiir die iiberhaupt der alte Nenner v (x) gl 
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deshalb durch wiederholte Anwendung der Reduktions- 
formel das vorgelegte Integral (1) vollstandig berechnen, 
sobald man alle Werte von x kennt, fur die der Nenner i;(a;) 
des Integranden gleich Null wird. 

1. Beispiel: Als Integral (1) sei dieses vorgelegt: 

r - 5 x’^ + lSx + l , 

Hier istv{x), der Nenner des Integranden, gleich Null fiir x = 2, wovoii man slch zih 
nachst iiberzeugen moge. Daher kdnnen wir 2 als die Zahl h benutzen. Die 
Partialdivision von v(x) mit a; — 2 liefert -l- 4. Man bemerkt nun, 

dafi sich diese Funktion abermals mit x — 2 ohne Rest teilen lafit. Das Ergebnis 
ist — X— 2. Nun ist wieder die Partialdivision mit x — 2 ohne Rest nioglich, 
wodurch a; + 1 hervorgeht. Demnach ist 

v(x)^(x -2)3(0; + 1), 

so dab der Nenner v (x) nur fiir o; = 2 und a; = — 1 gleich Null wird. Folglich mub es 
moglich sein, das vorgelegte Integral nach dem auseinandergesetzten Verfahren voll- 
standig zu berechnen. Da A = 2 ist, zeigt die Vergleichung der letztcn Formel mit (2), 
dab r = 3 und (f){x) ~ x-j-l ist. Der Zahler u (x) des Integranden ist, wovou man sich 
Iiberzeugen moge, weder fiir a; = 2 noch fur a; = — 1 gleich Null, also die gebrochene 
Funktion u(x):v(x) in der Tat nicht weiter zu ktirzen. Wir berechnen nun 
^(A)== y(2) = 3 und (A) = w (2) = 15, so dab (3) den Wert A r.:r 5 liefert 
Weiterhin kommt daher: 

u(x) ~ k<p {x) = 0 ? - + 8x - 4 . 

Diese Funktion muB, vgl. (4), ohne Rest mit a; - 2 teilbar sein. Die Partialdivision 
liefert m der Tat die ganze Funktion xp(x) = x^ -3x+ 2. Demnach lautet die Glei- 
chtmg (6) jetzt so: 

ujx) _ __5 a® - 3 a; + 2 

V (x) (x - 2f (a: - 2)^ (x +'l) ' 

Eter letzte Summand ist eine gebrochene Funktion, die sich noch cinmal mit x — 2 
kiirzen laBt, weil a* — 3®+2 dividiert mit a — 2 den Wert a — 1 liefert. Man 
bekommt also einfacher: 


u (g) 6 a — 1 

» (x) (a - 2)» (a - 2)7® + ij ' 

Dies ist im voriiegenden Fall die Gleichung (6), und die Reduktionsformel (9) liefert 
nut RBcksicht auf (7) fur r = 3: 


nil f + 13 a + 1 , 1 6 /' a-1 

y a‘-6a» + 6a» + 4a-8 Vci-W+l) *• 

Demnach handelt es sich weiterhin nur noch mn die Auswertung des Integrals: 

/ a; — 1 

^ auseinandergesetzte Verfahren anzu- 
wenden Itoter u(a) wd dah^nunmehr a-1 und unter t;(a) das Produkt 
(a:-2)(a+l) verstanden. Wieder ist A = 2, da v(x) den Faktor x~2 hat. 
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Weil aber dieser Faktor nur einmal auftritt, ist jetzt r = 1, und ( 2 ) gibt 
<p{x) = a;-f 1, also (/i) = 9 ) (2) = 3. Da ferner u (h) == w(2) = 1 ist, gibt (3) 
die Konstante k = Weiterhin wird u{x) — k(f){x) gleich f a; — nach (4) ist 
daher ^P(x) = Mi thin liefert (5) jetzt: 

V (x) X — 2’^ ’X + i ’ 

Also ist; 

= y In (* - 2) + |- In (X + 1) + konst. 

Einsetzen dieses Wertes in ( 11 ) gibt schlieUlich: 


a:® — 6 + 13 05 4" 1 

— 5a;® + 6a5^ + 4a; — i 


■ 27x‘^ 2)’> + f In (® - 2) + I In (x + 1) + konst. 


Das auf der Reduktionsformel (9) beruhende Integrationsverfahreii 
hat aber noch einen Mangel. Dies zei^ die Anwendung auf das folgende 
Beispiel. 


2 . Beispiel; In 

-dx 

J a x^ + bx + c 

seien «, a, 5, c Kenstanten. Insbesondere sei a 4 = ist v (x) die quadra- 

tisfche lAmktion hx-{- Cy die nach (2), S. 110, gleich Null wird fur die Werte 

~(-b± VW- iac) 

von X. Bezeichnen wir diese Werte mit hi und h^, so hat also v(x) die Form: 
v{x) — a (x — hi) {x — /ig) . 

Zunachst wollcn wir annehmen, dafi hi von /ij verschieden sei, d. h, daB 
5® — 4 a (7 4 = 0 sei. Wird dann hi als die beim allgemeinen Verfahren mit h be- 
zeichnete GrSfie benutzt, so ist r =» J., da der Faktor x = hi in v (x) nur einmal 
vorkommt. Ana (2) ergibt sich (a;) === a (a; — h^), Demnach ist jetzt (p (h) der 
Wert a (hi — h^)^ so daB (3) wegen u (x) ^ a x liefert: 

« hi -h /? 

- - - Q • 

Die Funktion u(x) ^ k ff{x) ist jetzt: 

aX’^ ^ — ka(x^ht) Oder -- ^ (a; _ ji ^) , 

hi — n* 

Demnach gibt (4) als Wert von ^k{x) jetzt die Konstante: 


so da 6 (5) so lautet: 


^li(x) = 


€t ht + /9 
hi^h,^ 


w (a!) _ a hi + ft 1 (th^ j-ft 1 
V (a;) tt (hj “* hj j* x hi ct (hi ■”*" ^ 2 ) x •*“* hg 
Demnach kommt: 
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+ ^ dx= ln(,x-K)- 4r^ In (* - *.) + konst- 

^ 4 iic^ 4 “&aj“l“C ct (Ai — ^2) ^ (^1 “ ^2) 

Setzt man hierin die oben angegebenen W'erte von und ein, so ergibt sich: 


( 12 ) 


/- 

J a 


aX”\~ ^ ^ 

+ l)X-\‘ C 


- \ Jn {2 ax + &— )/&2-.4ac) 

\2a 2a]/h^-^acj 

+ ! . £ 5 _ ~ ’i U\ ln(2aa; + J + yW^AI'c) + konst. 

\2 a 2ay — iac) 


Allerdings erscheinen die Numeri der Logarithmen eigentlich zunachst noch mit dem 
Nenner 2«. Da aber 

- 2 a a; + & — I /&2 — iac , i i/ts — \ 1 \ 

In ^ ^ — \n(2 ax I — V i ac) — In (2 a) 

2a 

ist, leuchtet ein, daB dies nur auf die Addition von Konstanten hinauskommt, die zar 
willkiirlichen Integrationskonstante geschlagen werden konnen. 

Wie gesagt, gilt das Ergebnis nor im Fall — 4 a c 4 = 
die Ldsungen hi und der quadratischen Gleic-hung a hx-^ c = 0 nicht reell 
sind, d, li. wenn &* — 4 a c < 0 ist, kann man (12) in dieser Form nicht gebrauchen, 
da ^ann die Numeri der Logarithmen die Form iq haben, wo p und q zwar reell 
sind, aber i die imaginare Quadratwurzel aus — 1 ist. Derartige GroBen p-^ iq heiBen 
bekanntlich komplex oder auch, weniger genau, imaginar. Man nennt sie rein ima- 
ginar, wenn p = 0 ist, d. h. w^enn sie die Form iq haben, wo q reell ist. Wir haben 
gar nicht erortert, was unter dem natiirlichen Logarithmus einer komplexen GrdBe 
zu verstehen ist; dies zu tun, wiirde uns auch zu weit fuhren. Deshalb schlagen wir 
im Fall 5* — 4 a c < 0 oder also 4 a c — > 0 einen anderen Weg zur Integration 

ein: Indem man die bekannte Erganzung von ax^^^-hx zum Quadrat (S. 107) aus- 
fiihrt, kann man den Nenner des Integranden so umfonuen: 

ax^ -{''hx‘\rc — a{x^-{-^x)-{-c 




a;2 -j — a; 4. .. 
^ a ^ 4 


\ 

iaV 


® + §“al + 


4 - c- 


4a 


Man beachte, dafi die hier auftretende Quadratwurzel wegen 4 a c — > 0 reell ist. 

Nun fuhren wir 




• 2 a a: 4- 6 


2 a y4ac — ¥ 

als neue Veranderliche ein. Dann geht der Nenner des Integranden offenbar in 
(4a c — ¥) ( 2 ^ 4 - 1): 4a iiber. AuBerdem ist 

2 1/4 a c — J® — & 


X — 

so dafi kommt: 


2 a 


also 


dx = 


yi a t 




dz , 


J ax^-\-lz-\~c J \a + 1 ay4ac - 62 2 * 4 - 1 / 
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ihts stehende Integral laJQt sicli zerlegen in 

2a/g8+l aViac-l^J g* + 1 
her sofort auswexten: 


In ( 2 ® + 1) H arC tg g -f konst. 

2a al/4ac-J* 

wir bedenken, daJB der Numerus g* + 1 des Logarithmus bis auf einen 
ten Faktor gleich a a;* -f J a + c ist, der konstante Faktor aber mur 
constanten Summanden ira Ergebnisse liefert und diesei Summand zur 
ichen Integrationskonstante geschlagen werden kann, erkalten wir scMieB- 
rch Einfuhrung von x statt z: 


[/; 


ax-ir ^ V 

ax»-+T¥T^ dx = ^ In (ax* + 6x c) 

. 2 a — « 5 . 2 a a; -f b 

+ aictg 


a y4 a c 


■ b» 


’ ]/4ac-¥ 


• konst., 


war gilt diese Formel im Fall 4ac--‘b*>0. 
sklieBlich ist noch der Fall 4ac — b* == 0 zu erledigen, d.h. die Annakme zu 
, daB die quadratische Grleichung aa^ -\-hx+ c zwei gleicke Ldsungen babe, 
mit h bezeichnen, ntolich A =* — b: 2 a* In diesem Fall mrd der Nexmer t;(a) 
a(a; — b)*, so daB die in der allgemeinett Batrachtung anf S. 604 mit r 
lete Zahl gleich 2 ist. A us (2) folgt (f (x) == a, aus (3) folgt Jk = («h-f ^) : a, 
u{x) — k<p(x) gleich a{r - A) wird. Aus (4) geht mithin }p(x) = « 
Somit gibt (5): 

« (as) (th -h 1 . « I 

v (zj ^ a (a: — b)* a x-- h' 

kommt: 


f: 


a 3> ^ 

a z® -f b a 4- c 


dx 


— -1- ~ In (a — A) -1- konst. 


lich wird A = — b : 2 a eingesetzt. Der dann im Numerus vorkommende 
2 a gibt nur zu einem konstanten Summanden AnlaB, der zur willkilrlicben 
tionskonstante geschlagen werden kann, so dafi hervorgeht: 


/; 


« a “j- /S 
a a® 4- b a + c 


dx • 


zHTh + 4 1 M 2 «* + 6) + konst.. 


wat gilt diese Formel im Fall 4 ac— i* = 0. 


1 diesem Beispiele konnten wir di e Schwierigkeit Uberwiaden, 
sich dutch nicht reelle LSsungen h der Gleichung 
=0 einstellen. Ehe wir zejgea, daB man diese Schwierigkeit 
iSberwinden kann, soli jedooh noch dargetan werden, wie sich 
tidergebnis der Integration einer gehrochenen Pmibtion M(aj):w(a;) 
tet, wenn man das zu Anfang dieses Paragraphen auseinander- 
te Reduktionsverfahren wiederholt anwendet, bis man alle L6- 
1 der Gleichung n*** Grades v (a:) = 0 aufgebraucht hat. 

I eif crs , Xebr touch d« Math«mhtik. 89 
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Dabei ist einiges iiber die Losungen einer Gleichung Grades vor- 
auszusehicken: Auf die Frage, ob irgendeine vorgelegte Gleichung 
Grades 

H h «2 ^ = 0 

Uberhaupt Losungen x hat, sind wir bisher garijicht eingegangen. Wie 
auf S. 109 bemerkt wurde, kann man diese Frage bejahen, wenn der Grad 
n der Gleichung nicht groBer als 4 ist. Was dagegen Gleichungen von 
hoherem als viertem Grad betritft, so ist die Beantwortung der Frage 
keineswegs leicht. Der groBe deutsche Mathematiker Gauss (1777—1855) 
hat im Jahre 1799 den ersten Beweis dafur gegeben, daB in der Tat jede 
Gleichung n*®" Grades mindestens erne Losung hat, aber diese Losung 
braucht nicht reell zu sein. Auf den Beweis konnen wir nicht eingehen, 
da er zu schwierig iSt. Wir miissen den Satz aber trotzdem benutzen. 
Ausnahmsweise stutzen wir uns also hier auf eine Tatsache, deren Beweis 
auBerhalb der Grenzen liegt, die \sdr uns ziehen miissen. 

Unter v(x) war obeneine ganze Funktion Grades verstanden. 
Wir nehmen jetzt also an, daB h eine Losung der Gleichung Grades 
?;(ir)=0 sei, d. ii, daB die Funktion v(xl nach Satz 5, S. 102, in 
das Produkt aus x—h-^ und einer ganzen Funktion (n— 1)^®“ Grades 
zerlegbar sei. Nach dem Satz von Gauss hat nuri aber auch die 
Glei’chiiiig, die durch Nullsetzen dieser ganzen Funktion (n— 
Grades entsteht, eine Losung A 2 , d. h. von der ganzen Funktion 
(n — 1)^®^' Grades kann nach Satz 5, S. 102, der Faktor x — \ ab- 
gesondert wcrden. Demnach hat v (x) selbst die Form des Produktes 
aus (a? — 7«i) (r — /^ 2 ) ganzen Funktion (n — 2)^®“ Grades. 

So kann mail weiterschlieBen. Durch wiederholte Anwendung des 
Satzcs von Gauss geht also hervor, daB v{x) das Produkt aus n 
Faktoren x — hi, x , . x — h^ und einer ganzen Funktion nulltcn 

Grades, d. h. einer Konstanten a ist: 

(15) v{x) = a (x — hi) (x — Ag) • • • (^ — ^n) • 

Die Konstanten hiJi^^.-hn sind Losungen der Gleichung Grades 
^(rr)=0, und zwar alle ihre Losungen. Jede ganze Funktion 

Grades ist nach (15) ein Produkt von n linearen Funk- 
tionen mit einer Konstanten. Die Zerlegung (15) von v(x) kann 
man aber niir dann wirklich austuhren, wenn man alle 71 Losungen der 
Gleichung Grades =0 berechnet hat. 

Unter den n Losungen hi, . . . /^n Gleichung w*®" Grades 
u (£c) = 0 konnen ubereinstimmende vorhanden sein. Wenn z. B. 
Aj =^2 = . . . =r.]i^ ist, aber alle ubrigen Losungen h^^^i . s .h^ von hi 
verschieden sind, IieiBt hi eine r-fache Losung. In diesem Fall IfiBt 
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sich von v (x) der Faktor (x — absondern. (Auf S. 604 batten wir 
also angenommen, dafi die dort mit h bezeichnete Losung z-fach sei.) 

Die Lbsungen der Gleichung w*®" Grades v (x) — 0 brauchen nieht 
reell zu sein. Wir wollen annehraen, daB x=p-\-iq eine komplexe 
Losung sei, d. h. daB p und q reell seien, wahrend i = [/ — 1 ist. Da 
V (x) die Form + a„_i a;"“* + . • - hat, ist dann 

a.. iP + i <lT + ««-i iV +■ + . - . = 0 . 

Rechnet man die Potenzen aus, indem man dabei davon Gebraueh 
inacht, daB — —1 ist, so bekommt man links reelle und mit i 
behaftete Glieder, also im ganzen einen Ausdruek von der Form 
jP + iQ, wo P und Q reell sind. Da nun P + iQ =0 sein raufi, ist 
einzeln P=0 und Q=0. Mithin ist auch P — PQ=0. Aber 
P — iQ geht hervor, wenn man x =p — iq in die Funktion v(x) 
cinsetzt. Also ist auch p — iq eine Lbsung der Gleichung v(x)=0, 
d. h. : Wenn eine Gleichung Grades die komplexe 
Losung p+iq hat, kommt ihr auch die Lbsung p—iq zu. 
Man neunt GrbBenpaare von der Art p -\-iq und p — iq konjiigiert 
komplexe GrbBen. Ihr Produkt ist reell, nSmlich gleich p^ + qK 

Wenn nun p+iq die mit \ bezeichnete Lbsung und p — iq die 
mit ^2 bezeichnete ist, hat v{x) nach (1,5) die Form 

v{x) — a(a; — p — iq)(x— p +iq) (x—h^)... (x — h-n) 

= a [(x - pf + q^} (x—ha)...(x— *„) . 

Sondern wir den reellen Faktor (a; — pf + q^ ab, so kbnnen wir fiir 
das tJbrigc dcnselben SchluB machen. Falls also eine komplexe 
GrbBc ist, muB die konjugiert komplexe GrbBc unter hf . . h„ ent- 
hal ten sein, usw. Daraus folgt: P^alls eine gcrade r-fache 

komplexe Lbsung eincr Gleichung n‘™ Grades ist, kommt 
der Gleichung auch die konjugiert komplexe GrbBep — 
als ebenfalls geradc r-fache Lbsung zu. 

Zunachst werde angenommen, daB die Gleichung n‘''" 
Grades «(a:) =0 lauter einfache Lbsungen, d. h. « vnrschie- 
denc Lbsungen babe. Alsdann mag das allgcmeine 

Integrationsverfahren, das auf S. 604 u. f. auseinandergesetzt wurdc, 
damit begonnen werden, daB hi als die dort h genannte Lbsung 
benutzt wird. Da der Faktor x — hi nur einmal in v(x) steckt, 
ist die Zahl r der Formel (2) gleich Kins. Mit Riicksicht auf (15) 
kommt also: 

<f' (t) = fl — h ^ . . . (a: — /(„) , 


39 ' 
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so daJS (5) gibt: 

«i®) _ h I (a) 

V (3?) X Aj x ( X — “■ 

Hierin ist die in (3) mit k bezeichnete ron NuU verschiedene 
Konstante und ip (x) eine ganze Fiinktion vom hochstens (n — 2)*®“ 
Grad, die keinen der Faktoren a: — Aj, . . . a: — enthalt. Man kann 
daher eine entsprechende Umformung mit dem letzten Glied dieser 
Gleichung vornehmen, wenn man unter h die Grofie versteht. 
So kommt, indem k^ eine von Null verschiedene Konstante und 
X(x) eine ganze Funktion vom hSchstens (n— 3)*®“ Grad bedeutet: 

h _| X (a:) 

o (a — A,) ... (x — A„) X - a(x — h^) . . . (x — h„)’ 

d. h. nach Einsetzen dieses Wertes in die vorhergehende Formel: 

“(^) ^ h , h J x(^ 

v(x) x — ht' X — hx' a (x — h^) . . , {x — hn)' 

Da man in derselben Weise fortfahren kann, ergibt sich schliefilieh: 
Falls die Gleichung Grades t!(a:)=0 lauter einfache LC- 
sungen ^ 1,^2 • ■ • bat, ist die nicht zu kiirzende gebrochene 
Funktion u{x):v{x), deren Zuhler von niedrigerem Grad 
als der Nenner sei, in der Form darstellbar; 


( 16 ) 


«(g) ^ fei A, I K 

V (£c) X — ‘ X — » • * • ' ^ > 


wo fci, von Null verschiedene Konstanten sind. 


Man nennt dies die Partialbruchzerlegung der gebrochenen 
Funktion. Wirklich ausfiihren kann man die Zerlegung allerdings nur 
dann, wenn njan alle Losungen der Gleichung w*®" Grades u (a:) = () 
kennt. Die Konstanten k^...k„ lassen sich dann auf Grund der 
Formel (3) berechnen. Aber bequemer und leichter dem Gedkchtnis 
einzupragen ist folgende Art: 

Multiplikation von (16) mit x-\ gibt, da v(x) nach (15) das 
Produkt von a mit (a — * 1 ) ... (a; - A„) ist: 


“ (^) 

a{x — A,) ... (a: • 




WO im linken Nenner sowie in den Nennem. die in den eckigen Klammern 
enthalten sind, x-h^ nicht vorkommt. Da nun, falls die Konstanten 
ki, k ^ — fc, richtig nach (3) berechnet worden sind, die Gleichung 
fur alle Werte von x gelten mufi, besteht die Gleichung auch ftir 
X Weil dann das letzte Glied Avegen des Faktors x—h, gleich 

Null wird, kommt also: 
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ist ki bei-echnet. In entspreehender Weise findet man h^. . . 

I^iegt das Integral 

r — X — 15 , ^ 

y ic® — 4 a:* ~ aj -h 4 

rkt^wit naa^n. leicht, dafi t;(aj) oder — 4 a:® — a; + 4 f iir ac == i ju 
riin mwi ^ ^ dividiert. geht --.3a; -4 hervor, und dies 

gleicli Null ftlr a; = 4 und a; = — 1- Demnach ist: 

a::® — 4a;® - a: -f 4 = (« - 1 ) ra; - 4) (a: 4- 1) . 

i.1 lirufliitri^gung (16) muB daher so aussehen: 

4: a:® - a; ^ 16 h K 




-f 


1) (a; - 4) (a; + 1) ' a; - 1 a; — 4 a + 1 

i woch tile Werte der Konstanten k^ zu ermitteln. Multiplikation 

X X ^ibt: 

r fc, k, 1 

(X — 4) (a + 1) h + (.x 1) [a; _ 4 + a, + ij • 

iUfi HIM iiisX>6soiid6r6 x = 1 an, so kommt 


• 12 


= ^1, 


d. h. 


- 3.2 

bt Mill tipi iJteetion von (17) mit x — 4: 
4 a:* — x~15 


Atx 


Cx — X) (X + 1) 

X •• 4 liefert also: 

46 

3.5 “ 


: /:* + (x 




X + ij' 


k ^ , d. h. k^ ^ ^ • 


fibl Mititiplikatioii von (17) mit x -f- 1: 


(» ~ a) (« - 4) 
^nnahme » = — 1 liefert: 

- 10 
2.j6 

iiit**** die S!orl«gung (17) so: 

4, a* - 15 

— 4 a:* — a: + 4 


d. h. 


• 1 . 


_2_ , _3 !_ 

: — I’^a: — 4 a:-hl’ 


It; 

I at* - a 

r 4 ' i « 


-15__ da: = 2 In (a: - 1) + 3 In (a: - 4) - In (a: + 1) + 
* -4- 4 . 


konst. 
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Falls die Gleichung Grades v{x)=0 lauter einfache Lfisungen 
hat, ergibt sich wie in diesein Beispiel allgemein durch Integration 
von (16); ^ 

<“) = 

hlnix — h^)+]c^]n{x — h^)+...+ (x — hj + konst. 

Wenn aber h^, h^. . .Ji„ nicht durchweg reell sind, ist diese 
Darstollnng unbrauchbar, da dann Logarithmen mit komplexen 
Numens auftreten. Nehmen wir z. B. an, da6 \ komplex, also von 
der Form p iq sei. Nach dem oben Auseinandergesetzten ist 
dann erne andere Losung der Gleichung v(x)=0 die koniugiert 
komplexe Grofie p~iq. Wir kSnnen sie als die LCsung h, benutzen. 
Wenn man nun nach dem auf S. 612 u. f. angegebenen Verfahren 
die zugehorigen Konstanten und Jc^ berechnet, findet man, dafi 
sich die Ergebnisse nur durch das Vorzeichen von i unterscheiden, 
d.h.; Auch fiir fci und gehen konjugiert komplexe Werte, etwa 
die Konstmten x + i2. und x—i2. hervor. Die beiden ersten 
Glieder rechts in (16) sind dann: 


(19) * + , x-ik 

x-p-iq' x-p + iq' 

Bringt man. sie auf einen Nenner, so wird ihrc Summe reell: 


2x(x — p) — 2Xq 
{x-pf + qi '• 

Nach (16) ist also jetzt: 


■J oCx) 


dx = dx 


-[- ifca In (a; — hg) H 1 - k,^ In (a: — h„) + konst. 

Das noch auszuwertende Integral rechts ordnet sich dem unter (13) 
mi 2 Beispiele berechneten Integral unter, da hier wie dort der Nenner 
des Integranden nur fur komplexe Werte von a: gleich Null wird In- 
dem man also wie auf S. 608 die neue Veranderliche 


einfuhrt, findet man: 



/ 


2x(x — p) 
(®- 5 


^dx 


: « In (z^ +1) — 2 A arc tg s -j- konst. 


— « In [(a:— p)2 + g*] _ 2A arc tg +• konst. 

In dieser Weise kann man, indeiii man die auf konjugiert komplexe 
Losungen voni;(a:)=0 beziiglichen Glieder der Partialbruchzerlegnng 
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(16) paar^eise zusapimenfafit, das Ergebnis der Integration von alien 
imaginaren Bestandteilen frei machen. 

Bisher liaben wir angenommen dafi die Gleichung Grades 

1*1"" ? J*’**®*' Ldsungen habe. Wenn dagegen eine 

r-fache Losung h vorhanden ist, also etwa \ ...h samtlich den- 
selben Wert h haben, treten an die Stelle der r ersten Sumraanden 
in der Partialbruchzerlegung (16) andere. In diesem Pall ist namlieh 
v(x) =^a(x~hy 

also nach (2), S. 604, die Funktion 9 (z) gleieh a(x -{-h, (x — JiA 
so dafi (5) gibt : 

“(a:) _ , ifrCa) 

V {xj (X - hf a (a: - hf-^ (x - . . . (x - /jJ * 

Hier kann man den letzten Summanden entsprechend behandeln, denn 
sein Nenner stellt, gleieh Null gesetzt, eine Gleichung (m— 1 )*“ Grades 
dar, die h als (r — l^fache Losung hat. Aber man mu 6 bedenken, daU 
der Zahler y) (x), -wie schon auf S. 60& bemerkt mirde, ebenfalls den 
Faktor x — ik einmal oder mehrere Male aufweisen konnte, so daB sick 
der Bruch mit ihin. kiirzen liefie. Nimmt man an, daB dann der Nenner 
x — Ji .nur noch in der s*™ Potenz statt in der \r — l)*«>' enthaJte, so 
kann man die gebrochene Funktion in derselben Art wie M(a:):i;(a:) 
umformen; nur tritt eine ganze Zahl s < r an die Stelle von t. Dem- 
nach bekommt der letzte Summand die Gestalt; 

I 

(X — A)’ a (a: - A)*“^ (a: - . . . (x - 7i„) ' 

Wir erhalten daher 


^ I L ^ 

V (a;) {x — JiY (x — hY a{x-~ liy~'^ [x — ... (re — 


Indom wir in derselben Weise weiterschlieBen, bis der I^enner des 
letzten Summanden gar keinen Faktor x—h mehr aufweist, iiber- 
sehen wir, dafi sieh schlieClich als allgemeine Formel ergibt: 


( 20 ) 


u (x) ^ k 
V (x) (x — hf 


ko nst. , konst. , 

{X- 


konst. 

x" h 


+ 


CJ (x) 

a(x- . . . (x - A,) ’ 


WO (o(x) eine gauze Funktion von niedrigerem Grad als der zugehorige 
Neimer ist und keinen der Nennerfaktoren bis x~hn enttalt. 

Die Konstante Jc ist von Null versehieden, die iibrigen Kon- 
stanten dagegen kdnnen auch den AVert Null haben. Der 
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letzte Summand in (20), dessen Neimer fur gleich 

Null ist, wild weiterhin nach dem allgemeinen Verfahren umgeformt. 
Man sieht also: 

Wenn unter den n Losungen \ der Gleichung 
fiten Grxades v(x)=0 eine r-faclie vorkommt, also etwa 
samtlich denselben Wert haben, dagegen 
Af+i. . nieht, tritt in der Partialbruchzerlegung (16) an 
die Stelle der r Summanden 

I h I I 

X — \ ^ X r • - • + X — hr 

eine Summe ron der Form: 


konst. 


(21) - ^ -P ^ 

(x ~ hy (x — hy^ x — h 

wo die Konstante k von Null verschieden ist. Das uber die 
Summe (21) erstreckte Integral laBt sich ohne weiteres ausrechnen. 

4. Beispiel: Der im 1. Beispiel vorjkommende Integrand zerlegt sich so: 


— 5 rr* 4- 13 a; + 1 




. +■ 


i 


a:* — 6 + 0 4- 4 a: — 8 (a: ~ 2)® ' a; — 2 a: 4- 1 

Die Gleichung — 5a:®4-6a;®4“4a;--8==0 hat namlich die dreifache Losung 
a; = 2 und die einfache Losung a; = — 1. 

Die betrachtete r-fache Losung x = h von v(x)=0 kann nun 
die komplexe Form p +iq haben. Nach dem oben Gesa^en ist 
dann aueh die konjugiert komplexe Zahl p-iq eine r-fache Lbsung. 
In der Partialbruchzerlegung (16) von u(x):v(x) treten also jetzt 
nach (21) an die Stelle von 2r Summanden Glieder von der Form: 


+ 


{x -^p — iq) 
I 


rr + 


konst. 


(x 


(x — p-\-iqY (a; — p 4- i qy i 


- P - i^y 

konst. 


?-! + • - 


konst. 


x-^p-^iq 

konst. 


Md fur die konstanten Zahler in der ersten Zeile ergeben sich komplexe 
werte aus denen die entsprechenden konstanten Zahler in der zweiten 
Zede he^orgehen, wenn man i durch - i ersetzt, so daB wieder ’ 
entspreehende Zahler konjugiert komplexe Zahlen sind. DaB infolge- 
essen le ejden rechts zuletzt stehenden Summanden zusammen 
emen reellen Bruch liefem, dessen Integration ausgefuhrt werden 

Betrachtung der Summe (19) gezeigt. 

h&here Potenz vorkommt. Dabei genugt es, die beiden ersten 


§ 3. Besondere Iniegrationsveridhren. 


617 


Summanden zu nehmen, wo k=x+iX und l—H—iX sei. 
lauten so : 

{x-p-iqf (x-p + i qf ' 

Hire Integration tragt zum Werte des Integrals 


die Summanden bei: 



z 


Sie 


X i X. 1 % — { X 

r—l {x^ <p r — 1 (a: — p 4- i r/f 

Sie sind zwar einzeln nicht reell, aber ihre Sunime ist reell, denn wenn 
man sie auf einen Nenner bringt, kommt: 

_ ™ L + i X.} (a: - p 4 i gy— i 4 (?<r- ^ ^ 

r'-f ' + • 

Hier ist der Nenner reell, und beim Ausreehnen der Potenzen im 
Zahler heben sich alle mit i behafteten Glieder fort, weil der zweite 
Summand im Zahler aus dem ersten entsteht, wenn man i durch — i 
ersetzt. Mithin bekommt man. sehliefilich stets ein reelles 
Ergebnis. 


5. Be is pi el: Liegt das Integral 


/, 


d X 


vor, so ist t?(x) « (a;® "4 1)® = (x — iy (x 4- 7')®, <L li. die Gleicbung 4. Grades, 
t; (x) ■« 0 hat die Doppelldsungen x i und x — i Die DoppellSsung i lielert 
nach (21) fdr die Partialbriichzerlegiing zwei Glieder von der B’orm 


k j^nst. 
(x — if 


die Doppelldsung i zwei Glieder von der Form 

I konst. 


Dabei sind k und I konstant. Die Partialbruchzeriegung des Integranden muB also 
so aussehen: 


/ 22 \ , 1 ^ 4 . ^ jL 

(a; « - t)® (x 4 if {x - if (x + iy x — i a: 4 i ' 

Dm k zu berecbnen, multipliziert nitan mit (x i)* und setzt dann a? woduroh 
— j » k hervorgeht. Entsprecheail ergibt sich I m — J. Nach (22) ist deshalb 

konst. _ 1 ^ _ 4 . 1 

a; — i ® 4, 1 ““ 4 i)® 4 (x — tj® ' 4 (35 4 W ' 
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Bringt maa die Brflehe rechts auf einen Nernier, wobei sich a: ~ i und a: + i einnwl 
forthebt, so kommt: 

konst. konst. ^ _ L-... 

X ^ i X i 2 (a; — i) (x -jr i) 2 (k® 4- 1 ) 


Mithin baben wir als Gleichung (22) ; 

1 „ 1 . 

(aj® + 1)® 4 ’ (a; 

Die Integration liefert zunachst; 

dx 1 1 


if 




(x + if 


>'(ia + f) 




{x^ + 1)® 


1 

4 


■ + 


4 as -h ^ 


4 i arc tg a 4 konst. 


Die beiden ersten Summanden rechts verlieren das Imaginto, wenn wir sie zu einini 
Bruch vereinigen. So kommt schliefilich: 



dx X 

4 1)® ~ 2 (as® 4 1) 


4 i arc tg a; 4 konst. 


Das yorhergehende lehrt; Man vermag eine gebroch6B0 
Funktion zu integrieren, sobald man s^mtliehe Werte der 
Veranderlichen anffinden kann, fiir die der Nenner der 
Funktion gleich Null ist. 


6. Beispiel: Bei einer chenaischen Eeaktion mdgen sich von zwoi Sto^en» 
die A und B Gramm betragen, je a Gramm des einen mit h Gramm des andern ver- 
binden. In i Sekunden seien x Gramm der Verbindung entstanden, wozu ofenbar 
a a;; (a 4 1) und ^a;: (a 4 h) Gramm der einzelnen Stoffe verbraucht werdeih dai 
zur Zeit i noch 


a X 
a 4 & 


und 


B - 


hx 

a 4 & 


Gramm von beiden Stoffen vorhanden sind. Geschieht die Keaktion so, daB belde 
Stoffe in vollige Beriihrung miteinander kom’men, ohne beachtliche WErme %u int- 
wickeln, so dWen wir annehmen: Diejenige Stoffraenge dx der Verbindung, di© ilch 
iin Zeitteilchen bildet, ist proportional zur Zeit dt und zu den beiden Stol* 
mengen (vgl. 7. Beispiel, S. 293), also: 




hx \ 

a4 rj 


di, 


wo c eine dem chemischen Vorgang eigentUmliche Konstante ist. 
GroBe 


dx 

JT 




hx \ 


Man nennt dk 


die Beaktionsgeschwindigkeit. Da sich die Formel auch so schreiben lEBt: 


dx 


.4 (oi 4 ^) 


]h^] 


aic 

(a +W 


dt. 
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gilt fur die Zeitspaime von i^o bis die Formel : 




B (a +h) 
h 




weim Xq und a;i die zu den Zeiten vorhandenen Meiigen der Verbindung 

in Grammen bedeuten. Der Nenner des Integranden wird gleich Nall fiir die 
Werte von x : 

}i = (a -f- ^ _ B {a ~\-b) 

^ a ' * h ' 

Nach ( 16 ) gilt daber eine Formel; 


r i(«+i)ir B(a+h)'\ " A(a+h)'^ B(a+J)’ 

r" T—J “--6 

vco 7 i\ und l{.i Konstanten sind. Man findet 

^ a b _ — ab 

{a-^l){Ab- Ba) ^ ~ (d -[■ b) {Ab - B a) ’ 

so dai$ das imbestimmte Integral gleich 

___£L__ In a^e-Aia+h) , ^ 

(a + b) {Ab Ba) & a? — B (a -f 

ist, Demnach ergibt sich: 

a,b fuajj — A [a , nu?o — A { o> ^ ah e /j ___ ^ \ 

(i & — B d) ^ aJi - B (a -f &) * ~~ B (a -f- b)\ (a -h b)^ ^ ® 

Man kann die tiber die Reaktionsgeschwindigkeit gemachten Annahmen duxch Yer- 
suclie prttfen, denn der aus dem Yorhergehenden folgende Wert 

a4- & 1 r ^ ■ + &) . ftagp- Aja^ 1>) 1 

“ jy—S'l ’ \ -lo ^ Ibxd-B (a-^-b) * bx^- B(aA-b) j 

mxiB konstant sein, welche Zeitspanne — (q man auch wiihlen mag. Die Mengen Xq 
wnd a*!, sind zu don Zeiten messen. 

Maiiehe Jntegiale lassea sich rationalisieren, d. h. durch 
Buiiiflihrang geeigneter neuer VerSnderlicher auf Integrale yon ganzen 
od[«r gebrochenen Funktionen zuriiekfiihren. Wir geben einige Klassen 
von solchen Integralen an: 

Enth&lt der Integrand auBer ganzzahligen Potenzen von x noch 
Wnrzeln von x, so fdhrt man als none Veranderliehe eine solcne ge- 
brochene Potenz von x ein, von der alle vorkommenden Wnrzeln ganz- 
zahlige Potenzen sind. Kommt z. B. die Quadratwurzel und die e 
Wurzel von z vor, so setzt man die (2.3f oder 6^^ Wurzel von a: gleich 
einer neuen Vertoderlichen z. 


h = T-- 


id+h)(Ah-Ba) ’ 


4- konst 
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7. Beispiel: 


Pl±lJLdx=> ^ 

y X 


3 

dl2f = f -f 4 s’ = 4 £C ® -4- f £K |/iB . 


Enthalt der Integrand die Veranderliche x imr in der Funktion 
so setzt man Dann kommt: 

8. !@eispiel: 

f dx 1 /• i 2 1 , 1 . 

ilj:ir=7«^ctg2=-arctg««.*. 

1st der Integrand eine Funktion von tga; allein, so setzt man 
tgx—z: 

// (tg k) da: =y'j^ d 2 . 

9. Beispiel: 

/iTT- - TT?r) 

s~ ^ 2 * — i In ( 1 4 - 2 *) = I tg® ojV In cos £C. 

Entsprechendes gilt f ixr Integrale von der Form / / (ctg x) d x, 
wo man etg a; = s setzt, Dagegen warden Integrale von der Form 
/f(mix)dx mi ff (qob x)dx dnreh Emfiihrung von sma ?=0 oder 
cos a; = 2 ; mit einer Quadratwurzel behaftet werden. Denn wenn z. B. 
2: = sin a; ist, wird dx ==zdz: yi — . 

Man kann aber, wenn der Integrand nur die goniometri- 
sehen Funktionen von x enthalt, die Substitution 

(23) tg i a; = z 

machen, urn das Integral zn rationalisieren. Denn dann ist 
nach Satz 17, S. 412. 

(24) 8ina: = .j^, cosa; = j— , tga: = y^, ctga:=:-i^ 

and auBerdem: 

(25) 

80 daB keine Quadratmirzeln anftreten. 

10. Beispiel; Wenn a Bnd h konstant sind, ist: 

y * dx /* d 2 1 1 

57iiF-i-6(H-cos*) “/S7+? J)= -ln(fltg J*+ 1 ). 
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HEufig kommt das Integral 

J = f 

J y« a:® -f- 5 a; -j- 0 

vor, das ebenfalls rationalisiert werden kann. Zunadistist 


a + 6 a: + c = a (a; -1- ^ 

Setzen wir x + (b:2a)=z, so kommt 

J = /■ , 

J Maz^+k 

wenn die Konstante (4ac— P):4:a mit Jc bezeichnet wird. Um die 
Quadratwurzel zu entfernen, fuhren wir die neue Veranderliche 


ein. Dann wird; 


y fl ~j” k 


Z . J— y, , dz -= d t , 

so daB kommt: 

J ^ f 

Dies Integral ist nach dem 2. Beispiele z\i behandeln. So findet man: 

J sss /* ^ ^ 2 ft a; “f" h “f" 2 jj/ a h x c 

J ya a:^ 4“ & a; + c 2 )/ a 2 a a: 4 & — 2 j/ o’ 

y a aj^ 4 ^ ^ 4- <7 

fiir « > 0 , 


) A-^.= =A V6a:.+ c, 

y “ A arct 2 g a; 4 h ^ 

J ]! a •i'hx “4 c y — a ' 2 y — a y ax^ -flf x 4“ a 

fiir a < 0 , 

Auf das Integral J lassen sich alio Integral© von der B'onn 

f \r - V -r T ■ = dx und C V d x , 

J Jai + c ,/ 


in denen n eine ganze positive Zahl bedeutct, zurUckfiihrcn. 
Die dazu nbtigen Reduktionsformein gewinnt man so: Zur Ab- 
kttrtzung sei 


R = aa:* + ba; + c 
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gesetzt. Dann ist nach der Produktregel 


(n — l)x” ^ R I x” ^(ax+ }J>) 

^ ■ Mr ^ yt ■ 

ergibt sich, wenn man reehts im ersten'ZShler fiir R den. Wert 
ax^ -{-ix +e einsetzt: 

Hieraus folgt durch Integration : 

x^-\MR=naf^dx + {n-i)}>f lx + {n~l) dx, 


mithin; 


(27) /'~da: = — ®"~‘yi? — — /~dx. 
^ ]/j? no 2n 0 -' VR n a-' MR 

Setzt man nun nacheinander w =1, 2, 3 ... , so ergibt sich: 


j 



usw., so daB man allc diese Integrals wegen (26) berechnon kann, 
I^ Integrate von der Form f x^^Rdx lassen sich, woil \/R gleieh 
R : yjj ist, auf die soeben betrachteten zurUckfiihren, dcnn cs ist : 


(29) fx^ Mr dx= «/ “ dx+ dx+ cf^ d x . 

Um die Integrale 

auch fiir negative ganze Zahlen n zu berechnen, crsetzt man in (27) 
•die Zahl n — 2 durch — m, also n durch 2 — m und bringt das 
Integral links auf die rechte Scitc, dagegen das letzte Integral reehtfc* 
auf die linke Seite. Dann kommt: 
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i r ix 

cj 


(30) f - i_i Yr 

J x”'YR 

— 2 ^ ^ dx __ 2 m ~ 3 & f dx 

~ 2 m- 2 Ty ^ ' 

Wtim man mm hierin nacheinander m = 2, 3 . . . setzt, ergibt sich: 

/ i 1 ^ r dx 

<31) c X ^cJx^R' 

= /'d£C JJ& /*rfrr 

. J I/jK 9 /. -2 ^ 1/ B i/B 


<31) I CO? ’ 

j f L i ^ r 3 ^ f dx 

I y iC® j/JK 2 c 352 cj x]IR ^ cj x^]IR 

nsw* Daher lassen sich die Integrale von der Form 


J x^^^|R ’ 

W 0 m 'mm positive ganze Zahl ist, nacheinander bereehnen, sobald das 

Integral 


inisgewertet ist Dies aber geschieht so: Man setzt x^liz und 

erhftlt : 


/ dx ^ /* 

E vs ./ 


H“ + cs® ’ 


iO da8 dies Integral auf eines von der Form (26) zuruckkommt. Zu 
beachten ist dabei, dafl jetzt a mit c vertauscht ist Somit hat man: 

~ «Zr..?. {n 2 c + j^a; -f 2 yp ]/ a x^~-^ hx -\~ c ^ 

*/ I' iif 2 ]/ c 2 c 4 " & ic --- 2 y c y a 352 4 “ ft 35 4 ** c ^ 


./xV« 

dx ^ 1 ^ 2 C 4- J 35 

J xfk "■ 

Um cndlieh die Integrale von der Form 

/•v« 


fill’ c = 0 , 
fiir c < 0 . 


zu bf‘m;hm*n, macht man wieder von der Umformung YR=^R:YR 
(iebrauch, au.s dor sich ergibt:- 


k 'I J 

dx a 


f i^n I 


d x r dx 
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Hierdurch -wird das Integral auf die scion berechneten Integrale 
zuriickgefiiirt. 

11. Beispiel: Die Parabel soli von a? == 0 bis zu irgendeiner 

positiven Abszisse x rektifiziert, d. L es soli ihre Bogenlange s berechnet 
werden. Nacb Satz 15, S. 361, ist 

se 

\'^Wx^d,x 

0 

mit positiver Wurzel. Dies Integral ordnet sich der Form J ^1^ d a? fiir n ,= 0, 

<2 = 4 J = 0. e = t unter, so daB man nach (29) erhalt : 




Vl + 4k»a 




Nach der zweiten Formel (28) ist das unbestimmte Integral: 


:]/l + 4A^a:» 


8fe»y”]/l 


+ 4fc*a:“ 


somit kommt zunacbst: 




Nach der ersten Formel (26) ist ferner das unbestimmte Integral: 

r dx 1 , 2A:a:+l/IT4l^ , , 


4 7c 27fca;- 


konst. 


Wir liaben dabei ya=y4/c2 = 27; und nicht gleich gewahlt. Hatten wir 

— 21c genommen, so ware auch im Numerus des Logarithmus der ZSbler mit dem 
Nenner zu vertauschen, d. h. es hatte sich dasselbe ergeben. Nun tritt aber noch 
eine zunachst storende Erscheinung ein: Das bestimmte Integral von 0 bis x be- 
kommt den Wert: 


dx 

yi 4- 4 it* 3?* 


-i-fma 

4;c L 2 


2fcx+yr+'4fe»a;» 
2fcx- j/I+lF^ 


■In(-l) , 


wo In (— 1) nicht erklart ist. Wir entfemen dies Glied dadurch, dafi wir die DiSerenz 
der Logarithmen in den Logarithmus eines Bruches verwandeln: 

r dx ^ 1. In Vl + 4fe»x»4-2fex 

J ~4fe “yr+Ti''^- 2ftx' 

0 

Durch Erweitern des Niimerus mit ]/l + 2k x laflt sich dies weiter urn- 

formen. Dann kommt: 

= — In (VT+IFS + 2 fc s)- 

J yi + 4fe»x» 2k -r^ 


§ 4. Die Fouriersche Eeihe, 
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Nach (33) ist also die BogenlHiige der Parabel: 

« = In (]/l + 4Fx* 4- 2 jfcx) . 

Bogenlange der Arcbimedischen Spirale rr^cw, 
vgl. das Beispiel auf S. 347, ergibt (8) auf S. 593: ^ 

9 

^ ~ ^ ^ ^ ’ 

0 

wennje Bogenltoge Von der Ampl itude = 0 an gerechnet wird. Man ersetzt 
y 1 -j- durch (1 + y®) i (/ 1 T y* und bekomrat: 

0 0 

Die zweite Formel (28) gibt, wenn darin x ==* a = 1 , ft = 0 , c = 1 gesetzt wird: 
f 'VTT^ ~ i y y 1+ - i konst. 

^ M + r J 

Folglich ist nach der ersten Formel (26): 

‘ ” ^ Vfes ^ VTT^= i c In (V> + VT+“y^) + i a v> VTT^* . 


Hierbei ist die Amplitude (p im BogemPafi zu messen. 

In Tafol VII des Anhanges sind die ■wichtigeren Integralformelri 
zusammengestellt. Man m 6 ge 3 a nicht versuchen, diese Fonneln aus- 
wendig zu lernen ! 


§ 4. Die FoURiEReche Reihe. 

Hier ist die geeignete Stelle, auf die periodischen Funk- 
tionen zuriickznkonunen. Welche Wichtigkeit periodiscke Vorgange 
haben, wurde auf S. 417 u. f. angedeutet. In § 3 des achten Kapitels be- 
schaftigten wir uns in der Hauptsache mit den einfachsten periodischen 
Punktionen, den Sinusfunktionen Asin(Ba:+C), die wir geo- 
metrisch durch die Sinuswellen darsteHten und deren Ziisammen- 
hang mit den einfachen Schwingungen wir erdrterten. Nun be- 
steht ein Satz, der diesen einfachsten periodischen Funktionen eine 
viel grOBere Wichtigkeit beilegt: Beliebige periodische Kurren 
lassen sich durch Aufeinanderlagerung von lautor derar- 
tigen Sinuswellen erzeugen. Allerdings gilt dies nur unter ge- 
wissew Voraussetzungen flber die Stetigkeit und die TJnstetigkeits- 
stellen der Kurven. 

Die Betrachtungen, mittels derer man diesen Satz beweist, swollen 

S o b i f f « r fl y L«hrliocb 4. Hatbeioiillk. 40 
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wir jedoch tiiir *n wpH vrrfolgpn, clul* 6**^ •’tom He^in von 

der Saeho und von dor oinen oiunntundirhrn Srln*»rri«krii 

die itn Boweiso liegt. Wer will, kiinn «liv»vii i'ara|tr«phi’n au<li 

iiberschlagen. 

Angenommen, irgendeine periodiarh*’ Kurvp hr«v vnr itir m Fit inm 
auf 8.418, wo die Periodp gleich a i»i. I*aitii kaiin man ihr Kinhru (i,<r 
Abazissen andm und zwar »o wihipn, *I*B dvr /.alilniHrri drr I’rroHl. 
gerade gleich 2a wird. Nimml man iirtmlirh ilir rjrnr AlMii»M’nriti}mii 
so an, daS sie sich zur alien vcrhllt wir <t lu 'J.y, »•> tvrhalivn *irh die 
MaBzahlcn, ausgedrUckt in der neuen Flinheii. <u tivn alirn klaOuhlm 
wio 2a zu a; mithin bekomnit der Kndpiitiki r « dvr rr.irn iVrnnir 
in dor neuen Absziiweneinheit die Almaiaee 2.t. Iiiirrh gveiKnviv 
Wahl der Abiziseeneinheit kann tnsn demnarh tmmvr vr 
reichen, da& die Periodo oincr vorgdegivn perindiarhen 
Kurve gerade gleich 2a wird. 

Die Periodo 2a ist detbalb am liei|ueinilen. weti ain j und rm i 
naoh Satz 2, S. 384, die Perinde 2a balK*n. /war babm ig r und rig j 
die nooh klirzere Periodo a; alter «ie find nirbl uberall aiHig. und auiler- 
dem bezloht sieb der Sals, auf den wir binauakommen wollen, auf die 
Sinusfunktionen. 

Da sinz und cosz die weientliebe Periade 3a baben. kamni 
sin 2z u..d oos 2x naeh Ball 21. 8. 421, die weeentlielie IViode a 
zu, ferner ein 8z und eoi 8z die weaenlllebe halode fa. aUgemein 
sin nz und oos nc die weaentUebe Pertode Sar a. Da Mm gana- 
zahllge Viellaohe einer Periode ebenfbtla eine Period# let, babMi alao 
die Uberall stetigen Pirnktionen 


sin z, sin 2 z, tin Sz, . . . sin at, ... 
ooiz, 001 Sz, oosSz,. . . eoia#,.. . 

samt umd sondan die I^ode 8 a, waaa dtea aniib aar fttr dia Md ttt 
^en Fa^onen die woMutUeba Parioda iak. Hi«r Usfaa aaa aabmaai 
viei^nktlraen vor. Deobaib itt m idelit allaa baba, die S^anaaD 
TOwerfon, ob man njobt Jade vorgelagta Uberall atatife Faak- 

1 ohe^^Siibr P»H®da 8a iiikommt. ala aiaa aaaad- 


y («) - a + ilnz + ila8« 4- alaSf + ... 
+ftieoa» +g|eoe8* ■+. i^eeaS# 4 . , . 

KoMtantoa 

bat. die auoh alhi, »abt. itdidia pSdllS^^ 
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es, die aufgeworfene Frage nur fur die Werte von x im 
Intervalle von a ;=0 bis a:=27E zu beantworten. 

Die Untersuehung der Erscheinungen bei einer schwingenden 
Saite fuhrte in der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts mehrere Mathe- 
matiker, zunachst den Schweizer Daniel Bernoulli (1700—1782) und 
dann nameutlich Euler (S. 88 ) zu Reihen wie die obenstehende, die 
man eine trigonometrische Reihe hennt. Spater benutzte der 
franzSsische Matheraatiker Fourier (1768—1830) in der Warmethenrie 
trigonometrische Reihen. Er nahm an, daB man eine beliebig von 
r? — 0 bis a; = 27r gezogene Bildkurve immer dureh eine derartige Reihe 
iiedergebcn konne, und zeigte, welehe Werte die Koeffizienten a, 

der Reihe haben miissen, wenn die Vermutung 
richtig ist. Deshalb nennt man diejenige trigonometrische Reihe, deren 
Koeffizienten wir nachher ermitteln werden, die FouRiERSche Reihe. 
Einen cinvandfreien Beweis fiir ihre Richtigkeit hat erst der deutsche 
Mathematiker Dirichlet (1805—1859) gegeben. 

Nach diesen geschichtlichen Vorbemerkungen erinnern wir daran, 
daB man mit unendliehen Reihen nicht ohne weiteres wie mit abge- 
sehlosscncn mathematischen Ausdrucken rechnen darf (vgl. S. 314 u. f.). 
Deshalb brechen wir die oben angegebene Reihenentwicklung nach 
ihren mit sinna: und cosna: behafteten Gliedern ab. Wir betrachten 
also zunachst eine Funktion von der abgeschlossenen Form: 

f (r) = a + bisina: + 62 sin 2 a;+ ... + 5„ sinwa: 

1 + Cicosa; + Cj cos 2 a;+ ... 4- c„ cosna;. 

Diese Funktion <p(x) ist uberall stetig und hat die 
Periode 2 ^. Wir suchen nun die Konstanten a, c^, Ca, . . . b^, 
so zu bestimmen, daB die Funktion ^ (a:) im Intervalle von a; = 0 
bis a;= 2 jr einer vorgelegten stetigen periodischen Funktion f(z) 
mit derselben Periode 2 ar mbglichst nahe kommt, und nennen dann 
^ (a;) cine Ersatzfunktion von f(x). 

Der an irgendeiner Stelle x im Intervalle bei der Benutzung von 
<p(x) statt f(x) begangenc Fohler ist die Differenz 

( 2 ). f(x) — <p(z). 

AVesentlich ist nur der absolute Bctrag des Fehlers R. Deshalb 
betrachten wir nicht den Fehler R selbst, sondern sein stets positives 
Quadrat RK Wir wollen nun die Koeffizienten von <p (x) so zu 
bestimmen versuchen, daB das sogenannte mittlere Fehler- 
quadrat, d. h, das arithmetische Mittel allor Fehler- 
quadrate .im ganzen Intervalle von a :=0 bis a: = 2 ai, so 
klein wie mfiglich wird. Dies sclbstverstandlich positive 

401 ' 
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arithmetisehe Mittel hat naeh Satz 8, S. 244, den Wert 

27t 

M = -^fR‘dx. 

0 

Wir schlieBen so: Angenonunen, die Koeffizienten a, Jj, Cj, 
haben schon die gesuchten richtigen Werte. Da M ein Minimum 
sein soil, muB dann jede beliebig kleine positive Oder negative 
Anderung irgendeines Koeffizienten von (p(x) stets eine positive 
Zunahme von M naeh sich ziehen. Wenn wir zunachst nur den 
ersten Koeffizienten a in <p{x) um eine naeh Null strebende GroBc e 
waehsen lassen, erfahrt <p(x) die Zunahme e, also R naeh (2) die 
Zunahme dR==—e. Der zugehorige Zuwachs von R^ kann mittels 
der Formel 

(3) ^J^=.2R Oder d(R’‘)=^2RdR 

berechnet werden. Danaeh betragt er — 2eU. Mithin geht M bei 
der Anderung von a um e fiber in 

2 n 

~ f {R? — 2eR)ix. 

0 

Die Differenz zwischen diesem Wert und dem alten Wert iet; 

27t 

f-^2,eRdx Oder — ^ Bdx, 

0 0 

denn — 2ekann vor das Integralzeichen gesetzt worden. Wir haben 
zu verlangen, daB dieser Zuwachs von M stets positiv sei. Ware nun das 
fiber Rdx von 0 bis 25 t crstreckte Integral von Null verschiedon, so 
brauchte man nur « mit demselben Vorzeichen wie den Wert dieses 
Integrals zu wahlcn, um zu erreichen, daB der Zuwachs von M negativ 
inirdc, was nicht sein darf. Also folgern wir: Das Integral muS 
gleich Null sein: 


(4) 


P 


Rdx =0 . 


Soeben nahmen wir an, daB der erste Koeffizient « um e wachso. 
Vir lassen nun n^ndemen anderen Koeffizienten von <p(x), etwa don 
Koeffizienten h, von sinra: oder den Koeffizienten c, von cos r z um e 

III 1- 2. ■ • • « bedeuten soil. Dann er- 

hrt ^(x) naeh (1) die Zunahme e sinra: oder e cosrz, also R naeh 
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(2) die Zunahme — e sinra: oder — ecosra:, d.h. nach (3) die 
Zunahme — 2efisinra; oder — 2ejBcosra:. Eine entsprechende 
SchluUfoIgerung wie rorhin zeigt daher, dafi man auch fordern muB: 

in in 

(5) =0, y^jBcosr a? =0 

0 0 

(r = 1, 2, . . . n). 

Wir werden nun sehen, dafi die 2n +1 Forderungen (4) und (5) zur 
vollstandigen Bestimmung aller 2n +1 Koeffizienten von (p{x) gerade 
ausreichen. 

Setzen wir ntolich in (4) fiir R den Wert (2) und fiir <p {x) den 
Wert (1) ein, so wird der Integrand eine algebraische Summe, so 
dafi das Integral in eine algebraische Summe von einzelnen Inte- 
graien zerlegt werden kann. Aus (4) ergibt sich also: 

in 271 in in 

J'f{x)dx — aj'dx — xdx — . . .—In J' smnxdx 


■e^J'aoixdx — . . . — CnJ' fsoinxdx = 0 . 


Hierin sind aber die mit und c^, . . . behafteten Integrale 

offenbar samtlich gleicb Null. Femer ist das mit a behaftete Integral 
gleich. 2 71. Also kommt einf ach : 


//<») 


dx — a.2 71 = 0 . 


Behandeln wir die erste Formel (5) entspreehend, so kommt zunaohst; 


J" f{x) BinTxdx--a J sinrxdx' 


— BmxBinr xdx — . . . — hnj sinnajsin rxdx — 

0 0 

in 2 ?^ 

— CiJ COS xmxTxdx — ... — CnJ' cos nxBinr xdx =0 . 

0 0 

Nach (15) und (16), S. 417 u. f., sind die mit und 

behafteten Integrale simtlich gleich Null mit Ausnahme desjenigen, 
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das den Faktor hat, denn ihm kommt nach (17), S. 417, dor Wert .t 
zu. Ferner ist das mit a behaftete Integral gleich Null, so daJl miimh 
bleibt: 

2 n 

(7) J f(x}smrxdx —b,.ji=Q (r =1, 2, . . . n). 

0 

Entsprechend behandelt, gibt die zweite Formel (6): 


2 ‘n 


( 8 ) 


ffXx)eosrxdx — Cr. 7 i =0 (r=-l, 2 ,. 


. n). 


Die Bedinpi^en (6), ( 7 ) und (8) bestinunen in der Tat alle 2 n + 1 
Koeffizienten a, und . . . c„. Somit bokommen wir dm 

2 ^ Ist/(a) eine stetige Funktion mit der Periode 

23 c, so hat unter alien Ersatzfunktionen von der Form 

93(a:) = a+Jisina:+Js5sin2a: +.. . +b^8innx 
+. Cl cos X cos 2 -j- . . . -j- cog ^ ^ 

iU^FeSer^^J- Mitterder Quadrate 

iri ' 4 . ganzen Intervaile von bis 

a; -2^ am kleinsten ist, die Koeffizienten: 

2;i 

/ (a:) sin r a: die, 


271 

~ir,f rx.dx 


(r = l ,2 ... n). 


betrachtet, die nur 2n +1 
wachsenlassen. Darin ist das Ziel Grenzen 

« = A irgendeinen Wert im IntervaUe oT- Wenn 

^ebt 9p(a;) an der SteUe ir J ^ ® bedeutet, 

horigen Werte f(h) von /liri Wir ~ “ach dem zu ge- 

aof den Naehweis der Bichtiekeit einpr*”- ^ dieser Beweis 

Werden in ^ ^'ormel hinauslauft. 

^ ^ ™ 2 A + . . . + sin 

r' Cl COS h — jgg COS 2 /l —I— «J, 

A emgefiihrt, die kon- 

usw, cos A, C0S2A usw. unter die 
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Integralzeichen gebracht uno darauf alle Integrale in ein einziges 
zusammengefaBt, so kommt: 




sin h sin a; + sin 2 sin 2 a: -f ... "T sin n li sin n x~ 
cos h cos £c -f- cos 2 cos 2 a; -h • • • -f- cos n h cos n x 


Da sinw/t sin w® +-cosnA cosma: nach Satz 16, S. 411, gleich 
cos n{x—'h) ist, laCt sich hierfur schreib'en : 

2H 

9{^) //(^)[i +COS (x—'h)+cm2{x—h) +- • • +Gosn{x—h)]dx. 

0 

Wild zur Abkiirzung 

S = cos (x — Ji) + cos 2 (a; — A) + ... + cos n(x— li) 
gesetzt, so ergibt sich: 

2/1 

(9) 9ih)=-l/fi^)(i+S)dx. 

0 


Die Summe 8 der Kosinus der Vielfachen von x — h lafit sich um- 
formen. Denn nach Satz 17, S. 412 ist: 


2cosr(a: — /i)sin| (x — h)=sin[(r +i)(a; — h)] — sin [(r- — i)(a; — h)]. 

Bildet man diese Glcichung fiir r =1,2, . . .n nnd addiert man dann 
alle Gleichungen, so heben sich rechts die moisten Glieder fort, 
■\vahrend die linke Seite gleich 25 sin | (a: — 7i) wird. Es .komnit: 

2 S sin ^ (x~h) = sin [(ai + i)(x — A)] — sin i(x— h). 

Also ist; 

, , cr _ sin [(w + *)(*- ^‘)] 

^+b—- -^sinilx-h) • 

Folglich geht (9) uber in: 

( 10 ) 


Hierdurch ist der Wert, den die Ersatzfunktion <p (x) tixrx = h hat, 
mittelseines einzigen Integrals dargestellt. Ea heifit dasDiniOHLET- 
sche Integral, weil es von Dibichlet zur Beanfwortung der Frage 
nach der Giiltigkeit der FooKiEBSchen Eeihe aufgestellt und unter- 
sucht worden ist. Also kommt alles darauf an zu beweisen, 
dafi das DiHiCHLKTSche Integral fiir limn = oo den Grenz-wert 
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nfQi) hat. Denn dann hat 95 (A) nach (10) den Grenzwert f(h). Aber 
die Durchfuhrung des Beweises ist nicht leicht; vrir rerzichten dar- 
auf und verweisen auf Dieichlets Arbeiten, namlich"; „Sur la con- 
vergence des s&ies trigonom^triques etc.“ im Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik, 4. Bd. 1829, S. 167—169, und; „tJber 
die Darstellung ganz willkiirlicher Funktionen durch Sinus- und Kosinus- 
reihen“ im Eepertorium der Physik, 1 . Bd, 1837, S. 162—174. Beidc 
Arbeiten findet man auch in DiRicHLBTS Gesammelten Werken, 1 . Bd. 
Berlin 1889, S. 117 — 132 und S. 133—160, und die zweite ist bequemer 
zuganglich durch den Sonderabdruck in Ostwalds Klassikern der ex- 
akten Wissenschaften Nr. 116 (Leipzig 1900). 

Wir begniigen uns damit, bloB iiber die DiRicHLETSohen 
Bedingungen fur die Gultigkeit der FooBiBRSchen Reihe zu be- 
nchten: Dieichlet erkannte, daB diejenigen Funktionen f(x), die 
durch eine FonniBEsehe Reihe im Intervalle von a;=0 bis x — 23f 
Jr^steUt werden konnen, nicht iiberaU stetig zu sein brauchen. 
Vielmehr genugt es, daB die Funktion f{x) im Intervalle 
von *=0 bis a:= 2 ;r, abgesehen von einer beschrfinkten 
Anzahl von Stelleii, stetig sei und nur eine endliohe 
ii^°“ Maximis und Minimis habe. Die Unstetig- 
keitsstellen diirfen sogenannte Sprungstellen sein, d. h. 
Stdlen, wo der Wert der Funktion von einer endlichen GrfiBe 
endichen GrbBe springt. Beispielswcise darf L S 
innerhalb der Penode wie in Fig. 396 beschaffen sein, 
wo *e Kioto zwei Sprungstellen hat. Die Integrale, die nach Satz 7 

jnittei der beiden dort auftretenden Ordinaten ist. 




r 

Vr- 


%. 396 . 





P^ode 2. 
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ihre Bildkurye geht durch. periodische Wiederholung desjenigen Stiickes 
der Bildkurve von / (x) hervor, das zum Intervalle von a; ~ 0 bis 
x=27t gehort. Wenn z. B. f (x) im Intervalle von a;==0 bis 
x~27t gleich x gewahlt wird, ist das Bild wie in Fig. 397. 

Hat man fiir eine Funktion / (x) im Intervalle von' a; == 0 bis a; =■ 2:;rr 
die zugehorige FouEiBESche Keihe berechnet: 

( f (x) a + \ sina; + &2 sin 2a; + Iq sinSa; + . . . 

^ ^ [ 4-^5iCosa; 2a; + ^J3COs3a; + * • • , 

so geht das Bild von / (x) durch Aufeinanderlagerung oder 
Addieren der Ordinaten (S. 87) hervor und zwar aus dem Bild von 
y = a, d. h. einer zur a;-Achse parallelen Geraden, und aus den 
Bildern der Funktionen: 

(12) sin X, cos x, 2 x, cos 2 x, sin 3 x, cos 3 a?, . . . 

Diese Bilder sind aber nach S. 423 lauter Sinuswellen mit den 
Perioden 2 f f ar usw. 


1. Beispiel: Wahlen wir als Funktion f {x) im Intervalle von 0 bis 27r einfach 
X selbst, so gibt Satz 7: 




a:*] = TT , 


ferner mittols Teil-Integration (vgl. S. 679): 


f t 

0 

271 


27t 2 71 


£C sin r a: d a; : 


a; cos r a; d a; = + 


[ ajcosra?! . 1 f , 

— ~r M"" "T* / ®os r a; d a; ! 

0 0 
27t 2 7E 

, r ajsinra;! 1 /* . , 

+ — —\~T J = 


Also kommt far 0 < a; < 2 tt die Rfeibe : 


a: = 71 — I sin a; — f sin 2 a; — f sin 3 a; — -f sin 4 a; — , . . 

Fiir a; = 0 und a; = 27r geht dagegen der Wort n hervor. Fiir a; = Jtt ergibt 
sich die schon im 7. Beispiel, S. 663, gefundene LBiBNizische Keihe. Die Keihe 
fitellt diejenige Funktion dar, deren Bild aus den Strecken in Fig. 397 besteht. 
Wir bezeichnen nun mit t/i, y^ usw. die Funktionen: 

yt = — imx, 1 /a = - |sin2a;, i/j = - | sin 3 a;, i/^=~|8in4« 

usw. Die Bilder der filnf ersten sind in Fig. 398 gegeben. Wenn man zuerst 

Pq und yi addiert, alsdann dazu noch y^ usw., d. h. jedesmal fik beliebige 
Abjszissen x die Summen der zugehSrigen Ordinaten als neue Ordinaten auftr&gt, 
erMIt man die in Fig. 399 darges^llten Nfiherungskurven, die sich mehr und 

mehr ier Geraden y== tc anschmiegen. Bei alien ergibt sich fiir a;=?0 und 



634 


Elfies Kapitel: Auswertung von Integralen. 




§ 4. Die Fouriersehe Reihe, 


635 


sche Reihe dargestellt wird, ist doch damit keineswegs gesagt, daJJ 
ihr Differentialquotient f (x) durch diejenige Reihe gegeben ware, 
die durch Differentiation aller Glieder dei FouRiERSchen Reihe her- 
vorgeht. 

In der Tat gibt die Differentation der Glieder der Reihe (11) als Koeffizienten 
von sin rx und cos raj die GroBen — rCy und rhn d. h. nach Satz 7 die Werte: 


2 n 


-if '<*' 


cos r X dx und 


2 n 

• j f{x) sin rxdx. 
0 
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WemL man dagegen die FooRiERSclie Reihe fiir f (x) nach demselben Sate 
aufstellt, findet man, daB in ihx sin rx und cos rx die Koeffizienten 




smrxdx 




co$rxdx 


haben, die von jenen Werten verscbieden sind. 


Die Koeffizienten der FoDEiEsschen Reihe (11) sind, abgesehen 
vom Faktor 1:2 :1 oder l::t, nach Satz7 bestinunte Integrale, deren 
Werte nach Satz 5, S. 229, als die Flfichen der Bildkurven von 
/ (a:), von f (x) sin x und / (a:) cos von / (a:) sin 2 x und / (x) cos 2 x 
usw. gedeutet werden konnen, sSmtlich begrenzt durch die zu x = 0 
und a: =2 at gehSrigen Ordinaten. Liegt die Bildkurvc von f(x) 
vor, so kann man leicht die Bildkurven von / (a:) sin x, f {x) cos x, 
/(a:) sin 2 a:, /(a:) cos 2 a; usw. zeichnen: Man teilt die Periode 2 at in 
eine geniigend groBe Anzahl von gleichen Teilen — in Fig. 400 haben 
wir 24 gewahlt — und multipliziert die zu den dadurch erhaltenen 
Abszissen x geh6rigen Ordinaten f {x) mit sin x oder cos x. Dies 
kann man mittels der Hilfsfigur 401 durch einfaches Auftragen 
der Ordinaten auf den Radien und Abgreifen der Abstande vom 
wagerechten und senkrechten Radius leicht ausfuhren. Dieselbe 
Hilfsfigur wird ebenso zur Ermittelung der "Werte von /(a:)sin'2a! 
und von /(a;) cos 2a; benutzt, usw. So haben wir in Fig. 400 aus 


der angenommenen Bildkurve einer Funktion / (x) die Bildkurven von 
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/(a:) sin a:, /(a:) cos a:, ferner die von f{x) sin 2 a; 
und f (x) cos 2 x und schheBlich auch die von 
/ (a:) sin 3 x und f {x) cos 3 x abgeleitet. Die 
Flachen der Kurven sind poativ oder negativ zu 
rechnen, je nachdem sie oberhalb oder unterhalb 
der avAchse liegen. Man kann sie entweder durch 
ein Naherungsverfahren (vgl. S. 241 u. f.) oder mit 
Hilfe eines Planimeters (vgl. S. 239 u. f.) be- 


stimmen. Wir haben sie in Fig. 400 (allerdings in einer Zeichnung 


von doppelter GroBe) mit dem Planimeter ausgemessen und die Werte 


gef unden; 


-0,011, - 1,600, - 0,022, 
3,160 , 0,033 , 0,033, 


wobei die Einheit das Quadrat fiber der L&ngeneinheit der Figur 
ist. Dividiert man den ersten Wert mit 2 at, dagegen die fibrigen 
Werte mit n, so gehen die ersten sieben Koeffizienten der Fookier- 
sehen Reihe hervor: 
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„ _ n nni =- 0,609 , 63 = - 0,007 , 

a-U,UUl, j ^ Q 

Bedenkt man die bei diesem Verfahren unvermeidlichen Fehler, so sieht 
man sich veranlaBt, die Werte abzurunden: 

— 0 , 62 ^ i > &3 = 0 ; 

«=0, 0, C3=0. 

Hiernach lautet die nach dem siebeiiten Glied abgebrochene Foueier- 
sche Keihe einfach so: 

cos a: — 4 sin 2 a: . 

Tatsachlich batten wir in der obersten Zeichnung der Fig. 400 
gerade die Bildkurve dieser Funktion gewahlt, was wir jetzt nach- 
traglich eingestehen. 

Man kann beweisen, dafi die Koeffizienten nnd c der Fourier- 
schen Reihe (11) fiir eine Funktion / (x)^ die den DmiCHLETSchen Be- 
dingungen geniigt, fiir lirn n = oo stets nach Null streben. Da sie in 
der Eeihe mit sin n x und cos n x nmltipliziert sind, deren absolute Be- 
trage nie grdfier als Bins werden, streben also auch die Glieder der Reihe 
urn so mehr nach Null, je mehr Glieder man beriicksiehtigt. Fiir 
Anwendungen geniigt meistens die Ermittelung einiger der ersten 
Glieder der Reihe; und da6 man dies graphisch tun kann, haben wir so- 
eben gezeigt. Man hat auch Vorrichtungen hergestellt, die dasselbe me- 
chanisch leisten. Sie heiBen harmonische Analysatoren. DerGrund 
fiir diese Bezeichnung liegt in folgendem: 

Die Funktionen (12) kdnnen wir nach S. 425 u. f. als rechnerische 
Ausdriicke fiir einfache Schwingun^en betrachtcn. Wir brauchen 
zu diesem Zweck nur x als die Zeit zu deuten und die Funktionen 
als die Ordinaten y von Punkten, die langs einer jz-Achse schwingen. 
Die Addition zusammengehoriger Ordinaten mehrerer einfacher 
Schwingungen, d. h. ihre Aufeinanderlagerung, haben wir auf 
S. 428 u. f. betrachtet. Allerdings wurden damals wohlbemerkt nur 
Schwingungen mit gleicher Periode ins Auge gefaBt, w^hrend hier 
sinna; und cos no; die wesentliche Periode haben. Damals 

fanden wir in Satz 22, S. 428, daB die Aufeinanderlagerung mehrerer 
einfacher Schwingungen mit derselben Periode wieder eine einfache 
Schwingung mit derselben Periode gibt. Das ist jetzt nicht mehr 
der Fall; vielmehr entstehen hier sogenannte zusammengesetzte 
harmonische Schwingungen. Wenn also f{x) irgendeine als 
PouRiERSche Reihe darstellbare Funktion mit der Periode 2?r ist und y 
als Ordinate zur Zeit x gedeutet wird, fuhrt ein Punkt nach der Vorschrift 
y {x) eine periodische Bewegung allgemeiner Art Itogs der a/-Achse 



638 


Elftes Kapiteh Auswertung von Integralen. 


aus, also eine allgemeine Schwingung mit der Periode 2n. Daraus 
sieht man, was die Entwieklung von / (x) als FouRiEKSche Keihe be- 
deutet: Eine beliebige allgemeine Schwingung laBt sich aus 
unendlich vielen einfachen Schwingungen zusanimensetzon. 
Mit der Berechnung der FouRiERSchen Eeihe wird also die Aufgabe 
gelost, eine zusammengesetzte harmonische Schwingung 
in ihre Komponenten, namlich in lauter einfache Schwin- 
gungen, zu zerlegen. Zerlegungsprozesse aber heiJJen bckanntlich 
Analysen. HiernachistdieBezeichnungharmonische Analysatoren 
verstandlich. 

Weim ein Punkt bei' einem periodischen Vorgange Schwingungen 
laiigs einer Greraden macht, kann man von ihm auf einem mit Papier 
iiberspannten und sich gleiehmafiig drehenden Zylinder eine Kurve bc- 
schreiben lassen. Breitet man das Papier auf der Ebene aus, so iiegt 
eine Kurve vor. Wenn man aus ihr die ersten Koeffizientcn der zugeho- 
rigen FouRiERSchen Reihe ermittelt, bekommt man diejonigen einfachen 
Schwingungen, aus denen sich die beobachtete allgemeine Schwingung 
in der Hauptsaehe zusammensetzt. Man ist also imstande, die 
verborgenen einfachen Hauptursachen einer periodischen 
Erscheinung zu ermitteln. Hierin Iiegt die auBerordontlich groBe 
Bedeutung der PooRiERschen Reihe. 

Bisher batten wir die Periode der Funktion f(x) gleich 2tc 
angenommen. Das ist aber’ nach den am Anfange dieses Para- 
graphen gemachiten Bemerkungen unwesentlich. Wir wollen jetzt 
annehmen daB F(t} eine Funktion der Zeit t mit der Periode 
1 sei. Urn den aUgemeinsten Fall zu betrachten, wollen wir 
uberdies annehmen, daB die Periode nieht gerade zur Zeit «=0 
sondem zur Zeit f — anfange. Dann setzen wir : 


--h+^x 


pm"* * t Verundetliche ein. Da- 

<iurcn gent F {t) m eine Funktion 
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iind beachten wir, dafi dann und tQ +T die Integralgrenzen werden, 
so kommt: 

«0 + 2’ <0 + 37 

a=^J'F{t)dt, 6 , = 

( 15 ) \ + r 


und die FouEiERSche Keihe lautet: 


F(t) = a 


J +&isin^^^ +&. sin + 63 sin +■ • ■ 

, 27i(l-L) , 2.2n(t-L) , 3.2n(t-f„) , 

+ C1COS + C2 COS ^ + C3 COS ^5 ^ +. . . 

2. Beispiel: Die Funktion P(t) habe von < =■ — 31 bis < = 0 den Wert — 1 und 
von / = 0 bis ^ = + TT den Wert + 1. Da sie im Intervalle von ■— tt bis + tt nur eine 
Sprungstelle hat, geniigt sie den DiRicuLBTSchen Bedingungen, so daB sie durch eine 
FouRiBBSche Reihe darstellbar ist. Fiir beliebige Werto von i hat die Reihe das in 
Fig. 402 gegebene Bild, wenn t die Abszisse ist. Wir wilhlen ~ ^ nnd haben 


^ 2 ^ — ^o) 


+ 63 sin 


^,2n{t-k) 



Fig, 402. 

T^2n. Die Integral©- (15) gehen also* von -- n bis < = + tt. Da aber bei 
t = 0 eine Sprungstelle ist, werden die Integral© in Summen von je zweien zerlegt, 
wobei das erste von t= — tt bis ^ = 0 und, das zweite von i s=s 0 bis ^ = 4- 3^^ goht 
und im ersten F (t) = — 1., im zweiten dagegon F (<) = + 1 zu setzen ist. Man 
iindet dann ohne weiteres die Reihe: 

~ (sin i 4- -J- sin 3 4 - 1 sin 6 ^ 4 . , . 

Also ist 

J 71 = sin < + -J* sin 3 ^ 4- -J- sin 6 < 4 . . . 

-"fiir jedes t zwischen 0 und 71 , und ebenso 

— 1 71 = sin i 4 -J- sin 3 ^ 4 J sin 5 r4 . . . 

f iir jedes t zwischen — n und 0. Fiir = 0 dagegen geben boide Reihen don Wert 
Null, und dies ist das.arithmetische Mittel von ~ 1 imd 4 1 . 



J3w5lftes Kapitel. 

Funktionen von mehreren Yeranderlichen. 

§ 1. Partielfe Differentiation. 

Nachdem wir so ausfiihrlich von Funktionen von nur einer Ver- 
^nderlichen gesprochen haben, wollen wir einiges iiber Funktionen von 
mehreren Yeranderlichen in knapperer Form hinzuftigen. Was eine 
Puttktion von mehreren Yeranderlichen ist, diirfte ohne weiteres Mar 
sein, denn da eine Erscheinung von mancherlei Ursachen abhangen 
kann, wird eine GrdBe, die zur Bestimmung der Erscheinung dient, 
gesetzmafiig von einer Eeihe von anderen GroBen abhangen, also eine 
Funktion von ihnen sein. Vgl. S. 13 u. 14. 

Betrachten wir vorerst eine Funktion von zwei unabhangigen 
Yeranderlichen x und y. Wir verstehen alsdann nicht mehr wie 
friiher unter t/ eine Funktion von a;, vielmehr soil y ebenso wie x 
beliebig veranderlich sein. Gehort zu einem beliebigen Werte- 
paare y ein Wert einer dritten GroBe z, so ist z von x und y ab- 
hangig oder eine Funktion von x und was man durch eine Formel 

== / (^> y) 

zum Ausdrucke bringt, Zwei einfache Beispiele seien genannt: Die 
Flache z eines Rechtecks ist eine Funktion der beiden SeitenlEngen 
X und y, namlieh z^xy. *Das Yolumen z eines zylindrischen 
GefaBes ist die Funktion nx^y des Radius re und der Hohe y des 
GefaBes. 

Die Anderungen der beiden unabhangigen Yeranderlichen x und y 
kiiimen wir uns, auch wenn sie beide ganz beliebig sind, doch immer 
nur zeitlich verlaufend denken. Wenn x naeh und nach eine Reihe 
von Werten annimmt und ebenso y^ brauchen wir ja schon zum 
bloBen Durchdenken dieser Wertereihen Zeit ; wir stellen uns also im 
Grunde x und y als Funktionen der Zeit t vor und zwar, da sich x 
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und y beliebig Endern konnen, als beliebige Funktionen a; = y(^), 
V ^ f del* Zeit t Dann wird z oder f(x,y\ wenn wir darin 
5 y diese ^Funktionen der Zeit i einsetzen, ebenfalls eine 
Bunktion der Zeit: 


^=/C9^(0i v(0)- 

h ^^ispiel: Ein Pimkt P oder (ar; y) der Ebene bewege sicb irgendwie, 
a, x uim y seien unabhangige Veranderliche. Sind die Einbeiten voa ar und y 
gliicn groB, so hat P vom Anfangspuhkt 0 die Entfernung: 


2 = y ar* 4 - 2/* 1 

die eine Funktion von x tTnd y ist. Wie Endert sie aich, wenn sich P unen^ich 
wenig bewegt, d. h. wenn sich ar und y beide um beliebige unendlich kleine GrSBen 
andern? Man lasse P irgendeine Bahnkurve durchlaufen, indem man 

a; = V (0, y « ’Z' (0 

»etsl Dann wird die Entfernung z eine Funktion der Zeit t allein : 


, = V[<,.(0]*+[V^ (<>]». 

Ihr Bifl^entialquotient ist nach der Ke^nregel zu berechnen, Setzt man namlich 
den Eadikanden gleich «?, so ist a = y ar und 

dt dw dt 2^v) dt * 

Der Radikand w ist eine Summe u -f v, die gliedweise differentiiert wird. Nun hat 
u *a [^{0]*^ den auch nach der Kettenregel zu berechnenden Differentialquotienten: 


du du dtp 
dt dtp di 


2tp(i) tp' {t). 


Ebenso hat i; dtsn Differentialquotienten 2 i/> (i) iZ'' (0» so dafi « « -f- v den 
Differentialquotienten 2 y (0 tp' (D'+ 2 tp (e) y/' (t) hat. Daher koiqmt, ; 

if = y (0 t" (0 4" (Q rp' (0 

dt VWWTWW * 


DieiO Formel gilt ftir diejenige Bewegung des Punktes P, die dem Gesetze a; « tp{i), 
tf - folgt* In der gestellten Aufgabe, die Xnderung von 2 =a OP bei einer 
Tbelitbigeni unendlich kleinen Bewegung des Punktes P zu ermitteln, war aber yon 
diesem Gesetze keine Rede. Man muB deshalb das Ergebnis von diesen besonderen 
Annahmen befreien. Das ist leicht, derm es ist da? : di *» qs' (I), dyidi^^x/ (i). 
Sitzt man diese Werte ftir tp' {t) und?//'(i) ein und ebenso arundyfttrq)(i) undV# (i), 
»0 hebt sich beiderseits auch dt fort und es kommt: 


m 


ardag + ydy 
Va?* 4- 1 /* 


Hiermit ist die Fpnnel gewonnen,' die ftir die Xnderung der Funktion 2 * ]/ ar*4- q* 
gut* wie sich auch immer x und y unendlich wenig Indem mdgen. 

In diesem Beispiel ist ein besonderer Fall einer Aufgabe geldst, die 
mr Jetzt allgemein in Angriff nehmen wollen. 

SisUaffeirfl, nehrtwch d. Mathematllc. ^ 
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Dabei bemerken wir vorweg, daB wir immer nur steti^e Funkfioiim 
z = f{x, y) betrachten -woUen. Wir setzen Mmlieh voraus, daS man 
die absoluten BetrSge der Zunahmen dz iind von a: und y iniiner 
so Mein annehmen kann, daB die Ziinahrae der Funktion, n&nilich 
die Differenz 

j {x+ dx, y+ dy) — f(z,y), 

absolut genommen Meiner als eine beliebig kleiri vorgeschriebene positive 
GroBe mrd. 1st dies der Fall, so gehort zu unendlich kleinen Zunahinen 
dx und dy von x und y auch eine unendlich kleine Zunahmo d z von 
z = f{x, y). Die Frage, die wir nun beantworten wollen, ist, wie sich 
flies Differential dz von z durch x und y selbst und durch 
die Differentiale dx und dy von x und y ausdriickt. 

Bei der Beantwortung dieser Frage wollen wir zun achat nur x 
urn dx andern, wahrend y ungeandert bleibe. Wahrend 
dieser Betrachtung ist y als Konst ante zii behandeln (vgl. S. 18), 
also z = f{x,y) als eine Funktion von x allein, in der noch die be- 
liebig wahlbare Konstante y vorkommt, gerade so wie z. B. in sin ax 
noch die Konstante a. Diese Funktion z = f (x, y) sei nach as 
differentiierbar. Ihren Differentialqnotienten wollen wir nicht wio 
sonst mit bezeichnen, denn dz bcdeutet jetzt keine beliebige 

unendlich kleine A.nderung von z, sondern diejenigc Anderung, die z 
erfahrt, wenn sich nur x um dx Sndert, wahrend y ungeftndert bleibt. 
Um diesen Dnterschied zu betonen, spricht man vom partielleii 
Diiferentialquotienten von z nach x und bezeichnc.t ihn mit 
stattmit dz:dx. Man gewinnt ihn, indem man z so nach 
^ ferentiiert, als ob y konstant ware. Wenn man diesen 
Wfferentialquotienten dann mit Ax multipliziert , . bekoinrnt man als 
Anderung von z das sogenannte partielle Differential: 


Wenn z. B. 




l>erechnet man dz:dz, indem 


+ * differentiiert. Hier geht 

Wert Partiellen Differentiation von z nach a: der 

wert a). Jx- -fys hervor, so dafi 




<ltr Zuwaehs ist, den 2 r- ^ s-x. a. 

a»d y ungeandert bleibt. * 


um dx waehst 
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2. Beispiel: Die partiellen Differentialquotienten der Funktionen 
z = ^ ~ “f" * 2 ? = In (cc 4- c*') , 2 = sin (aj® + y) 


nach X sind: 

^ — y 2 ^ ^ =- , — = — - — , — = 2a; cos (ic® + t/). 

dx ’ dx a;^ ’ dx x + e^ dx 

Indert sick a; um das Differential da;, wtond y ungeandert bleibt, so erfahren also 
diese vier Funktionen die unendlich kleinen Anderiingen : 


y^dx, 


2 a; cos (a;® H-?/) da;. 

x-h 


Zweitens bleibe jetzt x unverandert, wahrend um dy 
zunelime. Dann gilt Entsprechendes wie vorher, indem jetzt y die 
Eolle der unabhSiiigigen Ver^nderlichen anninimt, wahrend x als Kon- 
stante zu behandeln ist. Man hat also z parti ell nach y zu 
differentiieren, d. h. so, als ob das in z^f(x^y) auftretende a; 
eine Konstante ware. Dies geschieht nach den gewohnlichen 
Differentiationsregeln. Der hervorgehende partielle Differential- 
quotient von z nach y wird mit dzidy bezeichnet, und der 
Zuwachs von z ist das partielle Differential: 


dy 


dy. 


Beispiel: Die partiellen Differentialquotienten der Funktionen des 2. Bei- 
spiels nach y sind: 

2®v. — . — cos(®»+^), 

X a; -f 

d. h. andert sich y nm dy, wahrend x konstant bleibt, so erfahren diese Funktionen 
die Zunahmen: 

dy 


2xydy, 




cos (x® + y)dy 


Nach S. 68 und 69 sind die partiellen Differentialquotienten von 
0 Oder f(x,y) nach x und y die Grenzwerte: 

?±= Ui5Jl^lixa , 

<j a; Ox ^ jjjjyj, (j X 

' 0£ _ ® /(^' y + /I y) ~ f ( ^< y) 

0 jy iy 2y ^ yvK 0 ^ ?/ 

.Jedesmal ist beim Limeszcichen angegeben, wclche GrciBe nach Null 
stroben soil. 

Schliefilich wollen wir sowohl x als auch y wachsen la,ssen. 
Man stelle sich vor, a: und ly andern sich zeitlich, seicn also irgend 
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welche differentiierbare Funktionen x = <p (t), y = ip (t) der Zeit L 
Wenn t \asi At -wachst, sind die Zunahmen von x und y: 

Ax =(p {t + At)— q) (t), Ay = y)(i+At)~y, (<). 

Dabei ist der Zawaclis von 2 : 

Az=/(z+Ax,y +Ay)-/(x,y). 

Der Minuend rechts geht aus dem Subtrahenden / (x, y) bervor, wenn 

™ wJlchst. Man kann dies in zwei 

Sehntte zerlegen, wobei einmal nur a; um ^ a; und das andere 

SJr mnd^/TuTd' “SmJich, wenn man 

^^=/(a:+Ax,y-l-Ay)- /(x,y 
+ /(a;,y + Ay)~/(x,y). 

nnd multipliziert werden SehlieBIiVh ® ^ y dividiert 

Ax 

+ + -f(x,u) Ay 

f auch a eine Funkti von T Dp^J u ^ 

hmd*=o der DifferentiXuoLt 

Fakteen Ax: At und Ay.M auf ql Bechts treten die 

Je Differeutialquotienten 5'*^ Urn At ^0 

SatelO, S.65: ^ddy:dt. Also kommt nach 

4- Em ^ 

^^«® 2 wert genau derselbf Jftf’der zteite^F*^ auftretende 

(2), also gleich 
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Bz:dy. Aueh Ax strebt mit At nach Null. Der erste in der 
letzten Gleichung vorkommende Grenzwert ist daher gerade so wie 
der erste Grenzwert (2) beschafien , aber fiir y Ay statt y ge- 
bildet. Mithin ist: 

lim /(g.y4-.dy) dt{x,y+Ay) _ dt{x,y) ^ 

/it<=o Ax 

weil ja fiir limJt=0 sowohl limJa;=0 als auch limJy=0 
ist. Dieser Grenzwert ist also gleicb dz:dx, Somit l&Bt sich (3) 
einfach so schreiben: 

dz dz dx I 92 dy 

dt dx dt dy dt 


Oder, wenn man die Gleichung mit dt. multipliziert: 

(4) dz = ^dx + ^dy. 

Diese Formel ist frei von deT Hilfsverftnderliehen t. 


Satz 1: Das Dilferential einer Funktion z von x und y 
ist gleicb der Summe der mit den partiellen Differential- 
quotienten Bzidx und 8z:By multiplizierten Differentiale 
von X und y selbst: 

vorausgesetzt, daB die partiellen Differentialquotienten 
02 :5a: und Sz : 5j/ ilberhaupt vorhanden sind. 

Man sagt, eine Funktion z —f(x, y) sei differentiierbar, wenn 
die partiellen Differentialquotienten Bz:8x und Bz:8y vorhanden 
sind, d.h. bestimmte endliche Werte haben. 

Der wichtige Satz 1 kann anschaulicher ausgedriickt werden: 
Wenn sich nur a: ftndert, dagegen ?/ nicht, erffthrt z den Zuwaohs 


ebenso, wenn sich nur y ftndert, dagegen x nicht, den Zuwachs 


Die Summe dieser beiden Werte ist aber der Wert (4). Deshalb kbnnen 
wir sagen: 

Satz 2: Die Znnahme, die eine differentiierbare Funk- 
tion z von X und y erffthrt, wenn x um das Diffe- 
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r^iitial Ax und zugkicli y urn das Differential dy zunimmt, 
ist gleich der Snmme derjenigen beiden Zunahmen, die z 
erfahren wiirde, wenn a; allein um ix oder y allein um dy 
zunahme. 

Fiir den Fall, dafi x und y iim endliche GroBen wachsen, gilt dies 
durchaus nicht. 1st z, B. js: = a; t/ und w^clist xum Jx , wahrend y kon- 
stant bleibt, so ist der Zuwachs von z gleich 

{x Ax)y -- xy oder yAx. 

Wenn andererseits x konstant bleibt und ?/ um Ay wachst, ist der Zu- 
wachs von z gleich 

X {y Ay)— xy oder xAy. 

Die Summe beider Zunahmen ist: 

y Ax -\-xA y . 

Dies aber ist keineswegs diejenige Zunahme, die z oder xy erfahrt, 
wenn sowohl x um Ax als auch y um A y wachst. Denn in diesem 
Fall ergibt sich die Zunahme (vgl. auch S. 76): 

{x + Ax){y + Ay)— xy oder yAx+xAy+AxAy. 

Wohl aber, wenn sich x und y unendlich wenig andern, ist die 
Zunahme einer differentiierbaren Funktion z von x und y gleich der 
Summe der partiellen Zunahmen, die sich ergeben, falls sich nur x 
oder nur y um das betreffende Differential A x oder d y andert. Das 
Different!^ dz, das in (4) angegeben ist, heiBt das vollstandige 
Differential der Funktion z. 

4. Be is pi el: Sind x und y die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes P 
der Ebene und werden sie mit derselben Einheit gemessen, so hat P vom Anfangs- 
punkt 0 den Abstand 

r == 

der nach S. 344 der Radiusvektor des Punktes P heifit. Dieser Funktion r 
von X und y kommt nach (4) das vollstandige Differential zu : 

j xdx‘\‘ydy xdx'^^ydy 

Dieser Wert ergab sich schon im 1. Beispiele. Wir machen nun eine Anwendung: 
Wenn man die Abstande x und y des Punktes P von den Achsen whkiich abmiSt 
und daraus den Radiusvektor r berechnet, wird sich ein Fehler ergeben, weil 
Messungen immer mit Fehlem behaftet sind. Aber man wird die Fehler von 
X und y ihrer Kleinheit halber angenahert als Differentiale dx und dy auf- 
fassen konnen. Dann stellt der vorstehende Wert von dr den sich ergebenden 
Fehler dar. Der relative Fehler (S. 7) ist: 

dr xdz ydy 
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Bedeiitet tp die Amplitude von OP , d. h. den im Bogenmafie gemessenen Winkel 
der a;-Achse mit dem Radiusvektor r (S. 344), siehe Fig. 403, so ist: 


(f> = arc tg 

Diese Funktion tp von x und y hat die partiellen Differential- 
quotienten: 

__1- i- 

^ ^ — "" y 0 y __ ^ 


nfg X 


Fig. 403. 


**+»*’ 


also ist ihr vollstkndiges Differential: 


ydx 4* xdy 
-f 


Wegen a; = f cos y = r sin <p IfiBt es sich so schreiben: 

_ — sin <p da; 4” cos (p d y 

= . 

Der relative Fehler von (p bei der Vermessnng von x und y und Bestimmung von <p 
ist also : 

dq> ^ — sin (pdx+ cos tp dy 

(p^ rfp 

6, Beispiel: Nach dem 2. und 3. Beispiele hat man: 

z=-xy^, dz^ y{ydx-\- ^xdy), 

y j! xdy-- ydx 


In (a; 4- » 

z = sin (a;* 4- y)t 


dx~\~e^dy 
d 2> — , , 

a; 4- e*' 

dz = (2a;da; + dy) cos (a;® 4- y)* 


6. Beispiel: Bedeutet v das Volumen, p die Spannung und T die absolute 
Temperatur eines Gases wie ina 6. Beispiel, S. 367 u. f., so ist die Spannung 

^ V 

eine Funktion von v und T, Dabei bedeutet R eine Konstante, wahrend v und T die 
unabhhngigen Verhnderlichen sind. WS-chst das Volumen v um dv und die Temperatur 
T urn dT, so wkchst die Spannung nach (4) um 

„ vdT-Tdv 
dp^R — --^ ... 


7. Beispiel: Bin zylindrisches Gefafi soil einen Radius von r cm und eine 
H5he von h cm haben, vird aber nicht genau in diesen MaBen hergestellt; die Fehler 
seien jedoch so klein, daB sie als Dififerentiale d r und dh %n betrachten sind. Sie be-' 
wirken einen Fehler des Volumens F ^ nr^ hi namlich : 

dF — 2 71 f h d T 4" r** dh s= TTf (2hd 1*4" rdh) 
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Der relative Fehler ist 


dV ^dr.dh 

“pT ~ ^ > 


d. h. der Fehler beim Ausmessen des Radius fallt doppelt so stark ins Gewiclit 
wie der beim Ausmessen der H6he. Der Radius mufi also besonders sorgfaltig 
gemessen werden. 

Wir gehen jetzt zur Annahme von beliebig vielen unab- 
hS/iigigen VerSiiiderlichen liber. Die Anzahl der Veranderlicheii 
sei n, ujid sie seien mit ajg, . . . bezeichnet. XJnter 

^ ~ 

werde nun eine Funktion der n unabhangigen Veranderlichen 
... Xn verstanden. Wir glauben, es eriibrigt sich hier, die ent- 
sprechende Betrachtung in voUer Breite wiederzugeben. Der par- 
tielle Differential quotient von z nach einer der n Verlinder- 
licken, nach Xi etwa, also die GroBe dzidx^, bedeutet denjenigen 
Diflerentialquotienten, den z als Funktion von Xi hat, wenn alle Ver- 
anderlichen mit Ausnahme von Xi fest bleiben. An die Stelle der 
zweigliedrigen Summe (4) tritt hier die n-gliedrige : 

(5) de = + + . . . + ^dzn. 

SatzS: Der Zuwachs, den eine differentiierbare Funk- 
tion z von Xi,X 2 ,-**Xn erfahrt, wenn alle n VerUnderlichen 
a^a, . . . zugleich um Differentiale diCi, wachsen, 

ist gleich der Summe aller derjenigen n einzelnen Zu- 
nahmen, die z erfahrt, wenn nur x^ oder usw. um dx^ 
Oder dx 2 usw. w^chst. 

Die Summe (5) heiBt das vollstandige Differential der 
Funktion z von aia, . . . Sie setzt sich aus den partiellen 
Differentialen zusammen; insbesondere ist 


das partielle Differential, um das z wachst, wenn sich nur Xi 
um dXi andert. Den Satz 3 konnen wir also auch so aussprechen: 

Satz 4: Das vollstandige Differential einer differen- 
tiierbaren Funktion von mehreren Veranderlichen ist gleich 
der Summe ihrer partiellen Differentiale. 

Der Satz 4 ist ein wichtiges Grundgesetz der Natur, das 
Gesetz der Superposition unendUch kleiner Anderungen, Es 
besagt: Wenn eine Wirkung durch unendlich Meine Anderungen aller 
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ilirer Ursachen eine andere wird, tragen alle diese kleinen Anderungen 
unabhangig voneinander zur Gesamtanderung der Wirkung bei, 
so daB die unendlich kleinen Einzelwirkungen bloB zu summieren 
sind. Ein so einfaches Gesetz gilt durchaus nicht mehr bei 
Anderungen, die betrachtlich sind. Man kann aber sagen, daB 
das Gesetz mit grofier Annaherung gilt, wenn die Ande- 
rungen von verhaltnismaBig klein sind. Davon 

macht man haufig Gebrauch. 

8. Beispiel: Das Produkt z der n Veranderlichen hat die par- 

tiellen Differentialquotienten: 

^ == (t = 1, 2 . . . n) . 

d Xi Xi 


Daher ist sein vollstandiges Differential: 


d2=^ XiX^...Xn + . . . • 



9. Beispiel: Bei einer Vermessung von einer Standlinie AB = c aus kann 
man die Entferiiung I irgendeihes Punktes F von der Standlinie durch das Verfahren 
des sogenannten Vorwartsabschneidens bestimmen, 
indem man die Winkel a = ^ BAP und ^ — ^ABP 
mifit, siehe Fig. 404. Wenn L den FuBpunkt des 
Lotes I von P mi A B bedeutet, ist AL= Ictg «, 
iB = ictgyS, daher: 

I == ? 

ctg « 4- ctg /S 

Beim Yermessen sind c, « und ^ mit Fehlern behaftet, Fig. 404. 

die als unendlich klein aufgefaBt werden dttrfen und 

daher mit dc^da und d/9 bezeichnet werden kSnnen. Wie ^oB ist der Fehler 
dl des Ergebnisses I? Wegen 

aj 1 ^ ^ j d± c 

0c”"ctg«4-etg/9’ (ctg rt -f.ctg /9)* sin* « ’ d /9 (ctg « + ctg /3)* sin* /9 



ergibt sich aus (5) mit Riicksicht auf Satz 16, S. 411: 


since sin /S ^ , c 

sin (« + fi) * ^ sin* (ce + fi) 


(sin* /9 . da + sin* ce . d/9) . 


Der relative Fehler ist: 


I c ^ 8in(«+/9)Lsm« ^ sin/J 

VTohlbemeikt siad hier da und d/S im Bogenmafie zu messen. Warum? 


Die Formel fiir das vollstandige Differential einer Funktion von 
mehreren Veranderlichen kann man auch benutzen, nm verwickeltere 
Funktionen von nur einer Veranderlichen zu differentiieren. 
Das ist eine sehr einfache Anwendung, die wir hier einschalten woUen: 
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Angenommen, y sei eine Funktion yon x, aber yon umstandlicher Form 
wie z. B. 

2 / = (sin ii?y***\ 

In (Kesem Beispiele ware es ubersichtlicher, y zu schreiben und 
erklUrend hinznzufugen, daU w = sin rr nnd v sein soil. Allgemeiner 
gesagt: TJnter y sei eine Funktion yon zwei GroBen u und v verstanden: 

y=F(u,v), 

und u und v sollen hierin Funktion yon x bedeuten. Dann ist y 
eine Funktion yon x. Ihren Differentialquotienten konnen wir so 
finden: Andert sich x urn d'x, so werden sich u und v, weil sie 
von X abhangen, um ihre Differentiale du und dv andern. Also ist 
y {% v) eine Funktion von zwei GrbBen u und v, die sich um 
d u und d v andern. Nach der Formel (4), worin jetzt z und x, y 
durch y oder F und u, v zu ersetzen sind, ist die zugehorige 
Anderung von y: 

dy^-^du + 

^ du ' dv 

Daher ist der Differentialquotient von y: 

dy dF ^ 

dx du dx ' dv. dx ' 

Wir konnen dies sofort verallgemeinern: 

Satz 6: 1st i/^als Funktion von x so gegeben, dafi zunachst 
2 / als eine Funktion F von mehreren Grofien vor- 

liegt, die selbst Funktionen von x sind: 

y=F{u, v,w.. .), 

so lafit sich der Differentialquotient von. y berechnen naeh 
der Formel: 

dy d F du . d F dv . dFdw . 

dx du dx ' 01 ? 

Dies ist eine Verallgemeinerung der Kettenregel, S. 127. 


10. Bei spiel: Ist 


so setzt man: 
Dann kommt : 


w = sin a; , 


y = (sin , 

V = a’*, also y=^u^. 



^ = K'’lnM 

dv 
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(iiach den Regeln fur und fiir a®, vgl. 1. Beispiel, S. 327, worin a dutch u 

und X durch v zu ersetzen ist). Mithin folgt: 


dx 


du 

~dx 


-f w® In u 


d'V 

dx 


Oder wegen der Bedeutung von u und v: 

= ic” (sin xy ^^~ ^ cos a: + (sin In sin a: . n x ^'~^ . 

Man kann dies aber auch mittels der Kettenregel bcrechnen, wenn man ^ nach der 
Anweisimg auf S. 326 in eine Potenz mit der Basis e verwandelt: 


y = ^ 

11. Beispiel: Liegt die Funktion 




= 

arc sm x . 

In a; 

vor, so setzt man 

u = 

= arc sin ic, 

tj.= lna;, w =yx 

und erlialt 




u w 


1 

1 

1§ 

0^ _ uw d y u 



du V ^ 

dv ’ d w V 

so daB 




dy ^ 

]/x 

1 

arc sin x 1 arc sin x 1 

d X 

In X 

« 

1 

(In xy jj/jjj In a; 2 ]/a; 


ist. Man findet dasselbe durch Anwendung der Produkt- und Bruchregel. 


Wie in diesen beidcn Beispielen kann man immer auch ohne 
die in Satz 6 ausgesprochene Kegel verwickelte Funktionen von x 
differentiieren. Das neue Verfahren ist jedoeh iibersichtlicher, nament- 
lich, wenn man soviel Gewandtheit erlangt hat, dafi man nicht mehr 
hinzuschreibeij braucht, was man unter u,v,w . . . verstchon Will. - 
Nach dieser Einschaltung kehren wir zu der Annahme zurtick: 
z sei eine Funktion von zwei unabhkngigen Veranderlichen 
X und y: 

2 = / (». 2/) • 

Die partiellen Differentialquotienten dzidx und dz:dy sind eben- 
falls Funktionen von x und y. Lassen sie sicli auch differentiieren und 
zwar sowohl partiell nach x als auch partiell nach y, so ergeben sich 
vier Ausdrilcke: 


f6) 


a 

8x 
9 X 


dz 

dx 


dy 


d X ’ 


Die beiden ersten sind die partiellen DifferentiaJquotienten von dz:dx 
nach X und y und die beiden letzten die partiellen DifferentiaJquotienten 
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0li 

° dx _ 

dy 

dy 

dx 


ist, d. h. wenn man z =f(x,y) zuerst partiell nach x und das 
Ergebnis partiell nach y differentiiert, geht dasselbe her- 
vor, als wenn man z zuerst partiell nach y und das Er- 
gebnis partiell nach x differentiiert. 

Dies Gesetz gilt nun unter ge^ssen Voraussetzungen auch sonst, 
wie wir beweisen werden. Vorher noch eine Bemerkung: Den partiellen 
Differentialquotienten einer Punktion z oder f(x,y) hinsichtlich be- 
zeichnet man bequemer mit z* oder /,; man deutet also durch den 
angehangten Index an, nach welcher Veranderlichen partiell 
differentiiert worden ist. Ebenso soil Zy oder der partielle Diffe- 
rentialquotient. von z oder / nach y sein. DemgemaB bezeichnen wir 
die Ausdrucke (6) mit 2 *,, z^y, Zy„ Zyy. Beispiels\veise bedeutet z^y den 
Ausdruek, der hervoi^eht, wenn man 2 zuerst partiell nach a’ und dann 
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das Ergebnis p'artiell nach y differentiiert. Das Gesetz (7) driickt sich 
dann we folgt aus: 

(8) = z,* . 

Der Beweis daftir, da6 dies Gesetz allgemein gilt, vorausgesetzt, 
daB gewisse Stetigkeitsbedingungen erfiillt sind, ist nieht ganz ein- 
fach. Der Leser muB selbst entscheiden, ob er imstande ist, ihn zu 
verstehen, oder ob er es auf eine reifere Zeit aufschieben muB. Wir 
geben deshalb den Beweis in kleinem Druck. Wer ihn iiberschlagen 
w’ill, lese bei Satz 6 weiter. 


Wir setzen voraus, daB die Funktion / (a, y). stetige partielle Ableitungen /*, fy, 
fxy und fyx habe. Ferner seien A x und A y beliebige Zunahmen von x and y. Auf 
die Differenz 1{x,y + Ay) — i(x,y) wenden wir den Satz 33, S. 642, an, indem 
wir sie als eine Funktion Von x auffassen, in der y und A y die Rollen von be- 
liebigen Konstanten spieten. Nach diesem Satze driickt sich der Wert, den jene 
Differenz annimmt, wenn x und A x wachst, so aus: 

i(x-\- Ax,y+ Ay)- iix+ Ax,y) 

= 1{x:,y+ Ay)- i{x,y) 

-f- [fx (a: "1“ A Xty"-^ Ay) fx{e^ "i" A x^ y)] A x^ 

wobei Oi eine im Intervalle von 0 bis 1 gelegene GrSBe bedeutet. Diese Formel 
lilfit sich auch so anordnen : 


I f(x+ Ax,y+ Ay)- /(x+ Ax,y)- :/(x,y+ Ay)+ f(x,y) 

\ = llxi!>: + BiAx,y + Ay) - fx{x + BiAx,y)]Ax. 

Nun konnen wir weiterhin tx(p:+9iAx,y) als eine Funktion von y auffassen, in 
der aufierdem a + ©i zl a vorkommt. Auf diese Funktion von y wenden wir aber- 
mals den Satz 13, S. 642, an, indem wir also jetzt y \aa Ay zunehmen lassen. 
Dann ko.nimt: 

/»(ie+®i4».y+ -dy) = /*(* + ©! /la, y)+ im,{?: + BiAx,y+&yAy)Ay, 

WO eine im Intervalle von 0 bis 1 gelegene GrbBe bedeutet. Wird dieser Wert in 
(9) rechts fttr /» (a; + Oi J a;, j/ + J 2 /) eingesetzt, so ergibt sich: 

f /(a;4“ 4da’,y+ J t/) •- /(a:-f ~ + /(*> V) 

Zur Gewinnung der Formel (10) sind wir zuerst von /(a:, j/+ Ay) - fix.y) aus- 
gegangen, indem wir diese Differenz als Funktion von x nach Satz 13, S. 642, filr 
den Fall behandelten, vro x wax A si wachst. Aber wir batten auch von der 
Differenz /(a? -I- Ax^y) — t{x^y) ausgehen kSnnen, indem wir sie als Funktion von 
y nach Satz 13 fttr den Fall behandelten, wo y wax Ay wttchst. Deshalb ergibt 
sich weiterhin entsprechend der Formel (10) eine zweite Formel von derselben 
Art, in der aber x und y ihre Bollen vertauscht haben, Man bekommtso: 

ni\ I /(®+^^»3/+^t/)-/(a:,2/+ Jy)-/(aj+ + 

\ ^ fvxix + 9^Ax,y+»^Ay)AxAy, 


von ©2 ^2 Intervalle von 0 bis 1 gelegenen GrttBen sind. Die linken Seiten 

der Gleichnng (10) und (11) stimmen aber ttberein. Mi thin inuB dies auch von den 
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15. Bei spiel: 1st z = sin x cos y, so wird = cos x cos y,Zy — — sin a; sin y 
— sin X cos «/, Zxy — — cos a; sin?/, Zyy == — sin £c cos?/, Zx%% — — Zx^ 

Zxxy “ 2!y, Zxyy~ — Sjp, Zyyy — — Zy USW. 


16. Beispiel: 1st z = x^x^^ so- wird 

S 2 ___ S 2! _ 9 g 

02 2 . 02 2 


0 ail 0 ajj 


0 2 _ 
0 0:4 




0 ajo 0 Xj 


= 1 , 


wahrend alle iibrigen partiellen Differentialquotienten gleich Null sind. 


Ein gewandter Rechner macht von dem Umstande, daB die Reihen- 
folge der Differentiationen gleichgtiltig ist, Gebrauch, indem er den 
kiirzesten Weg zur Berechnung einschlSgt. 


17. Beispiel: Ists = XiXjSinxg und soil berechnet werden, 

so ist es am bequeihsten, zuerst nach Xg zu dijfferentiieren, da dann die Wurzel wegfiillt: 


If. 

0 353 


= Xj 1^2 cos X3 , 


0^2 

0 Xi 0 Xg 


Xg 00s Xg , 


_^2 

0 Xj 0 Xg 0 Xg 


cos Xg . 


§ 2. Differentiation unentwickelter Funktionen. 

Unentwickelt nennt man Funktionen, die nicht ausgerechnet 
vorliegen, die man vielmehr erst aus einer vorgelegten Gleichung be- 
rechnen mufi, urn sie in entwickelter Form vor sich zu haben. (Vgl 
S. 160.) Der einfachste Fall ist dieser: 

Vorgelegt sei eine Gleichung mit zwei veranderlichen 
GroBen x und y. Wenn man alle Glieder der Gleichung auf die linke 
Seite bringt, wird diese Seite eine Funktion F von x und y, so daB 
kommt: 

(1) F {x, y) == 0 . 

Gibt man x und y bestimmte Werte, so wird die linke Seite nicht 
gerade gleich Null, also die Bedingung (1) nicht erfullt sein. 
Vielmehr darf man nur einer der beiden GrdBeh x und y einen 
bestimmten Wert geben, z. B. dem x. Dann ist (1) eine Gleichung 
mit einer unbekannten (nicht mehr veranderlichen) GrbBe «/, 
deren Wert man z, B. mittels der Regula falsi, S. 118, ermitteln 
konnte, falls es iiberhaupt eine Losung gibt. Wenn die Gleichung (1) 
zu jedem Wert x innerhalb eines gewissen Bereiches einen Wert y 
liefert, bestimmt sic y als eine Funktion von x und zwar als 
eine unentwickelte oder implizite Funktion von x. Unter 
Umstanden kann man die Gleichung (1) allgemein nach y aiiflosen, 
d. h. so schreiben, daB links nur y und rechts ein Ausdru<;k in x 
allein steht. Aber die Auflosung nach y durch Formelzeiehen kann un- 
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bequem, ja aueh unmSglich sein, wie z. B. bei der Gleichung 
a: 2 / + sin 2 / = 0 . TJnsere Differentiationsregeln beruhten jedoch 
immer auf der Voraussetzung, daS y als entwickelte Funktion von x 
g^eben sei. Hier also tritt eine Sch\rierigkeit ein: Infolge von (1) 

2/ cine gewisse Funktion von x, aber vrie berechnet man 
ihre Differentialquotienten? 

Dies gescMeht so: Andert sich x um sein Differential da:, so wird 
sich y um das zugehdrige Differential dy Sndern. Infolgedessen geht 
die linke Seite der Gleichung (1) in F(x dx, y dy) iiber. 
Nun muB auch dieser Ausdruck naeh der Vorschrift (1) gleich Null 
sein, d. h. es darf sich F (a:, y) nicht andern, wenn x um d x und y 
um das zugehorige dy wSchst. Nach Satz 1, S. 646, efffthrt aber 
F dabei den Zuwachs 


Also muB sein: 




dFjj , dFj . 

^dx+j-.dy=0. 


Dividieren wir mit dx und bezeichnen wir dy:dx mit y', so folgt: 


Hieraus konnen wir den gesuchten Differentialquotienten ^ 
der Funktian y von x berechnen: 


dF 


anffSi Ergebnis kommt man, wenn man die Sachlage so 

Funktion von a:. Denkt man 
Sfe ^ die linke Seite 

AIwSS^^br T?/ Null sein soil. 

nl in G Wn??'T ®’"“ktion von a: 

‘St 
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Das Wesentliche dieser zweiten Auffassung der Sachlage ist also 
dies: Wir denken uns in (1) statt y die noch nicht berechnete 
Funktion von x, so 'daB alles nur x enthalt, und differentiieren 
dann vollstandig nach x, nicht partiell. 

Dieselbe SchluBweise liefert auch den zweiten Differentialquo- 
tienten y" von y naeh x. In (2) stellen wir uns namlich unter y, das ja 
in und Fy vorkommt, die durch (1) bestimmte Funktion von x vor. 
Dann ist auch y' als eine Funktion von x aufzufassen. Die linke 
Seite von (2) enthidt bei dieser Auffassung nur x und zwar in 
drei Arten: einmal frei als x selbst, dann in y und schlieBlich 
in y'. Die linke Seite hat also die Form F (u, v, w), wo u, v, w 
Funktionen von x allein sind. Da die Gleichung (2) fiir beliebiges x 
gelten soli, muB der vollstandige Diffcrentialquotient yon F(w,u, w) 
naeh x gleich Null sein. Er ist nach Satz 5, S- 650, zu berechnen, 
wobei jetzt u =x, v =y, w = y', also 

du j d V , 

dx ~dx ' dx ^ 

ist. Die linke Seite von (2) gibt aber partiell nach u (d. h. x) ^ffe- 
rentiiert: Fxx-\- Fxyy' , dagegen partiell nach v (d. h. y) diflerentiiert: 
Fxy + Fyyy', schlieBlich partiell nach w(d.h. y') differentiiert: Fy, 
denn-w oder y' tritt nur an einer Stelle, mit dem Faktor Fy behaftet, 
auf, da Fx und Fy nur x und y, d. h. nur u und v enthalten. Da, wie ge-. 
sagt, der vollstandige Differential quotient der linken Seite von (2) 
gleich Null sein muB, folgt also: 

^*1+ Fay?/' + (Fiy + Fyy2/')3/' == 0 

Oder: 

(4) Fxx+ 2Fxyy' + Fyy ?/'=>+ Fy?/" =0. 

Hieraus kann man y" berechnen: 

,, Fxx-\-2Fxy‘fl' + Fvvy'* 

(5) 2/ = Tv • 

Dieselbe Art der SchluBfolgerung gilt auch fiir die Berechnung 
von y"', y^'^ usw. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichung (1) oder F (x, y)==0 
liegt auf der Hand: Durch diese Gleichung wird y als eine Funktion 
von X gegeben, und diese Funktion y wird eine Bildkurve haben. Die 
Wertepaare x, y also, die der Forderung (1) Geniige leisten, 
bestimmen die Punkte (x-,y) einer Kurve in der Ebene. 
Somit ist (1) eine Verallgemeinerung der bisher benutzten Daxstellung 

3 0 h e n e r s , Lehrbuch d. MatheinMik. 42 
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y = f(x) einer ebenen Kurve. Beispiele hierzu sind uns schon im vierten 
Kapitel begegnet. Denn nach Satz 2, S. 173, ist 

(6) Ax+ By + G =0 

die Gleichimg einer Gera den. Nach Satz 6, S, 179, ist ferner 

(7) (2/-~6)2~r2=:0 
die Gleichung eines Kreises. Weiterhin stellt 

( 8 ) 

nach S. 185 und S, 191 eine Ellipse oder Hyperbei dar, je nach- 
dem das obere oder untere Vorzeichen gewahlt wird. 

Die Anwendung der Formel (2) auf diese F^le gibt; 

A+By'=^0, 

(1+ (y—hiy' ==^0, 


^ . yy 

^ 3^2 


und also durch Auflosung nach y' \ 




a^y' 


Die erste Formel besagt, dafi die Gerade (6) die konstante Stei- 
gung -- A: B hat (siehe Satz 2, S. 173). Die Formel fiir die Steigung 
des Kreises wurde auf anderem Weg auf S. 180 unter (5) und die 
dritte fiir den Fall der Ellipse auf S. 188 unter (3) gefunden. 

Die soeben erw^nten Beispiele sind besonders wichtig. Wir 
nehmen die Gelegenheit wahr, hier die Betrachtungen des vierten 
Kapitels zur analytischen Geonxetrie der Ebene in einigen 
Punkten zu erweitern. Dabei setzen wir wie damals voraus, dafi die 
ir-Einheit gerade so grofi wie die j^-Einheit sei (vgl. S. 171). 


1. Bei spiel: Die Gerade die durch die Gleichung 
(9) Ax-\- By C ^ 0 

mit konstanten Koeffizienten B, C dargestellt wird, mdge auf den Achsen die 
Strecken a und abschneiden. Nach S. 176 ist -C:A und h = B, 

so dafi statt (9) geschrieben werden kann: 


( 10 ) | + |-1 = 0 . 

vgl. Satz 3, S. 176. Das Lot OU vom Anfangspunkt auf die Gerade p habe die positi'^ 
gemessene Lange p, siehe Kg. 405. Der Winkel, den die positive a;-Achse beschreiben 
muB, um nach Lage und Richtiing mit 0 U zusammenzufallen, sei «. Ist P irgendein 
Piinkt (x; y) der Geraden und Q der FuBpunkt seiner Ordinate^ so ist die Summe der 
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Projektionen dei: Seiten OQ,QP,PO des Dreiecks OQP auf die Gerade OU gleich 
Null, nacli Satz 11, S. 408. Aus der Figur liest man also sofort ab, daB fiir jeden 
Punkt {x;y) der Geraden 

(11) X cos « + ?/ sin « — p = 0 

ist. Diese Darstellung der Geraden mit Hilfe der beiden Bestimmungsstdcke p und a 
heiBt die Hesse scbe Normalform nach dem Mathematiker Hesse (1811—1874). 
Es ist leicht, die Gleichiing (9) auf diese Form zu bringen. Denn das Wesentliche der 
Gleicbiuig (11) besteht darin, daB nach (4), S. 378, die Summe der Quadrate der 
Koeffizienten von x und y gleich Bins und das von x und y freie dritte Glied 




negativ ist. Das erste erreichen wir durch Division von (9) mit einer der beiden 
Quadratwurzeln aus A* 4- das zweite dadurch, daB wir die Quadratwurzel 
positiv Oder negativ wahlen, je nachdem C negativ oder positiv ist: 

(12) X — 4 = + y - p=^- - = 0 ■ 

y.4.*+B* 

wo also ]/A’®+ jB* entgegengesetztes Vorzeichen wie Q haben soil. Nun ist, wie die 
Vergleichung mit (11) lehrt (siehe auch Satz 6, S. 386): 


(13) 


cos a : 


B 


C 




]/a^+b^ 


VA»4-jB* 


Um z. B. die Geradengleichung 

auf die Normalform (11) zu bringen, dividieren wir sie mit der negativen 
Quadratwurzel aus 2®+* 1®, also mit — l/bl Dann kommt: 

wo ys die positive Wurzel bedeutet. Mithin ist cos «= f yKsinw — — l-ys 
und p = y'b. Fig. 406 ist fiir diesen Fall entworfen 

Wenn P oder (a? ; y) kein Punkt der Geraden g selbst, vielmehr irgendein 
Punkt in der Ebene ist, werden seine Koordinaten die Gleichung (11) nicht 
erfiillen, d. h, fiir ihn hat x cos « -f ?/ sin a — p einen von Null verschiedenen 
Wert. Diesem Wert kommt nun eine geometrische Bedeutung zu. Nach Fig, 407 

42* 
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ist namlich acos a = 0Q cos « = Oy, ferner y sin a = QP sin a == y IF, demnach 
fl;cos« + t/sin«~p==Oy4-yW-“Ot/== VW. Nun ist UW geiade so groB wie 
der Abstand Z ~ P P des Punktes P von der Geraden g, und zwar orscheint er niit 
einem Vorzeichen behaftet. Wonn man also in der linken Seite der Normal- 
form (11) einer Geraden die Koordinaten x, y irgendemes Punktes P 
der Ebene einsetzt, ist der Wert der linken Seite nicht gleich Null, 
sondern gleicb der Entfernung des Punktes P von der Geraden und 
zwar mit Plus- oder Minuszeichen, je nachdem P, vom Anfangspunkt 0 
aus betracbtet, jenseits oder diesseits der Geraden liegt. Im Fall der 
Fig, 406 ergibt sich, daB z. B. der Punkt (3; 2) von der Geraden den Abstand hat: 

-|]/6 . 3 — ^y5 . 2 — ys Oder — -g-yB. 

Eine wichtige Anwendung ist diese: In der a;?/- Ebene sei wie unter 
B., S. 246 u. f., ein Flachenstiick P gegeben, das durch unendlich dichte Parallelen 



zu den Achsen in unendlich kleine Rechtecke zerlegt werde, wie es Fig. ’*408 an- 
deutet. Das an der Stelle P oder {x; y) gelegene Rechteck hat eine unendlich 
Meine Flache d/, deren statische Momente in bezug auf die a:- und t/-Achse 
offenbar die Werte ydf und xdf haben. Ist g irgendeine Qerade der Ebene, 
die von 0 einen Abstand p hat, der mit der a-Achse den Winkel « bildet, 
so hat P von dieser Geraden den Abstand a; cos « H- sin a — p, also das 
Rechteck in bezug auf g das statische Moment (a: cos « -f sin « — p) d /. 
Das statische Moment der ganzen Flache F in bezug auf eine Gerade ist nach 
S. 250 gleich der* Summe der statischen Momente aller Teile. Die Summe 
aller ydf sei M*, die Summe aller xdf sei ikfy, und die Summe aller 
(x cos « + ?/ sin « — p) d / oder also aller cos a . a; d / -{- sin « . y d / — p . d / sei Mg- 
Da hberdies die Summe aller d / die Flache F ist, folgt: 

(14) ~ cos « . JIfy 4- sin « . Afa — p P . 

Hiernach kann man das statische Moment Mg der Flache P fiir eine 
beliebige Gerade ^ berechnen, sobald man ihre statischen Momente 
fhr Jdy fur die x- und p-Achse und die GroBe der Flache kennt. 
Der Punkt S mit den Koordinaten 



hat von der Geraden g den Abstand 

8 = ^ cos « 4- 9 sin « — p = ^ (cos « . My 4- sin ct . Mir —pF)^ 
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d. h. nach (14) : 



Also ist sF — Mg. Mithin ist der Punkt S so beschaffen, dafi die Fladie F in 
bezug auf jede Gerade g dasselbe statische Moment hat wie der Punkt S, falls 
man sich in diesem Punkte die Gesamtmasse der Flache vereinigt denkt. Damit 
ist die auf S. 252 am Eingang von G. aus der Mechanik entlehnte Tatsache vora 
Vorhandensein eines Schwerpunktes S bewiesen. 

2 . Beispiel: Unter einer Kurve zweiter Ordnung versteht man eine Kurve, 
die dutch eine Gleichung zweiten Grades in x und y, also durch eine Gleichung von der 
Form 

(lb) Ax^-^Bxy + Cy^ + Dx-i-Ey + G^O 

dargestellt wird, wo. A, B, C, D, E, G Konstanten bedeuten, Wenn die Konstanten 
so beschaffen sind, dafi 

(16) 4AC-B2 4:0 

ist, kann man leicht einsehen, dafi es Konstanten m, n, r, p, q, « derart gibt, dafi die 
Gleichung (16) die Form annimmt: 

(17) m(x cos ct y sin « — p)® 4 * w ( —a; sin a + cos « — g)* -f- r = 0 . 

Denn wenn man diese Gleichimg ausrechnet und die Koeffizienten von x^, xy usw. 
mit A, B usw. in (15) vergleicht, kommt man zi den folgenden sschs Bedingungen 
fiir tn, n, r, p, q, «: 

m cos* « -f- n sin* « == A , 2 (w — n) sin « cos a ^ B \ 

m sin* « 4 - w cos* « = C , 

— 2mpcos « 4- 2 w gsin ct=zD, ~ 2 mp sin « — 2 n cos « ~ B , 
m p* 4- w. g* 4- r = G . 

Die erste und dritte Bedingung lassen sich durch Addition und Subtraktion um- 
formen, so dafi sie und die zweito nach Satz 17, S. 412, die Formen annehmen: 

m 4- w = A -f 0 , (iw — w) cos 2 « = A — C , («w — n) sin 2 « = B , 

woraus sich m^n und « berechnen lassen, falls 4 AO — B* 4 : 0 ist, Dabei ist 
(m 4 w)* — (m — n)* == 4 AO — B*. 

Die vierte und fiinfte Bedingung geben ferncr p und q und die letzte r. Dio 
tJberfiihrung von (16) in (17) hat nun eine wichtige geometrische Bedeutung. 
Denn 

a; cos « 4- 2 / sin « — p = 0 , — a; sin « 4“ 2 ^ cos « — g == 0 

sind die Normalformen^ der Gleichungen zweier zueinander senkrechter Geraden g 
und h, da sich die zweite Gleichung ja so schreiben lafit: 

a; cos (« 4- i tt) 4“ 2 / siw (« + J-tt) — g = 0 . 

Ist nun Pbder (x; y) ein Punkt der Kurve (16) und sind 5 und 19 seine Abstande 
von g und h, siehe Fig. 409, so besagt daher (17), dafi 

+ n^* 4- r = 0 


^ Ob die Berechnung fiir p und g wirklich positive Werte liefert, wie auf S. 659 
gefordert wurde, ist ftlr das folgende ohne Belang, weil in (17) nur die Quadrate der 
linken Seiten der Normalformen vorkommen. 
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ist. Benutzen wir k und g als neue rechtwinklige Koordinaten- 
ackseii mit den Koordinaten jc, so haben wir liierdurch die Kurven- 
gleichung (15) auf eine viel einfachere Form zuriickgefiihrt. Verschie- 
dene Falle sind dabei moglich: Ist zunSchst r = 0 , so gibt die letzte GleicliEng 
= i V“ mint d.b. die Kurve zerfallt in die beiden Geraden: 




die allerdings iraaginar sind, wenn m und n 
dasselbe Zeicben haben. Ist dagegen r 4 = 0, 
so dividieren wir mit — r und erhalten: 

konst, f -f konst, — 1 = 0 . 

Sind beide Konstanten positiv, so liegt 
nach (1), S. 186, eine Ellipse vor; sind 
sie von verschiedenen Vo.rzeichen, so 
liegt nach (1), S. 191, eine Hyperbel vor; 
sind sie negativ, so ist die Gleichung reell 
nicht erfullbar, die Kurve ist dann imaginir. 

Unsere Fig. 409 bezieht sich auf das 
Beispiel : 

(18) 3 a;2 — 2 a; 2/ 4 3 ic® — 14 a? 

10 2/ Hh* 11 s® 0 • 


Hier «gibt sich « = m = 2, « = 4, p = J ]/2, 5 = - f 1/2, ;■ === -- 8. Dab'ei 
ist 1/2 positiv. Denmach wird die neue Kurvengleichung; ' 

25» + 49>-8=0 Oder 

so daB eine Ellipse mit den Halbachsen a = 2 und J =y'2 vorliegt. Die Ellipsen- 
achsen liegen auf den durch 


a:cos}7r + j/sin - J 1/2 = 0, - a: sin in + j/ cos in + | ^2"= 0 

dMgestellten Geraden j und h. Die zweite Geradengleichung schreiben wir, ucn ilu: 
wie in (11) ein negatives letztes Glied zu geben, so: 


a: cos (- in) + 2^sin(- in) — |1'2 = 0. 

Die Geraden g und ft erhalt man also wie folgt: Man setzt an die positive aj-Achse die 
Winkel i nr und - in an, tragt auf ihren freien Schenkeln die Strecken p = J yl 

und g = f y2 ab und errichtet in den Endpunkten die Lote q und ft auf den 
Schenkeln. 


n, • Koeffizienten A, B, C in der vorgelegten 

Gleichung (16) die Bedingung (16) erfuUen. Wenn dagegen 


(19) 


4dC-B‘-> = 0 


® dasselbe Vorzeichen, da ihr Produkt nach 

(IB) poMtav ist. Aueh smd nicht beide gleich Null, denn sonst ware auch B = 0, d. h. 
die Glmchung (16) ware in x und^ linear und stellte also bloB eine Gerade dar. Dem- 
1st A + 04 : 0. Falls A und C negativ sind, konnen wir die vorgelegte Gleichung 
(15) nut 1 multiplizieren, so daB die Koeffizienten von x* und y* positiv werden. 
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Also dilrfen wir ^ und C positiv annehmen. Nun gibt es nach Satz 5, S. 386, einen 
Winkel i*, fiir den 

CSO a = l/~j'3~7=i > sin a = — 

I A+c rj. + c 

ist, wobei wir die Vorzcichen der Wurzeln so waWen wollen, daB sin « , cos n das- 
selbe Vorzeichen wie B erhalt. Dann aber konnen wir die Gleiehung (15) wegen 
(19) so schreiben- 

(A + C) {x cos -f 2/ sin «)2+ Dx+Ey + G = 0. 

Ferner gibt es zwei Konstanten m uild n derart, dafi 

m cos « — n sin « = D , m sin « n cos « = £ 

wird, weil sich m und n hieraus berechnen lassen. Also lafit sich die Gleichmig (15) 
aiich so schreiben: 


( 20 ) 


{ 


{A-i-C) (x cos « + 2/ sin a)^‘+ m(xcoscc + y sin «) 

H- w (— a- sin « 4- 2/ cos «) + G = 0 . 


Ziehen wir nun durch den Anfangspunkt die Gerade gr, die mit der positiven ai-Achse 
den Winkel a bildet, und die dazu senkrechte Geiade und benutzen wir diese 
beiden Geraden als neue x)- und jc-Achse, so hat ein Punkt P oder {x;y) 
<ler Kurve von g und h Hie Abstande 


^ = £c cos « + 2/ sin « und 19= — a; sin « + 2/ cos « , 
so dafi nach (20) die Gleichung der Kurve im neuen Achsenkreuze so lautet: 
(21) {A-^C)i^-^mi-\-nx) -\-G — 0. 

Im Fall n 0 geht durch Auflosen nach i) hervor: 




m G 
irS-T 


Die Kurve ist daher nach S.5)B eine Parabel. Ist dagegenH=0, so wird (21) 
t'rpi von und liefert fiir a; zwei Konstanten, d. h. dann besteht die Kurve, falls 
die Konstanten recll sind, aus zwei parallelen Gera.den (parallel zu g), wahrend 
sie, falls die Konstanten imaginai sind, imaginar wird. 

Wirihaben alsogesehen; Jede Kurve zweiter Ordnung, d.h. jede Kurve, 
die durch eine Gleichung zweiten (nieht nur ersten) Grades 


(22) Ax^+ Bxy + Cy’‘+ Dx + Ey + 0 = 0 

gegeben -wird, ist entweder eine Ellipse oder eine Hyperbel oder erne 
Parabel oder ein Geradenpaar oder imaginar. Dazu gehbrenauch die Kreise, 
die man als Ellipsen mit gleich langen Achsen aufzufassen hat. • 

Man kanh beweisen, daB der Schnitt einer Kreiskegels mit irgenitemer 
Ebene stets eine Kurve zweiter Ordnung liefert, weshalb diese Ku^en auch 

weg die Kegel schnitte heiBen. Insbesondere ergibt sich eme Ellipse, we^ 

die schneidende Ebene zu keiner ManteUinie des Kegels FjjJ* 

erbel, wenn sie zu zwei verschiedenen Man^eltoen paralle ist , tod me 
Parabel, wenn .^eie zu einer Tangential ebene des Kegels parallel ist. In alien 


1 Man findet vielfach die Aussage, eine Hyperbel sei der Setott des 
einer Ebene parallel zur Kegelaehse. An sich ist das nchfag, aber anch ander 
Schnitte des Kegels mit Ebenen liefern Hypexbeln. 
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diesen Fallen wird vorausgesetzt, daB die sclmeidend© Ebene nicht durch die 
Kegelspitze gehe. Tut sie es aber, so zerfallt die Schnittkurve in zwei Geraden 
Oder sie ist imaginar. Die Kreiszylinder sind besondere Fallo von Kreis- 
kegeln. Sie werdeh von beliebigen Ebeneri in Ellipsea und von Ebenen parallel 
zu ihrer Richtung, wenn iiberhaupt, in Paaren von parallelen Geraden ge- 
scbnitten. 

3. Bei spiel: In der Ebene sei eine Gerade Z und ein Punkt F gegeben. Ein 
Punkt P bewege sich in der Ebene so, daB das Verbaltnis seiner 
Abstande von F' und I bestandig dasselbe bleibt, also immer denselben 
Wert 6 hat, wobei « als eine positive Zahl gewahlt sei. Wie lautet die Glelehung 
der Bahnkurve von P? Das Lot von F auf die Gerade I sei die jr-Achse und die 

Gerade I selbst die y-Aoh.se, siehe Fig. 410. Ferner 
sei 0 F = m, einer positiven Konstante. Hat der 
bewegliche Punkt P die Koordinaten x und ?/, so 
zeigt die Figur, daB wir zu fordern haber : 

y( x ^ , 

O Jin JF/x~tii\ ^ X 

Quadrieren, Ausmultiplizieren und Ordnen gibt; 

Fig. 410. (23) (1 ~ + ^2 — 2wa; + « 0 , 

d. h. eine Gleichung zweiten Grades in x und y, Folglich ist die Bahn von P 
eine Kurve zweiter Ordnung. Je hachdem die gegebene Konstante f*< 1, » 1 
Oder > 1 ist, gehen verschiedene Arten hervor: 

Zunachst sei € = 1. Dann wird gefordert, daB P stets von F denselben 
Abstand wie von I babe. Dieser Fall wurde schon im 4. Beispiele, S, 65 u. 1 
betrachtet. Damals ergab sich als Ort von P eine Parabel. Dies kbnnen wir 
bestatigen: Aus (23) fdgt namlich im Fall € = 1: 



(24) 


= — w* Oder x=^ — y^-j- 

b Tfl . 


Diese Gleichung stellt nach S. 95 eine Parabel dar, deren Achse die ;r-AobS0 
ist (denn x ist hier mit y vertauscht). Auf S. 56 erkannten wir, daB die 

Kurventarigente t den Winkel der gleiehen 
Abstande FP und QP des Punktes P 
von F und I in gleiche Teile zerlegt, 
siehe Fig. 411. Auch dies kbnnen wir 
bestatigen: Differentiation der ersten Glei- 
chung (24) in GemEBheit der Formel (2) 
gibt yy' = m, d. h. y' = m: y. In Fig. 411 
ist daher tg t = m (vgl. S. 448). Aber 
auch der Tangens von ^OQF ht gleich 
m:y, also die Tangente t senkrecht ssu 
FQ. D&FP^QP ist, muB daher t den 
^FPQ in gleiche Teile zerlegen, indem i 
die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks 
FPQ von der Spitze P aus ist. Der B'ui- 
punkt R dieser Hohe ist somit die Mitte 
von F Q, so daB M auf der Tangente s des 
Scheitels S der Parabel liegt, Wenn sich 
411. ' also ein rechter Winkel FRP so be- 
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wegt, dafi sein Scheitel R eine Gerade 8 durchlauft und einer 
seiner Schenkel durch einen festen Punkt F geht, hiillt sein 
anderer Schenkel RP eine Parabel ein. Der Punkt F heifit der 
-Brennpunkt und die Gerade I die Leitlinie oder Direktijix der ParabeL 
Die Gerade FP wird der Brennstrahl von P genannt. Auf der Eigenschaft 
•der Tangente beruht die Anwendung der Parabel bei Fernrobren: Der 
paraboliscjie Hohlspiegel, der durch Drehung der Parabel urn ihre Achse 
OF entsteht und auf der Innenseite (d. h, derjenigen Seite, die F enthalt) 
xeflektiert, fangt alle zur Achse parallel en Lichtstrahlen so auf, daB sie nach 
dem Brennpunkte F hin ahgelenkt werden. Von einem Himmelskorper, der in 
der Kichtung der positiven a;- Achse liegt, entsteht demnach in F ein optisches 
Bild, das man mittels eines Mikroskopes betrachten kann. 

Zweitens sei«<l.^ Dann liegen die Punkte P najier bei F als bei/; Da 
1 — €* jetzt positiv ist, laBt sich (23) so schreiben: 

m 

1312 J (1 - 

Fiihren wir als neue y-Achse die in Fig. 412 strichpunktierte Parallele zur s/-Achse 
durch den Punkt M der a;-Achse mit der Abszisse m : (1 — ein, und bezeichnen 
wir die neue Abszisse mit so kommt: 

Oder: 



Da 1 - €« positiv ist, liegt die Gleichung einer Ellipse vor, vgl. (1) auf S. 186. Ihre 
groBe und kleine Halbachse sind: 


e m , fm 

a — ' , 0 — , , 

1 - yi - 1* 

1 

‘Z 

Q 

} 

und M stellt den Mittelpunkt dar. Man findet 

y 

P 

-Y ^ 

FM = = -z —m = z — = ya® — 




Somit ist FM die auf S. 186 mit c bezeichnete 
Strecke. Dies besagt: Der Punkt F ist einer 
der beiden Brennpunkte der Ellipse (siehe 



i 

Fig. 412. 


S. 190). Die Gerade I heifit die zu diesem Brenn- 


punkte gehdrige Leitlinie oder Direktrix. Wegen der Symmetrie der Ellipse 
gehSrt nEmlich zu ihrem andern Brennpunkt auch eine Leitlinie. Man Bndet 
femer € = c:a, d. h. das konstante Verhaltuis der AbstEnde JfP und QP eines 
beliebigen Punktes P der Ellipse von einem Brennpunkte F und von der 
zugehdrigen Leitlinie I ist gleich dem VerhEltnis von c ^ FM zur halben grofien 
Achse a. Diese GroBe ist die ExzentrizitEt der Ellipse (siehe S. 190). Sie 
liegt zwischen 0 und 1. Fig. 412 ist fUr die Annahme fi — J entworfen. 

Drittens kommen wir zum Fall e > 1. Man kann hier gerade so wie im 
vorigen Fall eine neue t/- Achse, also neue Abszissen einfilhren. Aber hier ist 
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Demnach hat sich ergeben: Bewegt sich Punkt P in der Bbene so, daB 
das Verhaltnis e seines Abstandes von einem festen Punkt F und seines 
Abstandes von einer festen und nicht durch F gehenden Geraden I 
konstant bleibt, so besehreibt er eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, 
je nachdem dies Verhaltnis «<!, =1 oder >1 ist. Der Punkt F 
ist ein Brennpunkt, die Gerade I die zugehdrige Leitlinie Dies soli 
Fig. 414 veranschaulichen, worin zu einem Brennpunkte F und der zugehorigen 
Leitlinie I eine Anzahl von Kurven gezeichnet sind, deren Punkte von F und I 
jeweils ein konstantes Abstandsverhaltnis haben. Wir haben diejenigen Kurven 
gewahlt, die durch die Achtelteilpunkte des Lotes von F auf I gehen, also 
€ = I*, 1 , 1, 3 und 7 gesetzt. Zusammengehdrige Hyperbelzweige erkennt man 

an der Angabe des zugehorigen Wertes von e. Zu e = 1 gehort die Parabel. 

§ 3. Grundbegriffe der analytischen Geometrie des Raumes. 

Solange wir uns mit Funktionen von nnr einer Veranderlichen 
beschaftigten, benutzten wir zu ihrer geometrischen Veranschaulichung 
Bildkurven in der Ebene. Wollen wir aber auch fur Funktionen 
von zwei unabhS-ngigen Veranderlichen eine geometrische Vorstellung 
gewinnen, so verwenden wir den Raum mit seinen drei t(imensionen. 
Dies gibt uns Gelegenheit, die Grundbegriffe der sogenannten analy- 
tisehen Geometrie des Raumes zu entwickeln. 

Eine Stelle in einem rechteckigen Zimmer kann man bestimmen, 
indem man ihre Hohe iiber dem FuBboden und ihre Entfernungen von 
zwei aneinanderstoBenden Zimmerwanden miBt. Ersetzt man den FuB- 
boden und die beiden Wande durch drei unbegrenzte Ebenen, die rechte 
Winkel miteinander bilden, durch sogenannte Koordinatenebenen, 
so liegt die Bestimmung eines Punktes des Raumes durch drei recht- 
winklige Koordinaten vor. Diese Koordinaten sind die Lote vom 
Punkt auf die drei Ebenen. Der Schnittpunkt 0 aller drei Ebenen heifit 
der Anfangspunkt, und die Schnittgeraden der Ebenen zu je zweien 
heiBen die Koordinatenaehsen. Man erleichtert sich die raumliche 
Vorstellung durch bestimmte Annahmen tiber die Lage des Achsen- 
kreuzes. Wir stellen uns etwa die eine Ebene vie jenen FuBboden wage- 
recht vor; in ihr laufe' eine Achse, die cc-Achse, von 0 auf uns zu, wahrend 
die in ihr gelegene zweite Achse, ?/- Achse, von 0 nach rechts gehe. 

Die dritte Achse, die 2 :- Achse, soli von 0 lotrecht emporsteigen. In diesem 
Sinn seien die Achsen mit Pfeilen versehen und positiv genannt, 
siehe Fig. 415. Die riickwartigen Verla-ngerungen der Achsen iiber 0 
hinaus sind die negativen Achsen. Die Koordinatenebenen heiBen die 
ic 2 /- Ebene, die 2 / 2 :-Ebeneunddie 2 ;ir-Ebene nach den in ihnen gelegenen 
Achsen. Die Ebenen teilen den Raum in acht Gebiete; diese Oktanten 
seien mit I bis VIII bezeichnet und zwar so, daB die Oktanten I bis IV 
iiber den auf S. 25 mit 1 bis 4 bezeichneten Quadranten der x t/-Ebene 
liegen, wahrend sich die Oktanten V bis VIII entsprechend darunter 
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beanden. (In Mg. 415 ist der Oktant VII verdeckt.) Die recht^ink- 
hgen Koordinaten x, y, z eines Punktes P, namlich die Lote von P auf 
die y^-Ebene, die 2 jr-Ebene und die x y-Ebene sollen positiv oder negativ 
ge^chnet werden, je nachdem der Sinn vom jeweiligen FuBpunkte nach 
bin mit dem Sinn der zur Koordinate parallelen Achse ubereinstimmt 
0 er nicht. Den Koordinaten eines Punktes komnien daher je nach 
dem Oktanten, in dem der Punkt liegt, die in der folgenden tbersicht 
^ngegebenen Vorzeichen zu: 


Oktant 

xyz 

Oktant 

X y z 

I 

+ + + 

V 

+ + — 

II 

— + + 

VI 

— + ~ 

III 

+ 

VII 


lY 

4- + 

VIII, 

+ 


Diese tbersicht enthalt aile uberhaupt mdglichen Annahmen uber drei 
orzeic en. Liegt der Punkt in einer Koordinatenebene, so ist eine 

Koordinate gleich Null. Beispiels- 
weise besagt 2 : = 0, dab der Punkt 
in der xy - Ebene liegt. Fur die 
Punkte einer Koordinatenaehse sind 
zwei Koordinaten gleich Null, so 
fur die Punkte der 0 - Achse die 
Koordinaten x und y. Der An- 
fangspunkt 0 ist diejenige Stelle, 
deren Koordinaten samtlich gleich 
Null sind. 

Jede Koordinate x, y, z \yird 
mit einer bestimmt zu wShlenden 
Einheit gemessen. Die drei Ein- 
heiten kdnnen verschieden lang 
sein; man kennzeichnet sie durch 
Angabe der Einheitspunkte auf 
den Achsen. 

Raumes hat bestimmte Koordinaten. 
Um^ekehrt: Zu irgend drei bestmimt gewahlten Werten x,y,z gehort 
etn und nur em Punkt, dessen Koordinaten gleich x, y, z sind. Dicsen 
Punkt bezeichnen wir als den Punkt (x',y,z). 

^ir wollen nun aus demselben Grund wie auf S. 171 die £in- 
Achsen einander gleich wahlen. Unsere Absicht 
ist namlich, geometnsche Botrachtungen im Baum rechnerisch mit 
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Hilfe der Koordinaten mederzugeben; und dabei empfiehlt es sieh 
eine einzige bestimmte Langeneinheit im Raum anzanebmen. Wir be- 
aber, dafi einige der folgenden Ergebnisse aucb dann 
richtig bleiben, wenn die Einheiten Terschieden lang sind. 
Dies heben wir gelegentlich durch Anmerkungen hervor. 

Die Ebenen, die man durch einen Punkt P oder {x\y]z) parallel 
zu den Koordinatenebenen legen kann, schliefien zusammen mit diesen 
einen Korper ein, den man nicht gerade kurz ein dreifach rechtwink- 
liges Parallelepiped nennt. Wir ziehen den einfacheren Namen Quader 
voi'. Eine Kiste oder ein Ziegelstein gibt cine gute Anschauung. Je 
vier aller zwblf Kanten des Quaders sind gleich einer der Koordinaten 
von/*. Die Lote von P auf die Achsen sind di-ei Eckpunkte P^, Py,Pr 
ties Quaders, siehe Fig. 415, wo aber diese Lote selbst nicht eingezeich- 
net sind. Die senkrechten Projektionen der Streeke OP auf 
die Achsen sind gleich den Koordinaten des Punktes 
Die Lange der Streeke OP ermittelt man durch zw'eimalige Anwendung 
des Pythagoreischen Satzes. 1st n8,mlich Q der FuBpunkt der z-Koor- 
clinate, so ist das Dreieek OP*Q an der Eeke P, rechtuinklig und also 
O gleich Ferner ist das Dreieek 0 QP an der Ecke Q rccht- 

winklig und also OP^ gleich 0 2 *. Demnach folgt: 

( 1 ) OP^=x^-i-f+eK 

Die Streeke 0 P werde im Sinn von 0 nach P mit einem Pfeil ver- 
sehen. Sie bildet mit den positiven Achsen gewisse Winkel a, fi, y. Zur 
F estlegung eines Winkels gehbrt nach S. 375, daB der Drehsinn angegeben 
soi , in dem er gemessen werden soli. Die Ebenen von Winkeln im Raum 
konnen aber alle moglichen Stellungen haben, und es gibt kein Mittel, 
clvirch eine allgemeine Vorschrift in alien Ebenen des Eaumes bestimmte 
Di'ehsinne festzusetzen. Nun wissen wir aber, daB der Kosinus des 
Winkels zweier Geraden g und h einen Wert hat, der vom Drehsinn un- 
abhangig ist, denn nach (3), S. 406, ist cosgli— cos hg. Dies gilt nicht 
fiir den Sinus, Tangens oder Kotaigens. Deshalb benutzt man im 
Raum nur die Kosinus der Winkel; sie haben bestimmte 
'Werte, sobald nur die Schenkel mit Pfeilen versehen sind. 
Der Kosinus hat einen positiven oder negativen Wert, je n^hdem 
derjenige Winkel, der zwisehen den mit Pfeilen versehenen Sehenkeln 
liegt, spitz oder stunipf ist. Wir weisen bei dieser Gel^enheit aue 
aiif die dem Leser vielleicht ungewohnte Auffassung bin, nach er 
zwei Geraden aueh dann, wenh sie sich nicht schneiden, Wnmet 
miteinander bilden. Die Schenkel dieser Winkel bekommt “fn jiam- 
lich, wenn man die Geraden so weit parallel mit sich verse le , is 
sie einander schneiden. Dabei leuehtet namlich ein, daB le a 
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des Schnittpunktes ohne EinriuB auf die GroBe der Winkel ist. x\m 
bequemsten ist es, als Schnittpunkt den Anfangspunkt 0 zu wahleii. 

Der Kosinus des Winkels, den eine init Pfeil versehene Gerade 
iriit einer der drei positiven Koordinatenachsen bildet, heifit der 
Richtungskoshius der Geraden hinsichfclich der betreffenden Achse. 
Die Richtungskosinus cos a, cos jS, cosy der Geraden OP init dem 
Pfeile von 0 nach P sind sofort zu berechnen. In dem bei Pa: 
rechtwinkligen Dreieck P^OP ist cos a ^ Pa, OP = OP^: OP 
^xiOP, Der Winkel der positiven Achse mit OP ist aber spitz 
Oder stumpf und daher der Kosinus positiv oder negativ, je nach- 
dem X positiv oder negativ ist. Folglich hat man in der Formel 
cos a x: op fllr OP den positiven Wert der Quadratwurzel aus, (1) 
zu setzen. Entsprechendes gilt von cos und cos y. Demnaeh kommt: 


< 2 ) 


cos a 


’ 

cos y = • 


cos jS = , 

]/ -j, ^2 ^ 


j/iljS 4- yZ gj2 

wobei die Wurzel positiv ist. Durch Quadrieren und Addieren folgt: 


(3) cos^ a + cos^ /? + cos^ y = 1 . 

Jede zu 0 P parallele Gerade mit demselben Sinn hat dieselben 
Richtungskosinus. Die Richtungskosinus dienen daher als 
Bestimmungsstucke einer Richtung im Raiun. Nach (3) 
gilt der 

Satz 7: Die Summe der Quadrate der Richtungskosinus 
einer Richtung im Raum ist stets gleich Bins. 

Aus der vorhin benutzten Formel cosa=ir: OP ergibt sieh 
X = 0 P . cos a , und dabei ist, wie gesagt, 0 P positiv zu messen. 
Entsprechend ist y ^OP , cos ^ und z ^0 P . Qosy. Also : 

Satz 8: Die Koordinaten eines Punktes P oder 
sind gleich den Produkten der positiv gemessenen Strecke 
OP mit den Richtungskosinus der im Sinn von 0 nach P 
mit einem Pfeil versehenen Geraden OP. 

Hat OP die L^ge Bins, so ist insbesondere cos a cos 
cosy=£r. Daher; 

Satz 9: Die Richtungskosinus einer Richtung im 
Raum sind die rechtwinkligen Koordinaten desjenigen 
Punktes, in den der Anfangspunkt iibergeht, wenn er ia 
der vorgeschriebeiien Richtung um die Langeneinheit 
fortbewegt wird. 
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Da der Einheitspunkt der a;-Aelise die Koordmaten 1, 0, 0 hat, 
kommen der positiven x-Achse die Richtungskosinus 1, 0, 0 zu. Die 
positive 2 /-Achse hat die Richtungskosinus 0, 1, 0 und die positive 2- 

Achse die Richtungskosinus 0, 0, 1. j « 2 l az _l ,.2 <yIA^pVl 

Nimmt man irgend drei Werte a, b, e so an, daB a +0 + c gle c 
Bins ist, so hat der Punkt P mit den Koordinaten a,b c nach (1) von 0 
die Entfernung Eins, so daB der im Smn von 0 nach P durchlaufenra 
Geraden nach Satz 9 die Richtungskosinus a,b,c zukommen. Daher. 

Satz 10: Zu irgend drei bestimmten Werten a, b, c, 
deren Quadratsumme a^+b^+<^ gleich Bins ist, gehort 
cine bestimmte Richtung mit den Richtungskosinus a, b, c, 
uamlich die vom Anfangspunkte nach dem Punkte (a, b,c). 

Auch wenn man von den Richtungskosinus einer Richtung nur 
weiB, .dafi sie zu drei gegebenen Werten A, P, 0 proportional sind 
und ilberdies dieselben Vorzeichen wie diese drei Werte haben, 1 st die 
Richtung vollkommen bestimmt. Dies ist namlich die Richtung vom 
Anfangspunkte nach dem Punkte mit den Koordinaten A, B C me 
die Formeln (21 fm x = A, y B, z sofort zeigen. Wir haben 
also den 

Satz 11: Diejenigen Richtungskosinus, die zu drei ge- 
gebenen Werten A, B, 0 proportional sind und dieselben 
Vorzeichen wie diese drei Werte haben, sind. 

^ B G 

1/4’' -k + 0' 1/4* +B^ + & 


Dabei ist die Wurzel positiv. 

Nun seien zwei Punkte P^ 
und Pa durch ihre Koordinaten a:i, 
i/i, 2 i und aia, y^, gegeben. Um 
das Quadrat der Strecke P 1 P 2 zu 
berechnen , verschieben wir das 
Achsenkreuz parallel mit sich der- 
art, daB der Anfangspunkt nach 
Pi ruckt. Fig. 416 lehrt, daB P 2 
im neuen Achsenkreuz als Koordi- 
dinaten die Differenzen x^— Xi, 
2/2 — 2/1' 2=2 — % 

(1) das Quadrat der Entfernung 
vom neuen Anfangspunkte Pi bis 
zum Punkte Pa den Wert hat: 

( 4 ) 



p^pz - Xi)^ + (ya - Vif + (^2 - ^i)®- 
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Im neuen Achsenkreuze hat die Gerade von nach Pg dieselben Eich- 
tungskosinus wie im alten. Nach (2) sind sie somit gleich 

dividiert mit der positiven Quadratwurzel aus dem 

Ausdruck (4). 

Satz 12: Die Richtungskosinus der Geraden von einem 
Punkte nach einem andern Punkte {X 2 iy 2 y sind 

proportional zu den Differenzen — y%’— yi^ ^ 2 "^ nnd 

haben dieselben Vorzeichen wie diese Differenzen. 

Jetzt mogen irgend zwei Richtungen im Eaum durch ihre 
Richtungskosinus cos cos cos und cos a^, cos cos yj gegeben 
sein, so dafi nach Satz 7: 

cos* cti + cos* /Sj + cos* yj = 1 , cos* Og + cos* P 2 + Yi 

ist. Nach unseren friiheren Bemerkungen ist dann der Ko sinus des 
Winkels co beider Richtungen vollkommen bestimmt. Um ihn zu be- 
rechnen, ziehen wir von 0 Geraden in den gegebenen Richtungen und 
tragen auf ihnen von 0 aus in diesen Rich^ngen die Langeneinheit 
auf. Dadurch gelangen wir zu Punkten IP-^ und P^, und Pj 0 Pg 
darf dann mit <0 bezeichnet werden. Nach Satz 9 hat Pj die Roordinaten 
cos «!, cos Pi, cos yi und Pg die Koordinaten cos Ug, cos /3g, cos yg. Mit 
hin ist nach (4): 

Pi/* 2 ® = (cos ai — cos Ug)* + (cos — cos /3g)* + (cos yi — cos yg)* . 

Quadriert man dies aus, so ergibt sich mit Riicksicht auf die beiden vor- 
hergehenden Gleichungen: 

Ri ^ 2 * = 2 — 2 (cos Og cos og + cos cos ^2 4- cos yg cos yg). 

Andererseits ist nach dem Kosinussatz 14, S. 410, angewandt auf das 
Dreieck PjOPg: 

Pg Pg* = 0 Pg* + OPg*- 2 0 Pg . OPg . cos G) . 

Wegen OPg = 1, OPg =1 gibt dies: 

Pg Pg* = 2 — 2 cos CO . 

Die Vergleichung mit dem vorher erhaltenen Wert von PgPg* lehrt: 

Satz 13: Der Kosinus des Winkels, den zwei Richtungen 
mit den Richtungskosinus cos cg, cos/Sg, cosyg und cosag, 
cos-jdg cosyg miteinander bilden, ist gleich der Summe; 

cos Og cos Og + cos /Sg cos ^g + cos yg cos yg . 

Da insbesondere cos <u = 0 besagt, dafi die Richtungen zueinander 
senkrecht sind, gilt der 



§ 3 , Gmndbegriffe der andytisehen Oeomeirie des Raumes, 673 


Satz 14 : Zwei Bichtungen mit den Bichtungskosiiius 
cos oi, cos/ 3 i, cosyi. und cos ag, cos dann und 

nn^ dann zneinander senkrecht, wenn die Gleichung be- 
steht: 

cos % cos 02 + cos Pi cos p2 + cos yi cos ^2 = 0 . 

1 st dies der Fall, so bleibt die Gleichung richtig, wenn wir sie mit 
irgendeiner Grofie multiplizieren. Dies bedeutet, dafi statt cos 
cos ^1, cos yi aucli drei zu ihhen proportionale Werte genommen werden 
diirfen. Dasselbe gilt von cos ^2^ cos cos y^. Folglich ergeben sich 
mit Rlicksiclit auf Satz 12 die beiden Satze: 

Satz 16 :; Die Gerade vom Punkte {Xi\ th; %) nach dom 
Punkte {x^y^^z^) ist dann.nnd nur dann zur Richtnng mit 
den Richtungskosinus cos a, cos/8, cosy senkrecht, wenn 
die Gleichung besteht: 

(a'2 — Xi) cos a + (2/2 — 2/3) cos p -h {z^ — cos y = 0 . 

Satz 16 : In dem Dreieck von drei Punkten Po, Pi,. P2 
Oder (,To; y^\ {Xi\ yi\ {x^\ y^\ ist der Winkel bei Po 
dann und nur dann ein rechter, wenn die Gleichung besteht: 

(% (^2 — ^^0.) + (2/1 - 2/0) (2/2 - yo) + (h — ^0) (h ^0) = 0 - 

Nun werde eine Ebene E betrachiet. Das Lot vom Anfangspunkt 
0 auf E habe den FuBpunkt siehe Fig. 417 . Ist die positiv gemessene. 
Lange p des Lotes OPg und sind uberdies die Richtungskosinus cos a, 
cos p, cos y der Richtung von 0 nach Pq gegeben, so ist der Punkt 
pQ und damit auch die Ebene E vollstandig fest- 
gelegt. Po hat nach Satz 8 die Koordinaten 
^ cos a, p cos p und p cos y. Die Bedingung da- 
fiir, da6 ein Punkt P oder {x;y; z) in der Ebene 
E liege, kann so ausgedruckt werden: Die Gerade 
PoP mufi zu OPq senkrecht sein. Oder auch: 
Die Gerade PqP muB zur Richtuhg mit den 
Richtungskosinus cos a, cos p, cos y senkrecht sein. Da Po die 
Koordinaten p cos a, p cos p, p cos y und P die Koordinaten ac, z 
hat, stellt sich die Bedingung nach Satz . 15 so dar: 

(jT — p cos a) cos a+ (y— p cos p) cos (2 ~ p cos y) cos y == 0 . 

Beim Ausmultiplizieren tritt als Faktor von — p die Summe der 
Quadrate der Richtungskosinus auf, die nach Satz 7 gleich Eins ist. 
Die Bedingung nimmt daher die einfachere Gestalt an: 

(6) a; cos a + j/ cos ^ + 0 cos y == p . 

Scheffers, Lehrhuch d. Mathematlk. 
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Folglich gilt der 

Satz 17: Ein Punkt («; y; z) liegt dann und nwr dann 
in derjenigen Ebene, die vom Anfangspunkte die Entfer- 
nung p, mit den Eichtungskosinns cos a, cos/9, cosy hat, 
wenn die Gleichung besteht: 

a; cos a + z/ cos /9 + 2 cos y =p . 

Dabei ist die Entfernung p positiv gemessen und der Sinn 
ihrer Richtung der vom Anfangspunkte nach der Ebene hin. 

Wir woUen nun einen Punkt P oder (x; y; z) ins Auge fassen, der 
nicht in der Ebene E liegt. Fiir ihn besteht die Gleichung (5) nicht, 
d. h. fiir ihn ist die Differenz 

(6) iccos a+ ycos j9 '+ 2 cos y — -p 

von Null verschieden. Aber diese. Differenz hat fiir ihn eine einfache 
geometrische Bedeutung. Dm dies zu zeigen, legen wir durch P 




6 


Kg. 418. 



d® Lot OP, von O auf B. Wir wollen 

raSe siTdooV^'^T ? bezeichnen. Verschiedene 

O nacro ““*1 b ist der Sinn von 

Fir1l8?’iT z""*" ^ Po, und zwar ist y in 

^n ^ L von 0 nach Q, dem von 0 nach pf ent- 

Ton q gleich cos a oL I^hllen sind die Richtungskosinus 


a COS a + j/ cos jS + 2 cos y = g, 
im dritten Fall: 


« cos a — y cos /9 — 2 cos y ~ q. 
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Demnach ist die Differenz (6) in. den beiden ersten Fallen gleich 
q — p nnd im dritten Fall gleich — q — p. Wird schliefilich noch. 
das Lot von P auf die Ebene E gefillt nnd sein positiver Betrag 
mit I bezeichnet, so ist I im ersten Fall gleich q — p, im zweiten 
gleich p — q und im dritten gleich p + q: Somit ist I im ersten 
Fall gleich der Diflferenz (6), im zweiten und dritten Fall dagegen 
— I gleich der Differenz (6). Im ersten Fall liegt P, von 0 aus 
betrachtet, jenseits der Ebene £, dagegen im zweiten und dritten 
Fall diesseits. Mithin ergibt sich: 

Satz 18: Der Abstand einesFunktes (a;; j/; 0 ) von der- 
jeiiigen Ebene, die vom Anfangspunkte die positiv ge- 
messene Entfernung p mit den im Sinn vom Anfangs- 
punkte nach der Ebene hin genommenen Richtungs- 
kosiniis cos a, cos cos yhat, ist gleich 

X cos a + y p + z cos y — p, 

Dieser Ausdruck gibt den Abstand mit dem Pluszeichen, 
wenn der Punkt (x; y; 0 ) vom Anfangspunkte durch die 
Ebene getrennt wird; andernfalls ist der Ausdruck mit 
dem Minuszeichen behaftet. 

Wir wollen jetzt wieder annehmen, da6 der Punkt P Oder 
(x; y; z) in derjenigen Ebene E liege, die vom Anfangspunkte die posi- 
tiv gemessene Entfernung p mit den Richtungskosinus cos a, cos 
cos y hat, so dafi nach Satz 17 

(7) rr cos a + 2 / cos /S + 0 cos y = p 

ist. . Hier liegt eine in x, y, z lineare Gleichung, d. h. eine 
Gleichung ersten Grades in x, y, 0 vor. 

Diese Gleichung (7) ist nicht die allgemeinste lineare Gleichung 
in X, y, z. Denn.erstens ist die rechte Seite von (7) positiv, und 
zweitens ist die Summe dor Quadrate der Koeffizienten von x^ t/, 0 
nach Satz 7 gleich Eins. Aber jede in x, y, 0 lineare Gleichung 

(8) 4a;+Bj/+C0==Z) 

laBt sich leicht auf die Form (7) bringen. Bezeichnen wir nS-mlich mit 
e die Zahl -|- 1 oder 1, je nachdem D positiv oder negativ ist, ver- 
?tehen wir dagegen unter b nach Belieben + 1 oder — 1, falls D 
gleich Null ist, so diirfen wir statt (8) zunachst schreiben: 

B Ax + bC z^ bD. 

Hier ist die rechte Seite gewiB nicht negativ. Nun diviliieren wir die 
Gleichung mit der positiven Quadratwiirzel aus 5^+ CK Dann 

48 * 
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kommt eine Gleichung, die genau die Form (7) hat, wenn man 

cos 6 = ~ ’ 

^ H-JP+ C* 

^ fiD ^ 

^ ” ]/4» + J3» +C' ’ 

I (l/'^2+B®+C2>0, «i)^0) 

setzt. In der Tat ist der dureh die letzte Gleichung (9) bestinante Wert 
von p positiv, und aufierdem sind die dmeh (9) bestimmten Grofien 
cos a, cos cos y -vrirldieh Eichtungskosinus, 'weil die Sunime ihrer 
Quadrate gleich Eins ist (vgl. Satz 10). Da nun (7) die Bedingung 
dafiir ist, daB ein Punkt (x; y; e) in der Ehene E liegt, und da 
die allgemeine lineare Gleichung (8) auf die Form (7) zuriickgefuhrt 
worden ist, gilt der 

Satz 19^: Eine in x, y, z lineare Gleichung 
Ax-\rEy-\-Oz = 'D 

wird yon den Koordinaten x, y, z aller in einer gewissen 
Ebene gelegenen Punkte erfUllt, dagegen nicht von den 
Koordinaten irgendeineis anderen Punktes. 

Wie die Ehene liegt , erkennt man aus den Werten (9) , denn 
daraus ist die Entfemung p der Ehene vom Anfangspunkte sowie 
die Eiehtung dieser Entfemung zu entnehmen. 

Infolge des Satzes 19 ist jede in x, y, z lineare Gleichung (8) die 
Gleichung einer Ebene im Raum. Die in Satz 18 angegebene be- 
sondere Form der Ebenengleichung heiBt die Hesses che Normal - 
form. (Vgl. die im 1. Beispiel, S. 669, aufgestellte HESsKsehe Normal- 
form, der Gleichung einer Geraden in der a:?/ -Ebene). Die SStze 17 
und 18 lassen sich nun auch so ausspreehen. 

Satz 29; Liegt die Gleichung einer Ebene in der Nor- 
malform 

a; cos a + 1 / cos ^ -f z cos y = p 
vor. so ist der Ausdiuck 

X cos a J/ cos jd -f- 2 cos y — p 

zwar fiir jeden Punkt (x; 2 ) der Ebene gleich Null, 

jedoch fiir irgendeinen andern Punkt (x; y; 2 ) von Null 
verschieden und zwar gleich dem Abstande des Punktes 


^ IHeser Satz gilt aaclt dann, wenn die Einheiten der drei Achsen verscMedenL 
grofl sind. 


( 9 ) 


cos a = - 


tA 


+ e» 

eos y +. £11 ’ 
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von der Ebene. Der Ausdruck liefert diesen Abstand mit 
dem Plus- oder Minuszeichen, je nachdem der Punkt (a;; y; 2 ?) 
vom Anfangspunkte durcb die Ebene getrennt wird oder 
nicht 

Die Ebene mit der Gleichung (8) geht durch den Anfangspunkt 
0 selbst, wenn die Gleichung durch die Werte Null von x, y, z be- 
friedigt wird, also im Fall D ^ 0, Wenn dagegen D 4= 0 ist, 
schneidet die Ebene von den Achsen drei von 0 an gemessene 
Strecken c ab, die wir positiv oder negativ rechnen, je nachdem 
sie auf den positiven oder negativen Achsen liegen. Diese Strecken 
lassen sich sofort berechnen. Denn es ist zu fordern, daU die Punkte 
(a; 0; 0), (0; i; 0) und (0; 0; e) der Ebene angehoren, und deshalb 
ergibt sich aus (8): 

Aa=D, Cc^D, 

also 



Division der Gleichung (8) mit D zeigt also, dafi man die Gleichung 
auf die Form 


bringen kann. 

Satz 214: Die Ebene, die auf den Koordinatenachsen 
die mit Vorzeichen gemessenen Strecken a, &, c abschneidet, 
hat die Gleichung 

Vgl. Satz 3, S. 175, uber die Geraden in einer Ebene. 


1. Beispiel: Vorgelegt sei die in *, y, z lineare Gleichung 
6a; — 32/ -H 20= A 

Sie stellt eine Ebene dar. Ura ihre Normalform zu bckommen, verfahren wir nacli 
den Vorschriften auf S. 675. Da die rechte Seite der Gleichung negativ 1 st, wird 
f U - 1 gewahlt, (Lh. die Gleichung mit ~ 1 multipliziert. Ferner wird sie 
mit der positiven Quadratwurzel aus 6® -h (-*• 3)® -f- 2* oder 49, also mit 7 
dividiert. Dann ergibt sich die Normalform: 

— fa; + ft/— f 

Sie besagt, dafi das Lot OPq von 0 auf die Ebene gleich f ist und die 
Riehtungskosinus -f,fund ~ f hat Dem Fufipunkte Fq des- Lotes kommeii 


^ Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Einhciten der drei A^chsen verschieden 
grofi sind, vorausgesetzt, dafi man die Abschnitte a, 5, c mit den entsprechenden Em- 
heiten mifit. 
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nach Satz 8 diejenigen Koordinaten zu, die sich durch Multiplikation der 
Kichtungskosinus mit | ergeben, also die Koordinaten — if, if und — if. Fm 

die Abschnitte a, &, c der Ebene 
anf den. Achsen zu finden, divi- 
diert man die vorgelegte Gleichung 
mit - 6: 

Nach Satz 21 sind a, c die rezi- 
proken Werte der Koefdzienten von 
oj, y, z; daher == — 1, & s=s 2, 
c= — 3, siehe Fig. 419, wo nur 
das dreieckige Stiick der Ebene 
angegeben ist, dessen Ecken die 
Punkte auf den Achsen sind. 

Liegt die allgemeine Glei- 
chung 

Ax + B y + G z D 

einer Ebene vor, so zeigen die 
Formeln (9), dafi die Rich- 
Fig. 419. tungskosinus aller auf der 

Ebene errichteten Lote zu A, 
R, G proportional sind. Da zwei Ebenen 

A^x + GiZ =D^ und A 2 X+ B^y + G 2 Z = D 2 

zueinander parallel sind, wenn die auf ihnen errichteten Lote einander 
parallel sind, folgt daraus, daB die Bedingung des Parallelismus das 
Bestehen der Proportionen 



ist Wenn dagegen die Ebenen zueinander senkrecht sind, muB das- 
^Ibe von den auf ihnen errichteten Loten gelten. Die Kichtungskosinus 
to Lote mussen £so die in Satz 14 angegebene Bedingung erfUllen. 
Wir hoben auf S. 673 hervor, da6 man in dieser Bedingung die Richtungs- 
kosinus durch zu ihnen proportionale Werte ersetzen darf. Folglich ist 

AA+ KiKz + ClCj, = 0 
die Be^ngung des Senkrechtstehens. 


Satz 22: Die Ebenen mit den Gleichungen 
A,x + B^y+C,z=Dj^ und = D* 

sind zueinander parallel, wenn 
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ist^, 

ist. 


dagegen zueinander senkrecht, wenn 

J-i 4- ^2 i“ ^2 = 0 


2. Beispiel: Man soli die Gleichung der Ebene anfstellen, die zu der im 
1. Beispiele betrachteten Ebene 

6ar— 3y + 22 = — 6 

parallel ist und diirch den Punkt (3; 2; 2) geht. Nach Satz 22 muB die gesuchte 
Gleicbung 

Ax + By Cz = D 

so beschaffen seih, dafi J.:jB:C== 6: — 3:2 ist. Da man die Gleichung mix. 
einem konstanten Faktor multiplizieren dart, konnen wir geradezu JL — 

= — 3, C = 2 setzen: 

(ox — Zy -H 2s == D. 

Niin wild D ans der. Bedingung ermittelt, dafi die Ebene durch den Punkt 
(3; 2; 2) gehen soil. Sie gibt: 

6.3~3.2 + 2s2=D, also 

Somit ist 

6x — 3^ + 2s== 16 

die gesuchte Gleichung der Ebene. Hire Normalform ist: 

Demnach hat die Ebene vom Anfangspunkte den Abatand 2 -J. 

3. Beispiel: Man soli die Gleichung der zur Ebene 

6a; — 34/ -h 2s == —* 6 
senkrechten Ebene durch die a-Achse ermitteln, Ist 

Ax -h By -h 3 

die gesuchte Gleichimg, so muB sie dutch die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
(a;; 0; 0) der a:-Achse befriedigt werden, d. h. es mufi J:a; = JD fiir jedes x sein. Dies 
ist nur dann moglich, wenn A == D = 0 ist. Somit bleibt: 

By-t Cz — 0. 

Nach der Bedingung des Senkiechtstehens in Satz- 22 mufi femer sein: 

6.0-3. J? + 2. 0= 0, 

d. h. B = I C. Man bekommt also als Gleichung der Ebene 

|-G4/ + 02f=0 

Oder nach Multiplikation mit 3 und Division mit C: 

24/4" 3 ST— 0. 


^ Bis hierher gilt der Satz auch dann, wenn die- Einheiten der drei Achsen ver- 
schieden groB sind. 
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Dio a^y-Ebcne enthalt alle Punkts, fiir die z gleich Null ist. Soiuit 
ist z = 0 die Gleichung der xy-EUne. Nach Satz 22 steht demnach 
die Ebene 

(10) Ax-hBy+Cz=D 

auf der xy-Ehme senkrecht, wenn 0.J.+ 0.B+1.C=0, also 
0 = 0 ist, d. h. wenn die Gleichung der Ebene von 2 : frei ist: 

Ax + By :=D, 


Dasselbe erkennt man so: Die letzte Gleichung stellt in der xy- 
Ebene nach Satz 2, S. 173, eine Gerade g dar. Ist nun Q ein 
Punkt von so hat jeder Punkt P des in Q auf die icy-Ebene er- 
richteten Lotes dasselbe x und dasselbe y wie Q, d. h. auch seine 
Koordinaten erfullen die Gleichung, weil sie von z frei ist. Also 
befriedigen die Koordinaten aller Punkte der langs g auf der a;y-Ebene 
senkrecht errichteten Ebene die Gleichung. 

Nun betrachten wir eine Ebene (10), die nicht zur icy-Ebene 
senkrecht ist, d. h. deren Gleichung nicht von z frei ist, so dafi 
G =f= 0 ist. Dann kann man die Gleichung nach 2 ; auflosen: 


Diese Foi-mel liefert z als eine ganze lineare Funktion 
von X und y: 

3 = aa;+l)y+c 
mit konstanten Koeffizienten a, 6, c. 

-rr allgemein irgendeine Funktion / von zwei unabhangigen 

Veranderhehen x und y gegeben und gleich 2 gesetzt wind, versteht 
man unter dem Bild dieser Funktion z^f{x,y) die Gesamtheit 
mler Punkte (a:; y; 0 ), deren x- und y- Koordinaten beliebig sind, 
vraiirend die zugehorigen 0 - Koordinaten durch die Bedingung 
^ / (a;, y) angegeben werden. Insbesondere hat sich also ergeben : 

Satz 23^: Das Bild einer ganzen linearen Funktion z 
von X und y 


.z ='aa:+ 'by-\- t 

ist eine Ebene, die nicht zur 0 -Achse parallel ist. 

Jetzt gehen wir einen Schritt weiter: Wir wollen das Bild einer 
beliebigen Funktion 


^ Dieser Satz gilt auch danii, 
grofi sind. 


weun die Einheiten der drei Achseu verschieden 
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( 11 ) e = f(^^y) 

untersuchen. Dal)ei setzen wir voraus, da 6 die Funktion stetig sei. 

Da die Bedingung (11) zu einem beliebigbn Wertepa^e x, y, d. h. 
zu einem beliebigen Punkt Q oder {x-,y) der a: 2 /-Ebene einen gewissen 
zugehorigen Wert z der Hdhe iiber Q 
liefert, liegt iiber jeder Stelle Q der xy- 
Ebene ein Punkt P oder (a:; y\ z), dessen 
Koordinaten die Bedingung (11) befrie- 
digen (siehe Fig. 420). Da / (a:, ?/) stetig 
ist, gehoren zu unendlicb benaebbarten 
Wertepaaren a:, i/, d. h. zu unendlicb be- 
naebbarten Punkten Q der a;i/-Ebene 
auch unendlicb benfiebbarte Werte von z, 
d. b. unendlicb benachbarte Punkte^ P 
im Rauna. Die Gesamtbeit aller Bild- 
punkte P ist also luckenlos. Man 

Hierbei sind noch einige Anmerkungen zu machen. Erste 
zube^ltn, S das WorrFl.cbe in der <>eomeme an zwmerhi 

ar4p= s 

gesproeben ba,ben P„r,kle /unterhalb der a:t/-Ebene 



liegen. Drittens endlicb baben i«r auen 

tmgenau gesagt, zu jedem Pu Q d y ^ 

von (11) -ein Punkt P gehore. Es ist na^ ca s 

und kommt haufig vor, daB eine ^ ’^also nur fur die 

paaxe ai, y innerhalb ernes ®!^tt 30 daB die FlSche 

Punktft Q eines Teiles der ® 2 /-Ebene g ’ ^ ist. Diese 

dann nur iiber diesem Teil der ™ 

Einschrankung immer zu erwahnen, wm a t g.^^^ q 

I»‘ ae |*w.rtige / 

Oder (a:; y) nur ein PunKt, r aer 

— , wiKpiK. wenn man eine Eliene 

1 In naeWassigem Sprao^ebrauje Gebilde. Eine Ebene 

meint. Wir verstehen unter Elache das aUgememere 

ist als eine ebene Flache zu bezeiohnen. 



682 Zwdlftes Kapitel: FmUionen von mehreren Veranderlichen, 

fiihren dagegen zu Fl§,c]ien^ die von den Loten zur x ?/-Ebene in mehr 
als einem Pnnkt getroffen werden. Dutch geeignete Einschrankungen 
kann man von mehtwertigen Funktionen zu einwertigen zuriickkommen, 
vgl. S. 152. Dies bedeutet geometrisch, da6 man sich auf einen Teil 
der Flache beschr^nkt. Wir wollen voraussetzen, dafi die 
Funktion /(it, j/) einwertig sei. Nebenbei sei erwahnt, dafi e& 
allerdings*auch FlS/Chen gibt, die nicht nnr jedes Lot zur a;i/-Ebeiie 
in mehreren Punkten treffen, sondern sogar alle Punkte solcher 
Lote enthalten, namlich die Zylinderflachen, die senkrecht auf 
der ity-Ebene aufstehen. Von diesen Flachen sehen wir hier ab. 
(Sie lassen sich librigens ebenso behandeln, wenn man eine andere Ko- 
ordinatenebene statt der itaz-Ebene zur Grundebene macht.) 

Nach diesen notwendigen allgenieinen Verwahrungen sei nun ein 
Wertepaar x, y,- d. h. ein Punkt Q in der x 2 /-Ebene bestimmt ausge- 
wahlt. Nach (11) gehort dazu ein bestimmter Wert z und somit 
ein iiber Q gelegener Punkt P der Flache. Wenn wir Voraussetzen,. 
dafi die Funktion f{x^y) differentiierbar sei, ist das vollstandige 
Differential von z nach Satz 1, S. 645: 

(1^) d^^hdx+fydy. 

Wir untersuchen nun, welche Bedeutung dieser Differential- 
formel in Hinsicht auf die Flache zukommt. 

Zu beliebigen Differentialen d x , d y gehoren Punkte Q' der xy- 
Ebene, die unendlich nahe bei Q liegen und die Koordinaten X’^- d x 
und y dy haben. Die Gesamtheit der liber alien diesen Punkten 
gelegenen Punkte 7^' oder {x+ dx \ y dy \ z+ d z) der Flache 
besteht aus alien dem Punkt P unendlich benachbarten Flachen- 
punkten. Da z durch (12) bestimmt wird, sobald d x und d y ge- 
wahlt worden sind, mufi diese Gesamtheit von Punkten P' besondere 
Lagerung haben. Worin dies Besondere besteht, erkennt man so: 

Die Gerade von P nach irgendeinem unendlich benachbarten 
Punkt P' der Flache heifit eine Tangente des Flachenpunktes P. 
Dem Punkt P kommen also unzahlig viele Tangenten zu. Die Rich- 
tungskosinus cos a, cos/^, cosy einer Tangente PP' sind nach Satz 
12 proportional zu den Differenzen dx ^ dy ^ dz der Koordinaten von 
P' und P. Each (12) gilt daher die'Gleichung: 

cos y = /jj cos a + /y cos ^ 

Oder: 

(13) — /a- cos a — /y cos + cos y ==: 0 , 

Erinnern wir uns nun an den Satz. 14, der die Bedingung daf iir angibt 
daB zwei Richtungen zueinander senkrecht sind, so ist es leicht, die 
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letzte Fomel so darzustellen, dafi sie gerade diese Bedinguhg wird. 
Denn nach Satz 11 gibt es eine Richtung, deren Richtungskosinus zu 
den Koeffizienten von cos a, cos cos y in (13), also zu — fx, — fy 
und 1 proportional sind, namlieh die Werte haben: 


(14) cos A 




V/as* 4" 1 


I ^ty2 


WO wir die Wurzel etwa positiv annehmen. Nun laBt sich die 
Formel (13) so schreiben: 


cos X cos a + cos cos /? + cos v cos y = 0 , 


so daB sie nach Satz 14 besagt, daB jede Tangente des 
Pnnktes P senkrecht ist zu derjenigen bestimmten Rieh- 
tung, deren Kosinus durch (14) dargestellt werden. Wir 
wollen uns vorstellen, durch den Flachenpunkt P sei die Gerade n 
gezogen, deren Richtungskosinus die Werte (14) haben. Alle Tan- 
genten von P sind zu dieser Geraden n, der sogenannten Nor male 
von P, senkrecht. Sie liegen daher in der zu n senkrechten Ebene 
durch P. Diese Ebene heifit die Tangentialebene des EMchen- 
punktes P. Die geometrische Deutung der Differentialformel 


ist demnach der 


d z = Udx + fydy 


Satz 24^: Alle Tangenten eines Punktes der FUche 
2 = / y) bilden eine Ebene, vorausgesetzt, daB die Funk- 
tion f{x^ y) fur das dem Punkte zugehorige Wertepaar x,y 
differentiierbar ist. 

Nun sei (j; t); j) ein beliebiger Punkt ^ der Tangentialebene von 
P, d. h. die Gerade P^ sei senkrecht zu der durch (14) angegebenen 
Normalenrichtung. Dann muB nach Satz 16 die Gleichung bestehen: 

(j — x) cos A + (^ ~ y) cos + (j — 2 ) cos v == 0 , 


die sich nach (14) einfacher so schreiben l^Bt: 




^ Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Einheiten der dxei Acksen ■verscMeden 
grofi sind. Dagegen bxauchen die Tangenten eines Punktes keine Ebene zu bilden, 
wenn / (x, y) m. der betreffenden Stelle unstetig oder nicht differenzierbax ist. Derartige 
Flachenpunkte beifien singular. So ist die Spitze eines Kegels eine singulkre Stelle 
der Kegelflache. Breht sick ein Kreis um eine Gerade, die ihn in A und J? sckneidet, 
so entstekt eine KotationsflsLche, die in A und B singulare Punkte hat. Die Tangenten 
von A bilden einen Rotationskegel, die von B ebenso. Drekt sick der ICreis um die ihn 
in A beriilirende Gerade, so entstekt eine Rotationsilacke, die in A sogar nur eine einzige 
Tangente hat. 
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Oder auch so : 

< 15 ) ixl- fv^=z~ Ux- fyy . 

Diese in j, t), j lineare Gleichung ist also die Gleichung der Tan- 
gentialebene des Punktes P oder (a:; y, z) der Flache. In ihr sind 
X, 2 /,gegeben, also auch 2 ~f(x, y) so-wie /* nnd’/j,, wahrend £, t), 5 die 
veranderlichen oder laufenden Koordinaten eines beliebigen Punktes 
der Tangentialebene bedeuten. 

Den Satz 24 kann man auch in mehr geometrischer Weise so 
ableiten: Wenn a; um da: waehst und y ungekndert bleibt, also 
4y = 0 gewahlt wird, liefert (12) den Zuwachs /* d a: der Hdhe z. 
Dieser Annahme rnbge der Punkt der xy-Eham und der dariiber 
gelepne Punkt P^ der Flache in- Fig. 421 entsprechen. Wenn dagegen 
zweitens nur y vaa dy waehst und x ungeandert bleibt, also dx = 0 

gewahlt wird, liefert (12) nur den Zu- 
wachs fydy der H 6 he 2 , und dazu 
moge der Punkt in der a: 2 /-Ebene 
und der dariiber gelegene Punkt Pg der 
Flache gehSren. Die mit und ty be- 
zeichneten Geraden P P^, und P Pg sind 
besondere Tangenten von P, namlich die 
zur a: 2 -Ebene und j/ 2 -Ebene parallelen. 
Jetzt soil gezeigt werden, daB alle Tan- 
genten von P in der Ebene von und 
ty liegen. Zu diesem Zweek lassen wir 
jetzt. sowohl X urn dx als auch y um dy 
Fig. 421. waehsen, wodurch Q in Q' -ubergeht und 

die Hohe 2 nach (12) um f^dx fy d y 
waehst, also P nach einer Stelle P' iiber Q wandert. Die durch P 
zur a: y- Ebene parallel gelegte Ebene schneide die in und Q' 

errichteten Lote in Sg und P. Dann ist 

■^■^j~/a:da:, P 2 — fy d y , RP' —f^dx-\- fydy 

folglieh 

PP'=PiPi+PgPg, 

•was bedeutet, daB die Punkte P,P^, P^P' (ebenso wie Q, Qi,Q 2 ,Q'} 
ein Parallelogramm bilden. Die Tangente P P' liegt somit wirk- 
lich in der Ebene von und ty, also gilt Satz 24. 

Insbesondere gibt es eine Tangente h von P, die zur xy-Ebene 
parallel ist. Wandert P auf ihr unendlich wenig weiter, so andert sich 
seine Hohe 2 nieht; man erzielt diese Wanderung, wenn man da: und 
dy so wahlt, daB d 2 = 0 , also nach (12) 
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fxdx+ fydy 

wird. Die senkrechte Projektion von h auf die xy-Ehme ist eine zu k 
parallele Gerade }i\ Sie hat in der xy-Ehene gegeniiber der £c-Achse 
die ans der letzten Gleichung hervorgeheiide Steigung: 

dx ty' 

Die Schnittkurven der Flache mit den znr x i/-Ebene parallelen 
Ebenen heifien die Hohenlinien oder Niveauknrven der Flache. 
Sie haben wagerechte, d. h. zur a;^-Ebene parallele Tangenten. 
Insbesondere ist die soeben betrachtete Tangente h die Tangente der 
durch P gehenden Hohenlinie an der Stelle P. Den Hohenlinien stehen 
die Linien starksten Gefalles oder Fallinien der Flache gegen- 
iiber. Die durch P gehende Linie starksten Gefalles hat in P als Tangente 
diejenige Gerade in der TangentiaJebene, die am starksten zur x y»Ebene 
geneigt ist. Nach einem bekannten Satze der Geometrie des Raumes 
ist diese Gerade senkrecht zur wagerechten Geraden h. Die Linien 
starksten Gefalles sind also diejenigen, die alle Hohen- 
linien senkrecht durchsetzen. 

Die Geometrie der Blachen im Raum ist ein sehr ausgedehntes 
Gebiet der Mathematik. Wir miissen uns mit diesen wenigen Andeu- 
tungen begniigen. 

4. Beispiel : Wir untersuchen die Gestalt der Fhlche mit der Gleichung 



worm e eine you Null verschiedene Konstaiite sei. Setzt man ^ = 0, so geht =; 0 
heivor» wie auch immer x gewahlt sein mag, d. h. die ganze x-Achse gehdrt der 
Flache an. Ebenso erkennt man, daB die ganze ^/-Achse der Flache angehdrt. 
Setzt man fiir x eine beliebige Konstante a, . d. h. sucht man den Schnitt der 
Flache bait einer zur t/a-Ebene parallelen Ebene, so gibt (16) die Gleichung 
C2 — ay — 0 zwischen y und a. Da sie in y und a linear ist, wird die 
Projektion der Schnittlinie auf die a -Ebene eine Gerade, mithin auch 

Schnittlinie selbst. Somit schneidet jede zur ^a- Ebene parallele Ebene die 

Flache in einer Geyaden g. Da die Ebene die a-Achse trifft und die x-Aclise 
auch der Flache angehdrt, gehen alle diese Geraden g von der, a*-Achse aus* 
Ebenso erkennt man, daB jede zur a: a -Ebene parallele Ebene die Flache in 

einer von der i/-Achse ausgehenden Geraden /t Schneidet. Obgleich also die 

Flache zwei Scharen von je unendlich vielen Geraden g und h ent- 
hait, ist sie doch nicht eben, sondern krumm, denn ihre Gleichung 
(16) ist ja nicht linear in x, t/, a. Die Lagerung der Geraden g und h laBt 
sich leicht noch genauer bestimmen. Man beachte namlich, dafi (16) fur a; = 
imd y — c auch a = c gibt. Der Punkt C mit den drei gleichen Koordinaten e 
hegt somit auf der Flache, siehe Fig. 422. Mithin miissen die Geraden der 
Hache, die in den Ebenen durch C parallel zur y a-Ebene oder zur x a-Ebene 
liegen, die Geraden von C nach den Schnittpunkten A und B dieser beiden 
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Ebenen niit der iu-Acbse und ^/-Achse sein. Somit kennen wir ein windschiefes 
Viereck 0 AC dessen Seiten samtlich der Flache angehoren, Jede zur 
y 3 -Ebene parallele Ebene trifft zwei Seiten des Vierecks, namlich 0 A und B 0, 

so dafi die in ihr gelegene Gerade g der 
Flache die Verbindende der beiden Schnitt- 
punkte sein muB. Entsprechendes gilt von 
den Geraden h. Die Flache kann also auf 
zweierlei Art durch Bewegung je einer Ge- 
raden g Oder h erzeugt werden: Die Gerade 
g (oder h) gleite auf der a;-Achse ^(oder 
y-Achse) und auf der Geraden BC (oder 
AC) SO entlang, dafi sie dabei bestUndig 
zur 2 / 2 “Ebene (oder a; 2 -’Ebene) parallel 
bleibt. Die Figur stellt nur den inner- 
halb des windschiefen Vierecks gelegenen 
Teil der Flache dar, der infolge seiner Run- 
dung den Anfangspunkt 0 verdeckt. Die 
Flache erstreckt sich aber nach alien Seiten 
hin ins Unendliche. Aus (16) ergibt sich nach (16), dafi die Tangentialebene des 
Punktes P oder {x;y; 2 ) der Flache in den lailfenden Koordinaten 5 
Gleichung 

— xy 

hat. Nun enthalt die Flache zwei durch P gehende Geraden g und A, die zur 
2 / s- Ebene bzw. as 2 - Ebene parallel sind. Da die Tangenten von P diejenigen 
Geraden sind, die P mit unendlich benachbarten Punkten der Flache verbinden, 
sind g und h die zur 2 / 2 f-Ebene und a? 2 :-Ebene parallelen Tangenten /® und fy des 
Punktes p. Obwohl die Tangentialebene von P die Flache in P 
beriihrt, schneidet sie also die Flache in zwei durch P gehenden 
Geraden g und A. Dafi ein derartiger Schnitt stattfinden kann, liegt an der 
sattelfdrmigen Gestalt der Flache. Die Hohenlinien der Flache ergeben sich 
aus (16), wenn man fur s eine willkiirliche Konstante k setzt. Da dann 
.a: ?/ = c A = konst, hervorgeht, sind die Hohenlinien nach (10), S. 197, gleich- 
seitige Hyperbeln, deren Asymptoten in der a?£:-Ebene und t/s-Ebenc liegen. 
Aus Griinden, die wir nicht angeben wollen, nennt man die Flache (16) ein 
hyperbolisches Paraboloid. 

Diese Flache kann zur raumliehen Veranschaulichung derjenigen 
Beziehung dienen, die zwischen dem Volunien r, der Spannung 
and der absoluten Temperatur E eines Gases b est eh t, ntolich der Gleichung 



worin R eine Konstante ist, siehe (32) im 6. Beispiel, S. 368. Man setze 
namlich x y ~p und a = T und wahle die Konstante c in (16) gleich P, 

Jeder Punkt P der Flache im ersten Oktanten gibt durch seine Koordinaten 
V, p, T einen moglichen Zustand des Gases an. Fiir trockene Luft ist bei 
^ugrundelegung der auf S. 367 angegebenen Definitionen von v, p und T die 
Konstante R = 29,27. Auf diese Annahme beziehen sich die Zahlenangaben in 
Fig. 422. Soil sich das Gas isothermisch andern (vgl. S. 370), so niiifi dor 
Flachenpunkt P immer dieselbe Hbhe fiber der a:y-Ebene behaltcn, d. h. eine 
der vorhin erwahnten gleichseitigen Hyperbeln beschreiben. 
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§ 3. Grundbegriffe der ancdytischen Oemetrie des Ramies. 

"Wir nun nnch ©ini^BS libcr dis D3»rst6ilung von Kurvon 

im JRdiuni hinzu. J^or Punkt P odor (mj z) soi nnch irgondoinom 
tJesetz im Raum beweglich, d. h. seine Koordinaten seien g^ebene 
stetige Funktionen der Zeit 

(17) a: = ga(t), y = rp (t) , z=y.{t). 

Ztt unendlich benaehbarten Werten von t gehoren unendlich benaeh- 
barte Punkte (a:; y; z), d. h. alle dureh (17) bedingten Punkte P er- 
fiillen eine liickenlose Kette, eine sogenannte Raumkurve, die 
Bahnkurve eines beweglichen Punktes P. Ob wir die GroEe'i als 
2eit odor als irgendeine Hilfsveranderliche betrachten, ist fiir 
die Gestalt der Kurve einerlei. 

Wir -wollen zum Beispiel als Gleichungen (17) insbesonderc in t 
lineare Gleichungen annehmen: 

(18) x — a+m't, y^h + nt, z — e + rt. 


wo a, b, c und wi, n, r Konstanten seien. Fiir die senkrechte Projektion 
der Knrve auf die ajy-Ebene gelten die beiden ersten Gleichungen, ans 
denen durch Elimination von < eine in x und y lineare Gleichung 
nx—my—na — mh hervorgeht; was besagt, daU die^Pro^ktion 
esine Gerade liefert. Da anch die Projektion der Kurve auf die az-Ebene 
und auf die yz-Ebene Geraden ergibt, stellen die Gleichungen (18) 
cine Gerade im Raum dar. 

Man kann leicht zeigen, daB sich jede Gerade in der Bonn (18) 
darstellen laBt. Dazu genugt es, aitzugeben, vde man diejenige Gerade 
ausdriicken kann, die durch irgend zwei gegebene Punkte (a^; jfi; %) 
und (x^’, y^; Sa) geht, namlich so: 


a: = (1— /)a:i + -<a; 2 , x =Xi+ 

y ^ ( 1 — t)yi+ hji, d.h. y =yi+ (Vs- Vi) ^ ^ 

a = (1- t) Zi+ fz;, 2 = Zi+ (zj-zi)<. 

Die zweite Form ordnet sieli der allgemeinen Form (18) unter, so 
wirklich eine Gerade vorliegt, und die erste Form zeigt, dafi x, y, zm 
t = 0 gleich Xi , j/i , 01 und fur < = 1 gleich x* , y ^ , 0* werden, so daH 
die Gerade wirklich durch die beiden gegebenen Punkte gem. 

Wird die durch (18) dargestellte Gerade im Sinn 
Werte von t durchlaufen, so hat sie besti^te “^^osmus 
cos a, cos )3, cos y. Wenn t urn die Einheit wachst, nehmen x, y. 


» Dies ist die VeraUgemeinerung der krununlim^n 

Kapitels. Da wir dort in (1), S. 510, schon Ir^P'JZ^Py^or f vorangeht 
wir jetzt z = X (0 hinzu, obgleich im gnechischen Alph&bet g vor v 
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m, n, r zu, Deshalb folgt aus Satz 12, da6 die Riditungskosinus zu m, 

n, r proportional sind und dieselben Vorzeichen wie m, n, r haben. Nach 
Satz 11 ist also: 

vfi n. n ! r 

COS, a = , cos /? COS y = 

]/ 4- -f- ]/ -f- -j- ]/ -f- -j- f ^ 

und dabei hat die Wurzel das Pluszeichen. Statt t kdnnen wir die zu 
t proportionale Grofie t + als Hilfsveranderliche t ein- 

fiihren, d. h. wir messen die Zeit mit einer anderen Einheit, Dana 
lassen sich die Gleichungen *(18) so schreiben : 

a;. ==a+TCOSa, cos , z = c t cob y . 

Zur Zeit r = 0 hi x = a, y z = c, Wenn wir nun die Koordinaten 
des Ausgangspunktes (a;l; c) der geradlinigen Bewegung mit Xq^ % 
bezeiclinen und t statt t schreiben, ‘folgt 

Satz 36: Biejenige Gerade im Baum, die von einem 
Punkt (xq; y^; Zq) mit den Richtiingskosinus cos a, cos /?, cos y 
ausgeht, laBt sich mittels einer Hilfsveranderlichen Murch 

= 0 : 0 - 1 - < cos a, y=^yQ+icoB^, z = Zq + tooBy 

darstelle/n. Dabei entspricht der Foxtschreitungssinn auf 
der Geraden den wachsenden Wcrten von t 

Wir kehren zu den allgemeinen Gleichungen (17) oder 

( 0 . 2 / == ^ (0 » ^ == Z (0 

einer beliebigen Bahnkurve ini Eaum zuriick und wollen auch hier 
annehmen, daB die Kurve im Sinn wachsender Werte von t 
durchlaufen werde. AuBerdem setzen wir voraus, daB die Funk- 
tionen (p^ tp, x von t differentiierbar seien. In einem unendlich 
Ideinen Zeitteilchen At beschreibt der Kurvenpunkt P oder {x; y; z) 
ein unendlich kleines Bogenstiick PP', das man ein Wegdifferential 
oder Bogenelement ds nennt (vgl. S. 477). Die Koordinaten von 
P' sind urn die Differentiale 

(19) dx = (p\t) A t , dy = %p(t) At , Az = x'(0 ^ ^ 

grdfier als die von P. Daher hat die Tangent e der Bahn in P, d. h. 
die Gerade PP', nach Satz 12 Richtungskosinns cos a, cos cos y^ 
die zu diesen Differentialen proportional sind und dieselben Vor- 
zeichen wie diese Differentiale haben, sobald auch die Tangente iin 
Sinn wachsMdet Werte von i mit dem Pfeil versehen wird. Dann 
sind cos a, eos 4 S, cos y proportional zu (p'(t), /(t), und sie 
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haben dieselben Vorzeichen wie diese Differentialquotienten. Nach 
Satz 11 ist daher: 

(20) <^^(0 

und die Werte cos/3 und- cos y gehen hieraus hervor, wenn man den 
Zahler divch yi'{t) und x'(t) ersetzt. Die Wurzel hat das Pluszeichen. 
Das Bogenelement d s oder P P' kann als geradlinig betrachtet werden. 
Nach (4), S. 671, ist 

^ 21 ) ds^=dx^+(ly^+d2\ 

daber nach (19): 

( 22 ) ds = \/yWTVW+7Wdt, 

und hierin ist die Wurzel positiv, •wenn die BogenlSnge im Sinn 
■wachsender Werte von t positiv gerechnet wird, da dann d s zugleich 
mit d t positiv sein mufi. Die Eichtungskosinus der Tangente, siehe 
(20), lassen sich mit Eiicksicht auf (19) und (22) auch so darstellen: 

(23) cos a =4^, cosd=4^. cosy =4^. 


z 

cosy=^ 


Die Grofie 




ist die Geschwindigkeit der Bewegung zur Zeit vgL (8), 
S, 517. Die Bogenlange der Kurve von i = 0 bis zu einer bcliebigen 
Zeit fist das Integral: 


V 


Das Vornergehende ist eine Verallgemeinerung von Betrachtungen 
in § 5 des neunten Kapitels. Man kann auch die ubrigen Unter- 
suchungen jenes Paragraphen auf den Kaum verallgemeinern, aber 
uns wtirde das zu weit ftihren. 

6. Beispiel : In der £Cf/-Ebene drelie sicb ein Punkt ^ oder ',x\y) gleich- 
maBig nm den Anfangspunkt 0, indem er einen Umlauf in der Zeit T vollende. Er 
befinde sich zur Zeit i = 0 auf der positiven ac-Achse in Qq in der Entfernung a von 
0. Auch a sei positiv. Zur Zeit i hat der Piinkt Q die Koordinaten : 

2nt . 2 71 1 ^ 

x^acos-^, i/ = asin-^, z«=0, 


VgL das 5. Beispiel, S. 519 u. f. Bei der Drehung fiihre Q das in ^ auf der sctz-Ebene 
crriehtete Lot mit sich. Es erzeugt einen Rotationszylinder vom Radius a mit der 
^-Achse als Drehachse, siehe Fig. 423. Wahrend der Bewegung durchlaufe nun ein Punkt 
Sohef!ers. L«hrbiich d. Mafchematlk. 44 
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P dies Lot gleichformig. Zur Zeit t == 0, wo das Lot in aufsteht, liege P in 
selbst, und nach einem Umlaufe, d. h. zur Zeit t = I*, habe P die positive oder nega- 
tive Hdhe h erreicht. (In. Fig 423 isfc k 
kZ positiv.) Die Bahnkurve von F ist eine 

auf dem Zylinder verlaufende Linie, die 

eine Schraubenlinie heiBt. Die Streclce 
fl ist der Schraiibenradius, die ^-AchLse 
die Schraubenachse. Die positive oder 
negative Strecke h heifit die Gang hdhe 
y Schraube. Offenbar besteht die 

CT Schraubenlinie aus lauter kongruenten 

Dmlanfen um den Zylinder, von denon 

jeder die Hohe li hat. Ist k positiv (wie 
k negativ, so helBt die 

> Schraubenlinie rcchtsgewiinden oder 

hiiksgewunden wegen der Art, wie man 

^ ^ Schraube mit derartigen Schrauben- 

" — V einzuschrauben hat. Die gewdhn- 

^ vorkommenden Schranben sind rechts- 

gewunden. Der Techniker nennt die 
Schraubenlinien auch SpiraJen ; wir ver- 

stehen^aber unter Spiralen etwas anderes, 

vgl. S. 360. Die Hohe z von P zur Zeit i 
Fig. 423. bestimmt sich aus z:h=^i:T. Dem- 

nach sind: 


y = a sin 


. 2*71 i 


^la^migen der Schraubeidinie. Aus (20) ergeben sich als Richtungskosinus der 


-2aasing|i 2nacoa^ 


25 71 a cos 

— — . £_ /) _ T h 

Cvorgeht!bi]d*e7S irnglntJa ‘‘1®“ konstanter Wort 

acbse denselbeu wLkel \ Schrauben- 

SehraubouIiiL ist daL!’e?S Kurvf dT f,T 

zylinders unter demselben Winlr.i Geraden eines Rotations- 

aus Papier herstellt und dann auf der ICK.' Wenn man den Zylinder 

^ Gerade fiber, ebense wie der Pmndw”* geht die Schraubenlinie in 

<& erste Gerade’gSrberte ^ITn^L™ 

'f*. V.. , ut (25, vfi4^r“ ’ ” 

5 4 FunkOomn da. Ortm In d.r Ebana. 

Im yorlergehendM, b*en wir «ine FnnWon 

™ zwi .WbUngicn Ye,M!rIii» j, ant HiUe de, toi raobt- 
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§ 4. FunUionmi des Ortes in der Ehene. 

winkligen Koordinaten jk, y, ^ als Flache im Eaum gedeutet. Wir er- 
kamiten, daS die Differentialformel 

(2) d2=Udx+Udy 

besagt, da8 alle Tangenten eines Flachenpunktes eine Ebene bilden 
(siehe S. 682 a. f.). Die Funktion (1) und ihre Differentialformel (2) 
lasseB sich aber aach schon in der xy-Filome allein deuten, so 
daB man den Eaum nicht zu Hilfe zu nehmen braucht. Wir stellen uns 
iiamlich vor, die Ebene sei mit Masse belegt. Die Werte, die 
dutch die Funktion z an beliebigen Stellen (x;y) der Ebene angegeben 
werden, sollen dort die Dichte der Masse anzeigen. Ein unendl^h 
Ideines Stuck der Ebene, um einen Punkt (x; y) herum tr%t danii die 
Masse z , dF ^ wenn d F der Flacheninhalt des Stuckes ist. Man kann 
auch andere physikalische Deutungen vornehmen. So kann man sich 
etwa vorstellen, die Ebene sei an verschiedenen Stellen verschieden stark 
•erwarmt, und z bedeute die Temperatur an der Stelle {x; y). In diesem 
Fall haben auch negative Werte von z einen Sinn. Die Ebene kdnnte 
auch eine Landkarte vorstellen und z die Dichte der Bevolkerung an 
der Stelle {x; y) bedeuten, u. dgl. mehr. Wir werden unbeschadet 
dieser vielen Mbglichkeitcn im folgenden die Redeweise anwenden, die 
Ebene sei mit Masse belegt, die an der Stelle (x; y) die dutch (1) 
gegebene Dichte z habe. Wir werden dabei aber auch negative 
^Verte zulassen 

Frei von alien Deutungen, die nicht rein mathematischer Natur 
sind, ist die Auffassung von e == f{x, y) als einer Funktion des 
(x; y) in der Ebene, cl h. die Annahme, dafi jeder Stelle {x] y) der 
Ebene vermdge einer Formel (1) ein bestimmter positiver oder 
tiver Zahlenwert z zugeordnet sei. In der Physik nennt man solche 
Oi’tsfunktionen auch Potentiate in der Ebene. In der sogenannten 

Vektorrechnung heiBen sie Skalarc. » r* u 

Die cc- und jy-Einheit setzen wir gleich groB, namlicli 
gleich der in der a;i/-Ebene uberhaupt zu benutzenden 
Langeneinheit voraus. In Anlehnung an die Be^eichnung im vongen 
Paragraphen wollen wir einen beliebigen Punkt {x; y) der Ebene auc 

jetzt Q und nicht P nennen. /iy • 

Vfbi ein Punkt Q ins Auge gefafit, so gehort zu ihm nach (Ij em 
bestimmter Wert der Dichte z. Wandert Q nach irgendeinem unen 
lich benachbarten Punkt Q\ wobei a; und y um Differentiate d a:- und 
dy zunehmen, so wachst die Dichte z um das durch (2) darges e e 
Differential d 2 . 1st ds die positive gemessene Lange des Weges yy , 
also die positive Quadratwurzel aus dx^+dy\ so stellt dz. s Jc 
Geschwindigkei t v dar, mit der sich die Dichte auf dem Woge y y 
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andert. Diese Geschwindigkeit hangt nur von der Richtung QQ^ 
und nicht auch von der Lange ds des Weges ab, denn wenn man 
den Winkel x einfuhrt, nm den sieh die positive a:-Achse drehen 
muB, um zur Richtung von Q nach Q' parallel zu werden, i%t dx:ds 
gleich cos r und dy :ds gleieh sin t, daher d x gleich d s cos t und 
dy gleich dssinr, also nach (2) 

dz == (/srCOS r + /ySin r)d$ , 

d. h. die Geschwindigkeit: 

dz 

(3) ^ = /a, cos I + /y sin r. 


Dieser Ausdruck ist in der Tat von der Lange des zuruckgelegten un- 
endlich kurzen Weges ds unabhangig, dagegen nicht vom Winkel r- 
Auf jeder von Q ausgehenden Richtung Q Q', d. h. fur jeden 
Winkel r denken wir uns die zugehorige Geschwindigkeit v als Strecke^ 
gemessen mit der Langeneinheit, von Q aus aufgetragen. Wird dabei 
die Vorschrift beachtet, daB die Strecke in der Richtung von Q nach 
Q liegen soli, wenn v positiv ist, dagegen in der rtickwartigen Ver- 
langernng von Q Q' iiber Q hinaus, wenn v negativ ist, so liegt auf 

jeder Geraden durch Q nur eine Strecke v. 



Denn wenn die Richtung in die entgegen- 
gesetzte iibergeht, d. h. wenn r um % 
whchst, andert sich nach (3) nur das Vor- 
zeichen von u, so daB fiir beide Richtungen 
dieselbe von Q ausgehende Strecke zu 
zeichnen ist. Der geometrische Ort der End- 
punkte aller von Q ausgehenden Strecken 
ist leicht zu bestimmen: In der Richtung 
QQj^ parallel zur positiven x-Achse ist 


Fig. 424. dy = 0 und t = 0, also die Geschwindig- 


keit Vi = /aj, in der Richtung Q Qg parallel 
zur positiven jz-Achse ist da? = 0 und r = ^zi:, also die Geschwindig- 


keit V 2 = fy siehe Fig. 424. Nach (3) setzt sich nun der allgemeine 


Wert u aus Vi = /* und so zusamnien: 


( 4 ) 


u = % COS T + V 2 sin T . 


Hiemach ist die Strecke u, die zu einem beliebigen Winkel r gehort, 
die Summe der Projektionen von % und V 2 auf die betreffende 
Richtung. Diese Summe ist gleich der Projektion derjenigen Strecke,, 
die sieh ergibt, wenn man aus % und Ug nach der Regel vom 
Paralelogranim der Krafte die Mittdkraft Q R bildet, also die Dia- 
gonale % des RecMteeks mit den Seiten und % zieht. Die Endpunkte 
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aller^Streeken v sind demnach die FuBpunkte der Lote von R auf alle 
von Q ausgehenden Geraden nnd liegen somit auf dem Kreis, der Q R 
2 um Durchmesser hat. Alle von Q ausgehenden Geschwindig- 
iceiten v der Anderung der Ortsfunktion z = f(x,y) sind 
also Sehnen dieses Kreises. In der Richtung QiJ erreicht 
«ie Gesehwindigkeit ihr Maximum 

. Vn, = VfJ^ + f/, 

wobei die 'Wurzel positiv ist. In der ent^egengesetzten 
erreicht sie ihr Minimum - In zuQiJsenk- 
Richtiing dagegen wird die Gesehwindigkeit v 
gleich^ Null. 

Man muB beachten, dafi die Steigung von QR oder Vm, riamlich 
^2 * Oder /y : eine Funktion von x und y ist, so daB die Rich- 
^ung von Vfn im allgTemeinen fiir verschiedene Punkte Q 
der Ebene verschieden ausfallt. Nun moge der Punkt Q oder 
; y) so in der Ebene hinwandern, dafi die zugehorige Dichte 
^ ^ 2/) ™^^or denselben Wert behalt. Die Kurve, die er be- 

schreibt, heiflt eine Niveaukurve oder Kurve konstanten Po- 
J^ntials. Sie wird durch eine Gleichung /(x,y) = konst, dargestellt. 
Nach dem Vorhergehenden mufi ihre Tangente an jeder Stelle Q zu der 
von Q ausgehenden Maximalgeschwindigkeit senkrecht sein. Nach 
(2) ergibt sich aus f {x, y) = konst, fur dy : dx der Wert — ^ : /y, 
und diese Steigung ist in der Tat senkrecht zur Steigung 
4 « /* von (nach Satz 4, S. 177). Soil dagegen Q eine Kurve 
starksten Gefalles beschreiben, d. h, eine Kurve, auf der sich z 
best^ndig so stark wie moglich andert, so mufi die Bahn an jeder 
btelle Q die Richtung der von Q ausgehenden Maximalgeschwindig- 
heit haben, d. h. die Kurven starksten Gefalles dureh- 
kreuzen die Niveaukurven senk- ^ 

recht. Pfeile langs dieser Kurven im 
•Sinn von v geben an, wie sie zu durch- 
lanfen sind, damit z am starksten zu- 
nimmt; im entgegengesetzten Sinn wird z 
am stM,rksten abnehmen. Daher entsteht 
oin Netz von Kurven etwa wie in 
Fig. 425. Dies Netz ist eigentlich uberall 
unendlich dicht zu denken , und seine 
Maschen sind uberall recht winklig. In der x-jg. 

Iheorie des M^netismus, wo z ein magne- * ' 
tisches Potential bedeutet, veranschaulicht ein derartiges Netz eih 
obenes magnetisches Kraftfeld. Dann heifien die Kurven starksten 
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Gefalles Kraftlinien. Deutet man dagegen z=f(Xyy) wie anf 
S. 681 u. 1 als Gleichung einer Flache im Raum, so sind die soeben 
betradhteten Kurven die Projektionen der Hohenliiiien und 
Kurven starksten Gefalles der Flache anf die irz/-Ebene, vgL 
S. 685 lu f. 

1. Beispiel: Die aj^z-Ebene sei so mit Masse belegt, dafi die Dichte an der S telle 
(x; y) den Wert z — xy hat. In Fig. 426 sind fiir eine Reihe von Punkten die zuge- 
hdrigen Dichten angegeben (aus Griinden der Raumersparnis nur fiir positive Werte 
von X und y), Obgleich diese Abbildung liickenhaft ist, kann man die IJnien gleicher 
Dichte z ungefahr verfolgen. Die Niveaukurven xy — konst, sind nach S. 197 die 




gleichseitigen Hyperbeln mit den Koordinatenachsen als Asymptoten. Langs 
der Kurven starksten Gefalles ist hier wegen j ^ xy 

^ Oder xdx — ydy = 0, 

dx tx y J ^ 

d. h. d (x^— y^) = 0, also x^ — konstant, so daJS die Kurven starksten 
Gefalles ebenfalls gleichseitige Hyperbeln sind. Ihre Asymptoten geben 
durch 0 und bilden mit den Koordinatenachsen 46^^. Siehe Fig. 427, worin die 
Niveaukurven ausgezogen und die Kurven starksten Gefalles punktiert sind. 

Die Maximalgeschwindigkeit kann fiir gewisse Punkte 
{x;y) gleich Null warden. Dies tritt nach (5) an denjenigen Stellen 
ein, wo sowohl als aueh fy den Wert Null hat. Solche 
Stellen heifien singulare Stellen des Netzes. In ihnen gilt 
das Friihere nieht mehr, denn alle von einer derartigen Stelle 
ausgehenden Geschwindigkeiten v haben nach (3) den Wert Null, 
Man kann daher nicht wie friiher schlieUen, daB sich dort zw’ei 
Netzkurven senkrecht schneiden. (In dem soeben gebrachten BeispieL 
Kg. 427, ist der Anfangspunkt 0 eine singulare Stelle.) Auf Punkte 
van dieser Art kommen wir nachher noch einmal zuriick. Hier 
bemerken wir nur, dafi in einem magnetischen Kraftfelde diejenigen 
Punkte, die Kraftquellen bedeuten, singulare Stellen sind. 
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Nun werde in der i» 2 /-Ebene irgendeine gesehlossene Linie e 
gezogen, siehe Fig. 428. Die Frage ist, wieviel Masse sie ein- 
schlieBt. Durch Parallelen zur y-Achse und Parallelen zur ir-Achse 
teilen wir die Flache in unendlich viele unendlicli kleine Rechtecke 
von den Seitenlangen dx und dy. Man darf sagen, daB demjenigen 
Rechteck, dessen eine Ecke der Punkt {x; y) ist und dessen gegen- 
ilberliegende Ecke die Koordinaten x~jr d y ^ dy hat, die Dichte 
2 = / (a;, y) zukommt, da es unendlieL. klein ist. Es hat den F18.chen- 
inhalt dxdy und tragt somit die Masse f (x^y)dxd y. Nun 
addieren wir die Massen aller iiber demselben dx gelegenen und in 
Fig. 428 geschrafften Rechtecke. Allen diesen Rechtecken 
kommt dasselbe x und dasselbe 
dx zu. Dagegen geht y von einem 
gewissen kleinsten Wert ijq bis zu 
einem gewissen grofiten Wert Dem- 
nach sind alle Werte f(x,y)dxdy von 
y = bis y =- 2 /i bei festgehaltenem x 
und da; zu summieren, d. h. wir haben 
das Integral zu bilden unter der An- 
nahme, daB y die einzige Veranderr 
liche unter dem Integralzeichen 
sei, und daB sie von y^ bis y^ 
wachse^. Der alien Summanden ge- Fig. 428. 

meinsame Faktor kann herausgesetzt 

werden. Um hervorzuheben, daB nur y als veitoderlich betrachtet 
wird, d- h. daB partiell nach y integriert werden soli, 
schreiben wir By statt dy. Die Masse des betrachteten Streifens 
ist demnach: 

Vo 

Beim Ausreeh.nen mu 6 man zunftchst das unbestimmte Integral 
ft y) d y so ermitteln, als ob x eine Konstante ■wfire. Dadurch 
geht dann aber eine I'unktion von y hervor, in der anch iC vor- 
koramt. Nehmen wir an, es ergebe sich F (x, y). Dann ist das 
bestimmte Integral gleich F (aj, y^) — • F (x, y ^) , demnach die Ma,8Be 
des betrachteten Streifens gleich [F (x,yij — F (x,yo)]dx. Nun 
muB man beaehten, daB y^ und y^ die Ordinaten derjenigen Stellen 

1 Man beachte, daB die Rechtecke in Fig. 428 eigentlich unendlich 
Main sein sollen, also Bruchteile von solchen Rechtecken nicht in Betrawt 
kommen (vgl. auch S. 224). 
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der Randlinie c sind, denen die beliebig gewahlte Abszisse x zu- 
kommt. Daher sind and gewisse Funktionen von x, die 
man ans der Gleichung zu berechnen hat, die in x und y die 
Randlinie c darstellt, Der gefundene Wert [F (x^ yi) — F (x, ^o)] d x 
bekommt danu eine Form (p{x)dx. SchlieBlich ist die Snmme 
der Massen aller zur t/-Achse parallelen Streifen zu bilden, d. h. 
jetzt ist liber x zu integrieren. Dabei geht x von einem 
gewissen Meinsten Wert a bis zu einem gewissen grbBten Wert 6, 
siehe wieder Fig. 428. Somit ist das bestimmte Integral iiber (p {x)dx 
von a; = a bis x = l zii bilden. Demnach ergibt sieh als Gesamtmasse 
der Flache: 


M [F (x, t/i) — F {x, t/o)] d X 


Oder, da der Inhalt der eekigen Klammer das partielle Integral iiber 
i{^^y)dy von ?/==?/(, bis bedeiitet: 

& y, 

« yo 

Die gesamte Masse wird demnach als ein sogeiianntes Doppelinte- 
gral dargestellt. Wie die vorhergehende Betrachtiing zeigt, l^Bt sieh 
die Integration iiber x erst dann ausfuhren, wenn man die Grenzen 
und ?/i (les Integrals iiber y als Funktionen von x aus der Gleichung der 
Eandlinic c ermittelt hat. 

Man kann aber auch zuerst partiell iiber x und dann 

iiber y integrieren. Denn man kann 
zuerst die Massen aller derjenigen 
Rechtecke addioren, die einon znr x- 
Achse parallelen Streifen ansmachen, 
siehe Fig. 429. Diese Kechtccke liegen 
liber einer znr rt:- Achse parallelen Ge- 
raden mit beliebiger Ordinate y, und oc 
wachst langs der Geraden von einem An- 
fangswerte bis zu einem Endwerte 
so daU die Masse des Streifens gloich 



//(aj,2/)9xj dtj 


ist. Die Integration isf hicrin Ariedcr partiell, namlich so aiis- 
znfiiiircB, als oh ij eine Konstante ware. Nun sind x^ und .r^ die 
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einer beliebigen Ordinate y gehorigen Abszissen der Rand- 
kurve c imd also gewisse Funktionen von y, die man ermitteln 
innB, ehe man weiterhin die Massen aller Streifen addiert, ehe 
man also das Integral 

M^fyi{x,y)dxyy 

a* Xf, 

bildet, worin a' und J' in Fig. 429 den Ideinstcn und grCBtenWert 
der Ordinate y der Randkurve c bedeuten. 

2. Beispiel: Wie im 1. Beispiele s^i z^xy die Dichte der Masse. Wir 
suclien die Gesamtmasse eines Viertels einer Ellipse, deren Mittelpunkt 
0 sei nnd deren Halbachsen a nnd h mi den Koordi- 
natenachsen liegen. Das Viertel sei das im ersten Qaa- 
dranten, siehe Fig. 430. Bei der ersten Art der Siimmie- 
rung ist 0 xmd nach (2), S. 188: 

yi = -- 

wobei die Wurzel positiv ist. Da /(a:, y) jetzt die Funktion Fig. 430. 

xy ist, bereclinen wir nach (6) zuerst das unbestimmte 
mtegral J'x ydy bei festgehaltenem a,, also xj'ydy. Daduich geht i. xy^ hervor. 
Nnn ist das Integral von i/o = 0 bis zu erstrecken. Sein Wert ist: 

i a; ( 2 / 1 * - 2 / 0 ^) Oder i a; ~ (a* — x^) . 

Weil femer x von 0 bis a zu erstrecken ist, ergibt sicb als Gesamtmasse des Ellipsen- 
viertels : 



Man beweise, dab dasselbe mit Ililfe der Formel (7) statt (6) hervorgeht, Da 
die Yiertelellipse nach dem 12. Beispiel, S. 592, die Fl^che F^lnal hat, stellt 
der Bruch 

M __ ^ 

F ~ 8 71 ah 'in 

die mittlere Dichte des Ellipsenviertels dar. 

Hier sei eingeschaltet: Wenn wir z^f{x^y) nicht als Dichte 
einer Massenbelegung der Ebene, sondern wie auf S. 681 als Hoke 
einer ri&;che im Raum anffassen, bedeutet M in (6) und (7) das 
Vo In men des Korpers, der uber dem von c umrandeten Fliichen- 
stiicke der ajy-Ebene senkrecht aufsteht nnd bis an die krumme 
Flaehe reicht, siehe Fig. 431, denn f{x, y) dx dy oder zdxdy bedeutet 
dann das Volimien der liber dem Kechteck dx d y der x ?/-Ebene stehen- 
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den Saule dieses Korpers von der H6he f (x,y). Somit lassen sicb 
die Volumina in der Form (6) oder (7) als Doppelintegrale 
darstellen. 

3. Beispiel ; Der im 2. Beispiele berechnete Wert M — -J a® 6® ist das Volumcn 
eines iiber dem Ellipscnviertel stehenden Korpers, der bis an das hyperbolische 
Paraboloid heranreicht, das nach dem 4. Beispiel auf S. 686. u. f. durch z = xp 
bestimmt wird 

Dasselbe Integrationsverfahren ist anzuwenden, weiin man die 
statischen Momente oder die Tragheitsmomente der in der 

Kandlinie c eingeschlosse- 
nen Masse von der Dichte 
z = f{x, y) in bezug auf irgend- 
eine Gerade berechnen •will (vgl. 
S. 246 u.f. und S. 253u.f.). Ist 
namlich 

a: cos a + !/ sin a — p = 0 

die Gleichung der gewahltein Ge- 
raden in der Ndrmalform, siehe 
das 1. Beispiel, S. 659, so stellt 
die linke Seite der Gleichung fur 
einen beliebigen Punkt (x ; y) der 
Ebene den Abstand dieses Punktes von der Geraden dar. Das sta- 
tische Moment und das Tragheitsmoment der Masse f {x,y)dxdyy 
die in einem unendlich kleinen Kechteck an der Stelle {x\y) eiit- 
halten ist, haben daher die Werte 

{x cos a + 2 / sin-a — -p) f {x,y) d x dy , 

{x cos a + 2 / sin a— p)^ j {x,y)dxdy . 

Mithin bilden -wir gerade so wie vorhin das Doppelintegral (6) oder (7), 
aber darin ersetzen wir / {x, y) durch 

{x cos a -f 2 / sin a — p) f (x, y) oder [x cos a + 2/ sin a — p)® f(x, y). 

Verstehen wir wie im vorigen Paragraphen unter z — f {x, y) 
die Gleichung einer Flache im Kaum, so konnen wir mittels eines 
Doppelintegrals auch den Fl3,eheninhalt dieser krummen 
FlSiche ausdriicken, der iiber dem durch die Kurve c einge- 
schlossenen Gebiete der a: 2 /-Ebene liegt. Denn iiber einem unend- 
lich kleinen Eechteck dxdy, das an der Stelle (x;y) liegt, 
hefindet sich ein unendlich kleines und daher als eben zu be- 
trachtendes Stiick der krummen Flhche, siehe wieder Fig. 431. 
Bekanntlich gibt die Projektion eines ebenen Flachenstxicks F auf 
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die- X y-Ebene ein FlSchcnstuck F' derart, dafi F' : F gleich dem 
Kosinus des Winkels v zwischen der x y-Ebene und der Ebene von 
F ist. Somit ist F =F' : cos v. Da das unendlich kleine Rechteck 
der Flacheninhalt dxdy hat, liegt also dariiber ein unendlich kleines 
Stiiek der krummen Flache, dem der Flilcheninhalt dxdy : cos v zii- 
kommt. Nun ist der Winkel v gleich dem Winkel, den das Lot zur x y- 
Ebene, d. h. die z- Achse, mit der Normale der krummen Flache bildet. 
Der Wert von cos v ist unter (14) auf S. 683 angegeben. Daher liegt 
liber dem Rechteck dxdy ein StUck der krummen FlSche, das den 
Flacheninhalt 

hat. Wenn man also iii den Doppel integralen (6) und (7) an 
die Stelle von t(x,y) die Funktion )/l + /? setzt, liefern 
sie den Flacheninhalt desjenigen Teiles der krummen 
Flache z = f{x,ij), der iiber dem von der Randlinie c ein- 
geschlossenen Teil der aiy-Ebene liegt. Die Aufgabe, den 
Flacheninhalt einer krummen Flache zu bestimmen, heifit iibrigens 
die der Komplanation (Verebnung) der krummen Flache. 

Wir gehen aber nun wieder zuriick zur Vorstellung einer 
Massenbelegung der a;t/-Ebene mit der Dichte z = f(x,y). 
Jetzt wolleu wir voraussetzen, dafi nieht nur f selbst, 
sondern aueh die. partiellen Differentialquotienten /„ fy, 
txxi Ixyi fyy stetig seicn. Dann fragen wir nach solchen Stellen 
Oder der Ebene, an denen die Dichte z einen 

grSfiten oder kleinsten Wsrt erreicht. Man mufi fordern, daB 
die Dichte auf alien dutch eine derartige Stelle Qo gehenden Wegen 
ein Maximum Oder Minimum gerade in Qq bekomme. Daher ziehen 
wir dutch Qg eine bjeliebige Bahnkurve. Sie laBt sieh nach (1), 
S. 510, mit Hilfe der Zeit i in der Form 

(8) x=(p(l), y = ip(i) 

darstellen. Von den Funktionen f (<) und ip (t) ist dann zu ver- 
langen, daB sie fiir einen bestimmten Zeitpunkt, etwa fiir 1 = 0, die 
Werte x^ und annehmen. Man kann sie aber so w,ahlen, daB ihre 
Differentialquotienten f'(t) und f ' (/) fur 1 = 0 irgendwelche 
Werte bekommen. Da wir uns vorstellen, ein Punkt Q soli lan^ der 
Kurve dutch hindurchgehen, miissen wir den Fall ausschliefien, 
daB in Qo ein Stillstand auf der Kurve eintritt, d. h. wir setzen voraus: 
<p' (t) und y (<) haben zwar fiir 1 = 0 beliebige Werte, aber 
diese durfen hicht alle beide gleich Null sein. Lhngs der 
Bahn (8) ist nun die GroBe z oder /(«, y) eine Funktion der Zeit t: 
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Nach Satz 5 , S. 650 , hat sie den Diflerentialquotienten: 

( 10 ) 


dz 


f{t), cp’(t), y,'(t) ffC- 


dfi 


(/»*«' + M) X' + f^x" + (f^,x' + fy^y') y' + f^y'‘ 

ist: 


Oder, da nach Satz 6 , S. 654 , gleich 


dt^'' + 2/*j,a:'y' + fy^y'^ -|_ f^x” + fyy '. 

mufi^ nach^SafT/^s ni Maximum oder Minimum haben soU, 

verschwinden ^ Differentialquotient (lO)fur t = 0 

SrS ebt;. w r"l Bahnkurven durch Q,; also far 

rSh Zn h und ty an der Stella 

DifferentialauotiPtif rii? zweite 

Wert, der ms ^ ^ dieser Stelle, also fur 1 = 0 denjenigen 

nun naeh^£tzTs*‘ifiZ- gleich Null ist, tritt 

dem der Wort ti +• ’ Maximum oder Minimum ein, je nach- 
alle BahnkiirvpTi positiv ist, aber nur wenn dies fur 

fund /ftT-o r^^ Qo gUt Erinnern wir uns daran, daB 
nicht beide iXS N kOnnen, die nur 

(x; y) nennen: ^ bequemer 

MinimumZils^to trstens^ZZ Maximum oder 

Ausdruek tlSi fiir aiio • u* ~T ^ A = 0 und zweitens der 
vmr WebL ‘ sonst aber 

uater der rl'a.ZTb ”” 

Z)=/ 1 _/2 

tzx iyy fxy 

beantworten.^^^^ ^dem^ pX ntol'^ verschieden sei, vollkommen 
m Fall namlich, wo D gleich Null wird, muB 
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diesem Fall stets dasselbe Vorzeiehen haben, well ja nach (13) 
wegen Z) > 0 das Produkt /** > /*“ , also positiv ist. Daher 

kSnnea wir das Ergebnis so zusammenf assen : 

Satz 26: Eine stetige Funktion f(x,y)yon zwei unab- 
hangigen Veranderlichen x and y mit stetigen partiellen 
Differentialquotienten /*, f„, ixy,fyy kann nur fiir solche 
Wertepaare x,y ein Maximum oder Minimum haben, fur 
die sowohl /* als auch fy gleich Null wird. Wenn fiir oin 
derartiges Wertepaar die GroBe 

fzy 

von IJull verschieden ist, tritt nur im Fall D>0 wirklich 
ein Maximum oder Minimum ein und zwar, je nachdem 
-die alsdann ubereinstimmenden Vorzeiehen von und 
fyy entweder Minuszeichen oder Pluszeichen sind. 

4. Beispiel: Fiir 'welchen Punkt {x;y) dex Ebene ist die Summe 
der Quadrate der Entferniingeu von festen Piinkten l\y 
den Koordinaten usw. am klcinsten? Gefragt wird najch detn 

Minimum der Funktion 

/ = (ac — “h (2/ — -j- (a: — ^2)^ 4- . . . [x — Onf + (i/ * 

Hier ist 

/* = 2 [(a; - Oj) H -h (a; - «„)], /i/ == 2 [(y - -f • • • + (^ - hn )] . 

/a:r = 2», fci/ == 0 , /f/»y = 2 n , D = 4 W* >0 . 

Demnach tritt ejn Minimum ein und jswar fur denjenigen Punkt, dessen Koordinaten 
das arithmetisclie Mittel der Abszissen o^, ... an. und das der Ordinaten 

Z»i, von Pp Pg, . . . Pn sind. Dieser Punkt ist nach dem zweiten Beispiel, 

S. 183, der Schwexpunkt der n gegebenen Punkte. 

Die Stellen (oj; y) der Ebene, an denen z — f(x, y) cin Maximum 
Oder Minimum erreicht, miissen nach Satz 26 vor allem die 
Bedingungen ^=0,/j,=0 befriedigen. Sie gehdren daher zu den 
auf S. 694 aJs singular bezeichneten Stellen im Netz der Niveau- 
kurven und Kurven stmksten Gefalles. 

Wir schalten ein: Bedeutet 2 ; == / {x, ?/) wie im vorigen Para- 
graphen die Gleichung einer Flache im Raum, so sind diejenigen 
Wertepaare x, y, fiir die' z ein Maximum oder Minimum hat, die r- 
und y- Koordinaten der hoehsten und tiefsten Stellen der 
Flache. Ihre rangentialebenen mtissen zur ^ry-Ebene parallel, d. h. 
ihre Normalen zur z-Achse parallel sein. Demnach muB die Nor- 
male einer derartigen Stelle Mnsichtlich der 2 f-Achse den Richtiings- 
kosimis 4-1 oder — 1 haben. Die dritte E'ormel (14), auf S. 683 
zeigt, daB cos 1 ^ = 41 nur fur /a. ==0, /y = 0 wird. So kommt 
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man auf einem andern Weg zu den beiden ersten notwendigen 
Bedingnngen des Maximums oder Minimams. DaB sie allein nicM 
ausreichen, ist aucli geometrisch klar. Deim ebenso wie auf einer 
Karve in der Ebene (vgl. S. 105) kann es aiif einer knimmen 
"FlUche im Eaum Terrassenpunkte geben, d. L Stellen mit 
wagerechten Tangentialebenen, die weder hochste noch tiefste 
Stellen sind. 

Liegt eine Funktion z von n unabhangigen Veranderlichen 
iTj, iTg, . . . vor: 

{14) ^ z=z f ) • • • ^n) » 

SO kann man wieder nach ihren Maximis und Minimis fragen. 
Dabei wird die allgemeine Differentialformel (5), S. 648 benutzt: 

(15) dz^-. dx^+ dx^+ h fxn d' 

Die ersten Betrachtungen auf S. 699 konnen wir aueh jetzt an- 
stellen: Wir denken uns ntolich das Wertesystem 
zeitlicb veranderlich, setzen also: 

= 9i (0 » == f 2 (0 ’ - ‘ (^) 

und bekommen naeh (15) entspreohend wie in (10): 

(16) = U, + fa!3i^2 + • • • + Un^n - 

Kach Satz 8, S. 106, ist zunachst zu verlangen, daB fur das 
gesuchte Wertesystem dz : d.t gleich Hull werde und zwar ganz 
gleichgiiltig, auf welchem Weg wir zu deni Wertesystem gelangen, 
:so daB zu fotdern ist, daB (16) fiir aJle Werte von Xi, X 2 , • •• 
versckwinde. Dies fiihrt zu den Bedingungen =0, . . . /a,^ = 0. 

Demnach gilt der 

Satz 37: Eine differentiierbare Funktion / von n unab- 
hingigen Ver^nderlichen oig, . . . kann nurN fiir solcbe 
Wertesysteme ein Maximum oder Minimum haben, die 
den n Bedingungen geniigen: 

= 0 , = 0 , . . . 0 . 

Ob aber tatsEcMich ein Maximum ader Minimum eintritt, 
ist hiermit noch nicht entschieden. 

Bei den Anwendungen ist die Sachlage oft so einfaeh, daS 
man von vornherein aus der Natur der Aufgabe entnehmen kann, 
•ob wirklich ein Maximum oder Minimum eintritt. Wir wollen le 
Untersuchung nicht weiterfiihren* 
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aus behandelt die Frage, wie man 

lindet. Wir nehmen an, es handlp wpf •« w-ahrscheinlich lichtigen Ergebnisse 
zu diesem Z-weck seien eirwa n ffleieh einzigen Gr8Be; 

wodurch sich n Werte ereeben ^ ‘‘f Bestimmungen gemacht worden, 

Bedeutet e eine beliebigTleS tsitiJf ttbereinstimmen ^.erden. 

daB der Fehler einer Bestimmurn? 7 «n i, Wahrscheinlichkeit, 

y den auf S. 602 nnter (23) angegebenen Wert * ‘ 

geade^i* ’die^Wah^^ zwschen a; - * und a: liegt, ist 

c von X abweicht, den Wert 2 Fehler iim weniger 

den sogenannten Elementarfehlem Konstante, die von 

dieselbe ist, wenn aJle gleich "inriTfari--' ' 1 *^^^***^*’ ® Bestimmungen 

liehkeiten dafiir, daB der FehW^^i^® duchgefiitot vorden sind. Die Wahrschfin- 
der der zweiten um ^ Bestimmnng urn ^.eniger als e von rr,. 

weniger als e von usw. abweicht, sind also: 

. ^ y- ’ • • • ’*• 

scheinlichkeitsree^g’ gleich^l-m^*^ nS’Cb den Lehren der Wabr- 

also gleich ® ^«dukt aller einzelnen Wahrsclieinlichkeiter., 


/2 h 


£ A* <a?i* + *2* + . . , -j- a:^*) 


wird nm so groBer, Meiner A.ber dieser Wert 

der gesuchten Grofie ereibt sich dThw wJ ' j?* wahrscheinliche Wert 

am kleinsten wird. 7nS Fehlerquadrate 

znsammen usw., so dafi J ! ^ - ' “^d s in 

von Gauss (S. 610) aufgSteUten Grnn^lf'^^w Hiermit kommen wir zu dem 
^ahlen, daB die Summe de^Slcrn “s” T "" g®B’^®bte GroBe se- 
ven haben wir sehon eiiC kleinsten wird. Hier- 

brauch gemacht, Man nei7t di^ W I ^ S. 627, Ge- 

drate; besser wBre e“ zuTeJ Methede der kleinsten ^ua- 

Venn „ Bestinmungenl^; SclS S Quadratsumme. 

Ergebnisse a,, Oj, . . . „„ Uefem ^ vonemander abweichenden 

.a:„. -®J>-oheinbch; Wert von :\"daSrde^e;;]^^^^ 

am kleinsten wird, und dies tritt ein fur 

U = ^ ‘ 

das arithnaeShSiUef^nerT beobSft* t * ^aluscheinlicher Wert 

Handelt es sich urn die Bestimmma^ ^^v^®" ^®’^‘® Gr6Be. 

gabe vor, in der man das Mirdmi^^ Zk^on liegt eine Auf- 

suchen bat Hierzu zwei BeispiZ von mebreren Veranderlicben zu 
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In der Ebene sei ein gewisser Punkt zu ermitteki. Duich n verschiedene gleich 
gute Verfaliren mogen sich jedoch verschiedene Punkte •• ergeben 

haben. 1st (os; y) der gesuehte Puiikt, so siud die Fehler der eiiizelnen Verfahren die 
Entfernungen dieses Punktes von deii w Stellen, also die Fehlerqnadrate dienGroBen: 

Bemnach ist die Summe der Quadrate aller Fehler die im 4, Beispiele betrachtete 
Eunktion /. Werden also fiir einen Punkt durch verschiedene gleich. 
sorgfaltige Verfahren mehrere Stellen ermittelt, so ist die wahr- 
acheinliohe Lage des Punktes der Schwerpunkt dieser Stellen. 

VTir voUen jetzt annehmen, ein Punkt werde durch mehrere Verfahren emuttelfc^ 
die lauter Gera den ergehen, auf denen er liegen muBte. Sind es nur zwei Geraden 
so wird man ihren Schnittpunkt zu nehmen haben. Sind es aber mehr als z^ei, 
so werden sie sick wegen der imvermeidlichen Fehler . nicht genau treffen. Wenn 
man beispielsweise den Hohenschnittpunkt eines Dreiecks ermitteln will, werden 
sich die drei Hdhen in der Zeichnung doch nicht genau in einem Punkte schneiden 
Kach der Methode der kleinsten QUadrate gehen wir so vor: Sind n Geraden als geo- 
metrische Drter fiir den gesuchten Punkt gefunden worden und sind ihre Gleichungen 
in der Normalform diese ; 

z cos «!; H- y sin «jb — p* = 0 (fc = 1, 2, . . . n), 

so sind die linkenSeiten dieser Gleichungen nach S. 660 fiir einen beliebigen 
Punkt (z\y) seine AbstSnde la* - • • ^ Geraden. Diese Abst&nde siiid 

die Fehler. Also wird gefordext, daB die Summe 

z = (a; cos «jl “f* V sin «i — piY -f • • • -f- (a; cos «n +■ 2/ sin «n — Pn)^ 

am kleinsten werde. Sie ist eine Funktion von z und y. Nach Satz 26 setzen 
wir ihre partiellen Ableitungen nach x und y gleich Null. Dies gibt: 

.. . J 2/ sin «i — pi) + • • • +• cos «n {x cos «« 4- 2/ sin «n — Vn) = 

\ sin {x cos «i -|- y sin — Pi) -f- * • • 4* sin cfn (^*5 cos «n 4" sin an — Vn) = Q* 


Da die Inhalte der Klammern die Absthnde Zg, . . . In sind, besagt dies: Die Summen 
der Projektionen der Abstande Zj, . . . In auf die a;-Achse und t/-Achse miissen beidu 


gleich. Null sein, denn • «a> * • • sind 

die Winkel, die Za, . . . Z„ mit der a^-Achse 
-bilden. Nach Satz 11, S. 408, laBt sich daS 
auch so aussprechen: FaBt man Zj, Zg, . . . In 
als Krafte auf, so muB sich ihr lirafte- 
vieleck schlieBen. Der wahischeinliche 
Punkt ist also derjenige, fiir den 
die Abstande von den n Geraden, 
aufgefaBt als Krafte, einander das 
Gleichgewicht halten. Im Fall n = 3, 
siehe Fig. 432, bilden die Geraden ein 
Dreieck, und jedes Kraftedreieck ist dann 
dem Dreieck ahnlich. Folglich liegt der 
gesuehte Punkt so, daB sich seine 
Abstande von den Seiten des Drei- 



ecks zueinander verhalten wie die 

Seitenl&ngen. Auch im Fall » 3 lassen sich die Koordinaten des gesuchten 

Punktes aus den beiden in x und y linearen Gleichungen (17) berechnen. 


Scheffers, I<ehrl>uch d. Mathematik. 
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Das v'ollstandige Differential 

(18) dz ==f^dx+ fydy 

einer Funktion z = f(x,y) ist ein in dx und dy linearer Aus- 
druck, in dem die Koeffizienten und fy Punktionen von x und y 
sind. Falls die Stetigkeitsbedingungen des Satzes 6, S. 654, crfullt 
sind, ist fxy = fyx'> d. h. der partielle Ditferentialquotient 
des Koeffizienten von dx hinsichtlich y ist gleich dem 
partiellen Differentialquotienten des Koeffizienten von 
dy hi«sichtlieh x. Daraus erhellt, dafi nicht jeder beliebige 
A.usdruek von der Form 

(19) f{x,y)dx-{- y>{x,y)dy 

das Differential einer Funktion g =/(a:, y) sein kann. Bei- 
spielsveise nicht der Ausdruck x^dx + xydy , denn x^ gibt nach y 
differentiiert Null, dagegen xy nach x differentiiert y. Tielmehr 
konnte ein Ausdruck von der Form (19) hdchstens dann das voll- 
standige Differential einer Funktion z—f{x,y} sein, v'enn die 
Bedingung 

(20) Oder 

erfUllt ware, Wir wollen nun zeigen, daB diese Bedingung 
auch vollkommen ausreicht, vorausgesetzt, daB (p(x,y), 
sowie die in (20) vorkommenden partiellen Differentialquotienten (py 
und stetige Funktionen von x und y sind. 

Wir bilden zu diesem Zweck zunachst durch partielle Inte- 
gration hinsichtlich x eine Funktion 

(21) F = J'<p{x,y)dx , 

indeni wir dabei y als Konstante behandeln. Dies ist eine Funktion 
von X und y; ihr partieller Differentialquotient hinsichtlich x ist augen- 
seheinlich <p(x,y), da die Differentiation nach x die Integration nach 
X wieder aufheht. Wir wollen nun den partiellen Differentialquotienten 
der soeben hergestellten Funktion F hinsichtlich y berechnen. Zu 
diesem Zweck moge yvmdy wachsen. Dann geht statt F hervor: 

f*p{<i^-,y+dy)dx. 

Der Zuwaehs von F ist also; 

Jf{x,y-\-dy)dx—J'y,{x,y)dx, 
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mi thin der gesuchte partielle Differential quotient: 

d F dy)dx —/'(fix, y)dx 

dy dy 

Oder, da die Differenz der Integrale nach Satz 1, S. 575, in ein Integral 
zusammengezogen werden darf und der Nenner dy unter das Integral- 
zeichen gebracht werden kann: 

0^=7 dy 

Der Integrand ist nach (2) S. 643, der partielle Differential quotient 
von q) (x, y) hinsiel’tlich y, also : 

Wenn nun die Bedingung (20) erfliUt ist, kann (py durch ersetzt 
werden. Somit kommt; 



Wird aber eine Funktion rp nach einer VerSlnderlichen x differentiiert 
und dann das Ergebnis hinsicbtlich dieser Vertoderlichen wieder 
integriert werden, so geht nach S. 573 dieselbe Funktion y) vermehrt 
lim eine additive Konstante hervor, d. li. vermehrt urn eine GroBe, 
die von x frei ist. Diese GrSBe kann hier aber sehr wohl noeh 
von y abhangen, well y in y) auftritt. Demnach schlieBen wir, dafi 

ist, WO Y eine Funktion von y allein bedeutet. Die Funktion F 
von. X und y hat folglich partielle Differentialquotienten von der 
Form: 

J^=qi{x,y), = (?/)• 

Ihr voUstandiges DiSerential ist also: 

dF =^dx + ^j~dy== <p{x,y)dx+iy)ix,y)+7(t/)'idy, 

und hieraus folgt: 

(22) q {x, y) d X + ip {x, y) d y —d F — Y (y) dy . 

Nun bilden -wir noch durch Integration eine Funktion 

o^=fY(y)dy 


45 * 
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von y allein. !)& d to —Y (y) i y ist, folgt aus (22) : 

q)(x,y)dx-i- tp{x,y)dy=dF — do =d (F — o), 

d. h. der vorgelegte Differentialausdruck (19) ist wirklich das voll- 
standige Differential der Funktion I — o. Somit gilt der 

Satz38:Eiii Differentialausdruck von der Form 
(p(x,y)dx-\- ip{x,y}dy, 

in dem (p und \p stetige Funfctionen von zvrei unabhan- 
gigen Veranderlichen x und y mit stetigen partiellen 
Differentialquotienten nnd y* bedeuten, ist dann und 

nu'r dann das vollstSndige Differential einer Funktion 
von X und y, wenn 

<fy = v* 

ist. 

Man nennt einen Difierentialansdruck <pdx-{- ipdy nur dann 
ein vollstandiges Differential, wenn die Bedingung fy — 
des Satzes erfiillt ist, d. h. wenn es eine Funktion / gibt, deren 
Differential df gleich <pd x-{- ipdy ist. Die Beweisfuhning zeigt, 
wie man dann diese Wnktion finden kann, die y>dx+ rpdy als 
Differential hat. tTbrigens ist nock zu bemerken: Wenn zwei 
verschiedene Funktionen / und fi dasselbe vollstandige Differential 
<pdx-{- y)dy haben, folgt aus df—df^ oder d(f— fi) = 0, daB 
f — fi konstant sein muB, d. h. h die Form / + konst, hat. Somit 
kSnnen wir zu Satz 28 hinzafiigen: 

Satz 29: Ist fix,y) eine Funktion, die ein vorgeschrie- 
benes vollstandiges Differential ip {x,y) dx+ yi(x,y)dy hat, 
so ist jede andere Funktion mit demselben vollstan- 
digen Differential von der Form /-|-kpnst. 

6. Beispiel: Liegt der Differentialausdruck 
(23) -^dx+^dy 

vor, so ist y = — 2 / : und xf^ = 1 zx, also (py ~ — 1 :x^ und auch xp^ = — 1 : a:*, 
so daB dio Bedingung (fy =• V'a? int diesem Fall erfiillt ist. Auch sind xf^, fpy und 
-i/f* stetig, wenn man den Wert a; = 0 ausschlieBt' XJm eine Funktion zu itoden, 
deren vollstandiges Differential das vorgelegte ist, berechnen wir nach (21) das 
Integral 



Da /dx : gleich — 1 : a; -f konst, ist, liegt in 

X 



§ 5. Rackbliok und SchluB. 


In diesem letzten. Paragraphen wollen wir zunaohst einige 
Betraditungen die fruher vereinzelt vorkamen, zusammen assen. 

Wir legten unseren Untersuchungen in der Ebene fast immer ein 
rechtwinkliges Aohsenkrenz zugrunde. Offers erwies ^ 

lich, eine Verauderung vorzunehmcn, nnd zwar geschah dies in zwei 
versehiedenen Arten: Wir fanden es z. B. auf S. 93 u f. angebraeht, 
eine Figur durcli Verschieben parallel zur emeu nnd dann parallel 
zur andcren Achse in eine neue Lage gegenuber deiti Achsenkrenze zu 
bringen. Dicselbe Wirkung erzielt man, wcmi man die rigui in u 
laBt, dagegen das Aohsenkrenz passend 
verschiebt. Man kann axich Drehungen 
vomehmen. Ganz allgemein: Man kann 
die Beziehung zwischen einer Figur 
und dem Achsenkrenze zuweilen da- 
durch bequemer gestalten, daB man 
beide in irgendeine neue gegenseitige 
Lage bringt wie z.B. auf S.662. Deshalb 
wollen wir die allgemeinen Formeln 
fiir eine Koordinatentransf orma- 
tion entwlckcln, vermoge deren man 
von einem xechtwinkligen Achsenkreuze Fig- 433. 



zu einem andern ubergehen kann. 

Der neue Aufangspnnkt V, siehe Fig. 433, habe im alten Aehsen- 
kreuze die Koordinaten a und b. Die Riehtung der neuen posi iven 
r-Aehse gehe ans der Riehtung der alten positiven x-Aehse durch 
Drehung urn einen Winkel a liervot. AuBerdem sei die neue posi- 
tive l)-Achse zur nenen positiven y-A.chse gerade so geegen w 
die alte positive ?/-Achse znr alten positiven (r-Achse, d. . sie g 
durch Drehung um einen rechten Winkel im positiven Sinn hervor. 
Endlich setzen wir noch voraus, da6 die Einheiten 
viex Aehsen gleieh groB seien. 1st P ein beliebiger 
Ebene, der im alten System die Koordinaten y hat, so kommen 
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ihm im neuen System gewisse Koordinaten 5,^ zu. Also sind ^ 
Funktionen von x, y, nmgekehrt aber auch x, y Funktioneli von 
j, Sie ergeben sich so: V sei der FuBpnnkt der Ordinate* 
b von V, Q der FuBpunkt der Ordinate y von P und B der 
FuISpnnkt der Ordinate ^ von P. Dann ist OQP B UV 0 ein 
geschlossener Linienzug mit den Seiten x, t/, — fc), — g, — J, — 

Die Projektion dieses Linienzuges auf jede der vier Koordinaten- 
achsen mu6 naeh Satz 11, S. 408, die Summe Null haben. Aus 
der Projektion auf die a;-Achse und auf die j/-Achse ergibt sioh: 

(c cosO + y cos Itt — ^ cos (aH-- jcos a— 5 cos ■— a cos 0 =0, 

£C cos 1:77+ y cos TT — cos(a -p gcos(a+- 1 jr)— 6 cos jt — acmixz 

= 0 . 

Die zweite Gleichung geht aus der ersten hervor, wenn man iiberall 
den rechten Winkel 4 :7i addiert. Die Gleichimgen lassen sich einfacher 
schreiben : 

x’+ t} sin a — g cos a — = 0„ 

— y + 15 cos a + g sin a + J = 0 

Oder: 


(1) X == jccosa-- t)8ina+ a, y == g sin a + l) cos a + b. 

Prpjizieren wir dagegen jenen gesehlossenen Linienzug auf die j- und 
^-Achse, so ergeben sich Formeln, die g und t) dutch x und y ausdriicken. 
Wir koiinen sie aber auch aus (1) ableiten: Wir multiplizieren die erste 
Gleichung (1) mit cos a oder — sin a und die zweite mit sin a oder cos a 
und addieren, Dann kommt wegen (4), S. 378: 

(2) g :^(x—a) cos a+ (y— &)sin a, i) = —(a*— a) sin a+ (y— i!>)eOb a. 

Die Formeln (1) und (2) sind die der allgemeinen Koordinatentrans- 
iormation. 

Wachsen x und y um a: und d y, so mogen g und t) um d g und 
d ^ zunehmen. Dann ist nach (1) : 

(3) (Z a: = cos a d g — sin a d b ^ d y = sin a d g + cos a d t) 

Oder nach (2): 

(4) d g == cos a d a; + sin a d y , d == — sin a d x + cos a d y. 

Die Formeln (4) ergeben sich auch aus den Formeln (3) durch Auflosen 
nach d g und d t). 

1st F (x, y) cine Fiinktion von x und y, so geht sie dutch Einsetzen 
der Wertc (1) von a: und y in eine Funktion (g, t)) tiber, so daS in- 
folge der zwischen xry und g,^ bestehenden Beziehungen (1) und (2) 
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F(x,y) = ^(.h^) 

und daher auch dF=d^, d. h. nach Satz 1, S. 645 : 

F^-d x + Fydy = 

Isl. Setzen wil hierin die Werte (3) ein, so ergiht f * “f™! 

in d r nnd d h die fiir alle Werte von d jc und d ^ gelten muC, so aan 
die loeffizieSten von dj rechts und links iiberemstiininen mussen 
ebenso die von d t). Daher liest man sofort ato. 

(5) F.coso + f.slno - J?. sin a + f>, cos a = d>,, 

womit ™ gelonden halen, *ie sich und if. 

drucken. Auflosiing dieser Gleichungen nach y ^ 

(6) 0,cosa-<?^^sina-F,, sin a + <?« cos a = F, . 

Statt der rechtwinkligen Koordinaten K^or^i- 

winklige beniitzen, siehe Fig. 434 mrt den f 

naten s und I, dem Achsen.nnke 

Koordinatensysteme haben w m § 5 d ' • daxan, 

ausfiihrlich gesprochen. Wir erinnern hmr ein 

daB ira schiefwinkligen System : i .yf g. 2 OO 201 

Parallelogramm ist, das schon in dem P 
vorkam und in Fig. 434 angegeben ist. 

4r /V 



/- 






— jc — - 

Fig. 436. 


X 


Ist eine Kurve in schiefwinkligen Koordinaten^ S-^J^gege 

will man z. B. ihre Bogenlange oder ^ j. y^d y-Ein- 

man zu rechtwinkligen Koordinaten mit g ^ beidcn Sy-stomcn 
heit iibergehen. Wir benutzen am bcquems ^ r-Achsc auch 

denselben Anfangspunkt 0, wa,hlen c™®’; positive y-Achsc 

als positive ir-Achse mit dc’-««\ben Emh^t und dm P^ 

senkrecht dazu mit cvs terns sei c-m-al so 

^ -Einheit des. schiefwinkligen ein Punkt der 

lang wie die j-Einheit. S seine recht- 

Ebene und sind h I 5 seme fcbefwm ? ^ Ordinate y 

vvinkligen Koordinaten, so sei Q der gtrecken 

und R der FuBpunkt seiner Ordinate Ij- 
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in der Figur mit der K-Einheit messen, ist RP=e\). Ferner ist 
OR = ic, OQ = x. QP =zy. Also ergibt sieh sofort: 

(7) a- = f -f c cos a . 

TJmgekehrt ist: 

(8) ? = — ctga.y, 

Wir habe’" sclion auf S, 204 erwahat, dafi es auBer deii 
bisher beniit 2 ten Koordinatensystemen viele andere gibt. Insbe- 
sondere haben wir in § 3 des siebenten Kapitels Polarkoordinaten 
angewandt. Der Dbergang von reclitwinkligen Koordinaten 
X und y zu Polarkoordinaten (p und r ist leicht zu bewerk- 
stelligen, wcnn man als Anfangsstrahl der Polarkoordinaten die 
positive oj-Achse benutzt und die Amplitude (p positiv im Sinn der 
Drehung von der positiven rr-Achse nach der positiven y-Achse 
bin mifit. Hat man namlieh uberdies die n;-Einheit, die y-Eiii- 
hei,t und die Eihheit des Radiusvektors r gleich groB 
gewahlt, so koinmt sofort (vgl. Fig. 403, S. 647): 

(^) a; = r cos ^ , ?/ = r sin 

und umgekehrt: 

(10) 9 = arc tg ~ » r = ]/^ 

Wahlt man die Quadratwurzel positiv, so ist (p der Winkel, den 
die positive .r-Aehse beschreiben muB, urn in den Radiusvektor r 
iiberzugehen, d. h. p ist aus are tg {y : x) so zu bestimmen, daB 
sin p und cos p dieselben Vorzeichen wie x und y bekommen. 

Wachsen und y um Differentiale dx und d y , so werden 
p und r um diejenigen Differentiale d p und d r wachsen, die sich 
nach Satz 1, S. 645, aus (9) ergeben: 

(11) da; = — r sin 9? d99 + cos 9 ? , d y r p dp + sm p dr , 

Multipliziert man die erste Gleichung mit — sin p tind die zweite mit 
cos 9 ?, so ergibt ihre Addition: 

r d 9? = — sin 9? da; + cos 9 ? d y . 

Multipliziert man dagegen die erste mit cos p und die zweite mit sin w. 
so ergibt ihre Addition: 

dr = cos pdx + sin pdy. 

Fiihrt man hierin nach (9) die Werte x: r und y : r fiir cos p und sin w 
ein, so kommt wegen r^^x^-\-y^\ 


y = r sin a . b • 
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( 12 ) 


d cp 


■ ydx + xdy 


dr = 


xdz-\-ydy 


+ j/* ” ■ V®* + 2/* 

Diese Werte kann man auch dutch Difierentiation von (10) finden, 

(vffL das 4. Beispiel, S. 646 u-f.). . i • a ’ n, 

Beim Wachsen von a: und y um d a: und d y wd 
Funktion Fix,y) urn ihr Difierential dF zunehnien. Wenn 
in 9 und r auagedruckt, die Funktion wi^d, mu 

dF = d 0 seiji. Also kommt: 

FJx+Fydy-==^ypd <p+ Ofdr. 

Setzt man hierin die Werte (11) oder (12) ein, so ergibt si(^li. 
r sin ^ + cos dr) ^ Fy(r (p d(p -^ sm 

— u dx xdy X dx-^- y * 

Fxdx Fijdy = ^(f ^2 yi ^ l/as* -j- 

Da die erste Gleichung fiir alle DifferentiaJe dj und dr und die 
zweite fiir alle Differentiale dx und dy gelten mu , g 
Vergleichung der Koeffizientcn dieser Differentiale auf beiden Seiten 

der Gleiehungen: 

- r sin 9^ F; + r cos 9^ <iOS<pF, + sin <pFy = ^r 

undt 


— V 








-<P«, 




AuflSsung der beiden ersten Gleiohungen n»ch /"i and F, sowie Aef 
losung der beiden letzten nach und 

(13) F* == — +COS 9 J(P,, Fy =^‘ + 

und: 

(14) = — y FM~\-xFy, ^ 3 * 4 - y* 

Mit Hilfe der Gleichungen (9) bis (14) laBt 
von rechtwinMigen zu Polarkoordinato un g 

bewerkstelligen. Das Quadrat des so da^ 

da:=* + dj/*rsiehe (19), S. 361, stellt sich infolge von (11) so 

Demnach hat eine Kurve, die in Polarkoortoaten 

tion r = f(y) gegehen ist, wegen dr =/'(^)^9’ die Bogenlange 
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r+pdip, 


gemessen von der Stelle mit der Amplitude 9 ?^ bis zur Stelle mit der 
Amplitude Dasselbe ergab sich geometrisch auf S. 593. 

Zuweilen ist es zweckmaBig, uberzahlige Koordinaten zu 
benutzen, wie z. B. die Dreieckskoordinaten in der Ebene, von denen 
in § 6 des vierten Kapitels die Rede war. Ein anderes Beispiel Merzu 
ist da? folgende. 

Beispiel: p 2 »**--Pn seien feste Punkte im Raum, die wir Pole neniien. 

Bagegen sei'ein Piinkt X beweglich. Als Bestimmungsstiicke von X benutzen wir 
die « Strecken % von den Polen P„ bis X, und zwar positiv 

geme^en. Ziir Bestimmimg von X wiirde es genugen, niir drei von den n Strecken 
zu geben, veil man dann mit Hilfe der Trigonometrie alle anderon dureh diese drei 
and durch die Abstande der Pole voneinander ausdriicken kann. Die Ausdriicke sind 
a^r ui^t^dJich. Obwohl also - 3 Bestimmungsstucke uborzahlig sind, benutzen 
wr dock alle n Grofien .. . als Koordinaten des beweglichen Punktes X. 
iNun sei / (a:i, eine gegebene Funktion von Zu jedem Piinkt X 

des Raumes gehbrt dann ein bestimmter Wert 
jf dieser Fimktion; also liegt eine Funktion des 

X Ortes X im Raum vor (wie auf S. 691 in der 

-© Ebene). Wir konnen iins 2 ^. R denken, der Raum 

sei mit Masse gefiillt, und f {x,. Xg, . . . xn) gebe 
Dichte der Masse an der Stelle X an. Wir 
\ Geschwindigkeit, mit der sich 

\ X xy • Ortsfunktion / hndert, wenn X 

^ einen imendlieh kurzen Weg ds, ein Wegele- 

\ ment, zuriicklegt, siehe Fig. 466, worin dfir 

sei. Die Richtung von ds bildc mit den Vor- 
Fig. 436. langeiiingen von .Y, ! , . Y fiber X 

hmaus die Winkei </.„ Ferner seien 

*i = FiX,3, = p, Y r _ Differontiale, urn die 

FjY'=a.+ d*, usw'ist 'wacliMii, wenn. Y nach Y' geht, so dafl 

soU, lehrt, daS die Pormeln^steto’: 

(15) dx^ = dscos<p„ <<3:e=dscosy,, ... rf,eos</.„. 

«!> (5), S. 648, ist die Xnderung yon f a.fi dem Weg XX' das Differential: 


80 daB 
streben 


^ ds h Vi + tx.j cos 4 - . _ _l_ 


fxn cos 


Dm m darzustellen, trao^en wir auf v 1- 
fib® X hinans die Werte“yonl T 


mit der Langeneinheit, ab V 

Saame der Projektionen aller « s£« X 7 Y 

H * 2) * • • ■‘■V 1 ^ ^ 


auf die Gorade t des 
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Fig. 487. 


Weges XX' ist dann nach (16) die Geschwindigkeit v, daigestellt mittels derseiben 
Bliilifeit* Wit kSixnen "wie bei der Zusammensetzung Von Kiaften verfahren: Wir bildea 
diie Mittelkraft XR der n als ICrafte aufgefafiten Strecken X X Yj, ... 1 Y^, 
imdiem wir das KrEftevieleck liexstellen, das in Fig. 437 pnnktiert ist. Dann projizieren 
wii die Mittelkraft X R auf die Wegrichtung t Hiernach ist die Gescbwindigkeit t; 
^eick der lings i gelegonen Sehne der Kiigel 

Blit dem Durchmesser X. R. km stirksten andert ' 

sick die Ortsfimktion in der Ricbtung der Strecke 

X R selbst , da dana die Gescbwindigkeit ihr / \ 'X 

Maximum ■=» Xi2 hat. Die Funktion. andert / V \ 

sick dagegen nicht, wenn man senkrecbt zii XR j \ ar A ) 

unendlick wanig forhchreitet, also auf einem in 1 \ / 

X zu X M senktechten unendlicb kleinen Flachen- V jA / \J 

stUcke. Xu beachten ist , dafi die Strecken 1> \ V \ 

X Y;!, ... X Yyj und mithin aucb die Strecke XR ® 

Mr Terschiedene Pimkte X verschiedene GroBen ^ 

und Richt ungen haben werden. Folgt man mm 1\ 

stetB der jeweiligen Ricbtung von XJR, so be- \\ 

scbreibt man eine Kurve starksten Gefalles 

der Funktion /. Der Raum ist von solchen \ 

Kurven erliillt, wie wenn cine Strdinung durch 

ikn ginge>- Senkrecht zu alien diesen Kurven * 

stSrksten Gefalles sind Flachen, bestehend aus kig. 487. 

den erwlLluiten unendlicb kleinen Flachenstiicken. 

I Bewegt sich X auf einer solchen Flache, so bleibt / imgeandert. 

die ebenfalls den ganzen Raum, scbalenfbrmig einander umschlieBend, aiirfullein 
heiBen die Niveaiiflachen der Ortsfvinktion /. Sie werden senkrecht von 
alien Kurven stStrksten Gefalles durchsetzt. 

Ist z. B. gegeben: 

wo 7<*, Konstanten seien, so wird: 

( 18 ) xri = /*. = -^. • - • 

Diese Strecken sind negativ, wenn h, "h’ *tj^a** ^rfLn die 
daher dann rUckwarts, von A' nach f ” f diT 

Pole die Massen m^, «ij, . . . n»ii and hat A de _ Pnnkt X nach deffl 

Strecken die.jenigen toaitc dar, mit denen ^e Pole j^iveauflachen, an! 

Gravitationsgesetz aiiziehen (vgl. 6. Bcispiel, S. 142). uie 
denen nach (17) 

Wi w, I 1^2. = konst. 

Xi Xn 

ist, sind flberall senkrecht zu derjenigCT Kraft> Knnktionen / sind 

die Masseneinheit A anziehen. Me potential der » Kraft- 

nach (18) die Einzelkrafte ; die Funktion / heiBt das fote 

zentren P,, Pj, . . . P» • „ TiotrarhtunH benihte auf den 

Die an Fig. 438 angeknupfte aUgememe B gj^ ®gilt daher auth in 
Formeln (16) fttr die Diffexentiale von x^, t „ eincs Punktes X im 

einem anderen Fall: Die reehtwinkhgea Koordinaten 
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Kaum seien a;, y, 0 , ferner sei / (a?, ?/, 0 ) eine gegebene Funktion von ihnen, so 
daB wieder / eine Or ts funktion im Baum ist. Jetzt sind a?, 0 die Abstande 

des beliebigen Punktes X von den drei Koordinatenebenen, und keine dieser drei 
Koordinaten ist ilberzahlig. Die Fig. 438, in der wir die zu x senkrechte 
2 / 0 -Ebene im Querschnitte durch eine Oerade g angedeutet haben, zeigt, dafi, 
wenn X nach X' um ds weiter wandert, wiederum dx^- A s cos (fi ist, wenn 
den Winkel von XX' nut der Verlangerung der x-Koordinate bedeutet. Entsprechen- 
des ‘gilt von dy und dz, Wir haben also wieder Formeln 
^ ^ wie (16). Daher koimen wir ebenso wie oben schlicfien. An 

jC'&dx ^ die Stelle der Abstande von n festen Punkten treten dabei 

, Abstande x, z von den Koordinatenebenen. Die Funktion 

^ JC /(ic, i/, z) bleibt ungeandert, wenn X oder (a;; y\ 0 ) auf ge- 
wissen Flaehen wandert; und diese unendlich vielen Niveau- 

Fig. 438. flaehen erfiillen den ganzen Baum, einander schalenformig 
umschliefiend. Dagegen andert sich f{x,y,z) am starksten, 
wenn der Punkt X eine Kurve starksten Gefalles durchlauft. Diese Kurven 
erftQlen wie Stromlinien ebenfalls den ganzen Baum und durchbohren alle 
Niveauflachen senkrecht. 

In der Mechanik wird gezeigt, daB die Bewegung eines Punktes X unter dem 
Einflusse voii Kraften sehr oft von einer sogenannten Kraftefunktion oder 
einem Potential beherrscht wird. Man lindet namlich, dad eine Funktion 
/ (Xy y, z) gebildet werden kann derart, daB ihre partiellen Differentialquotienten 
/*, /y, /* die Komponenten der auf X oder {x;y\z) wirkenden Kraft in den drei 
Achsenrichtungen vorstellen. Gerade diese partiellen Differentialquotienten wurden 
soeben benutzt. Daraus erhellt, daB dann die Niveauflachen, die zu dem Potential 
/ {Xy jjy z) eines Problems der Mechanik gehdren, iiberall senkrecht sind zu den 
Bichtungen, die der Kraft in den verschiedenen Punkten des Baumes zukommen. 

Ein noch einfacherer Fall ist dieser: In der Ebene seien zwei Pole und 
vorhanden und Xi und ajg die Abstande eines beweglichen Punktes X von ihnen. Wenn 
wir uns auf die Ebene beschranken, treten an die Stelle von Niveauflachen Niveau- 
kurven wie auf S. 693. Ist die gegebene Ortsfunktion / insbesondere gleich + Xg, 
so sind die Niveaukurven Linien, im deren Punkte X die Summe der Abstande von 
Pi und Pg konstant ist, also nach S. 183 die Ellipsen mit den Brennpunkten Pi und 
Pg. Da hier X Yj = 1 und XY^ = 1 ist, teilt die zur Ellipsentangente senkrechte 
Mittelkraft den Winkel der Brennstrahlen in gleiche Teile, eine bekannte Ellipsen- 
eigenschaft (vgl. S. 189 u. f.). Wahlt man dagegen die Ortsfunktion f gleich Xi — Xz 
so ergeben sich nach S. 190 die Hyperbeln mit den Brennpunkten Pi und Pg, und 
man beweist ebense aufs neue (vgl. S. 193), daB ihre Tangenten die Winkel der Brenn- 
strahlen in gleiche Teile zerlegen. Alle Ellipsen und Hyperbeln mit deh Brennpunkten 
Pi und Pg heiBen konfokal, weil man einen Brennpunkt nach dem Lateinischen 
auch Fokus nennt. Da die durch einen Punkt X gehende Ellipse und Hypcrbel 
dort Tangenten haben, die die Winkel von Pi X und Pg X in gleiche Teile 
zerlegen, durchsetzen die konfokalen Ellipsen die konfokalen Hyperbeln 
iiberall senkrecht. Sind die Ellipsen die Niveaukurven (im Fall Xg), 

so sind die Hyperbeln die Kurven starksten Gefalles; sind dagegen die Hyperbeln 
Niveaukurven (im Falle /•= Xi ~ Xg), so sind die Ellipsen die Kurven starksten 
Gefalles. 

Wir haben in diesem Buch Aufgaben aus der Differentialrechnung 
und Integralrechnung geldst. Die Grundaufgabe der Differentialrech- 
nung ist die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion. 
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besteht die Grundaufgabe der Integralrechnimg darin, eine 

Wir zu finden, ’die einen gegebenen Differentialquotienten hat. 

h^pr^ aueh einige Aufgaben erledigt, die von 

Xn 1 w- “ Satz 13 : S. 341 , die W naeb 

aJien Funktionen y von x beantwortet, fur die 


(19) 


dy 

dx 


-ey + k (e,fc= konst.) 


«• f- diejenigen Funktionen y 

von a: bestimmt, fur die 

== « sin (J a:) — c 2/ (a, b,e— konst,) 

ianden wir ferner diejenigen Funktionen y 
von X, fiir die J » sf 


( 21 ) 


d’‘y , , dy 

d^^-<^y+h £ 


(a, i = konst,) 


1 • ®^trachtungen . gehoren nicht mehr der Inte- 

d Sinn an. Denn in ihnen war nicht 

iiierentialquotient der gesuchten Funktian y von x als eine Funk- 
Tf ^ Vielmehr war in den Fallen (19) und (20) der 

*rs c Differentialquotient als Funktion von x und y gegeben, w^hrend 
nn all (21) der zweite Differentialquotient als Funktion von 
i ^^d y und dem ersten Differentialquotienten gegeben war. 

^lartige Bedingungen heiBen Differentialgleichungen, und 
zwar gew'dhnliche, weil es sich um die Bestimmung von Funk- 
^lonen von nur einer Veranderlichen handelte, deren Differentialquo- 
^enten man gewdhnliche nennt im Gegensatze zu den partiellen 
itterentialquotienten von Funktionen mehrerer Veranderlicher. Ins- 
^sondere sind (19) und (20) gewdhnliche Differentialgleichungen 
Brster Ordnung, weil in ihnen der erste Differentialquotient von 
y fds Funktion von x und y gegeben ist. Dagegen stellt (21) eine ge- 
wdJihliche Differentialgleichung zweiter Ordnung vor, denn 
sie 1st eine Bedingung fur den zweiten Differentialquotienten der ge- 
suchten Funktion. 

Allgemein hat eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ord- 
Miing flir eine noch unbekannte Funktion y von x die Form: 

Oder, nach den Differentialquotienten aufgeldst, die Form: 
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vioxin f{x, y) cine gegebene Funktion von x und y bedentet. Gefragt 
wild, wie sich y als Funktion von x darstellt. Wie die erwalinten Bei- 
spiele zeigten, enthalten die Losungen y iioch willkurliche Kon- 
stanten. Also gibt es unendlich viele Funktionen y, die einer derartigen 
Vorschrift geniigen. Die Theorie der gewohnlichen Differen- 
tialgleichungen ware das nachste, das man betreiben miifite, wenn 
man weiter. in die hdliere Ma,thematik eindringeii wollto. 

Dazu muBte dann noch das Studium der Funktionentlieorie 
treten, in der man genau die Stetigkeit, die Differentiierbarkeit, den 
Bereich einer Funktion usw. erortert, Fragen, die uns nicht so er- 
hebliehe Schwierigkeiten bereiteten, weil wir uns auf die el erne n- 
taren Funktionen besehrankt haben, namlich auf die ganzen, ge- 
brochenen und logarithmischen Funktionen, die Exponentialfunktionen 
und die Kreisfunktionen. tfberdies haben wir immer nur re ell e Werte 
der Veranderlichen betrachtet. Die Funktionentheorie dagegen beriick- 
sichtigt auch die imaginaren Werte. 

Man sieht also, daS ziir weiteren Vervollkommnung in derMathe- 
matik noch mancherlei gehdrt- 1st uns aber der Leser bis hierher treu 
gefolgt, so nennt er dock schon einen erheblichen Teil niitzlicher mathe- 
matischer Kenntnisse sein eigen. Er wird imstande sein, sich selbst 
in solehen mathematischen Btichern zurechtzufinden, durch die ei die 
gewonnenen Kenntnisse zu erganzen vermag, Der Verfasser verab- 
schiedet sich daher in der Hoffnung, daB seine Leser Liebe und Lust 
zu weiterer Vertiefung in mathematischen Dingen gewonnen haben 
mogen! 
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Grade 


Tafel L 

BogonmaB der Winkel. 

Lange der Kreisbogen fttr den Halbmesser Eim. 

(Vgl. s. u.) 

iTsekundenJ 












Tafel IV. 


HyperboHsche Funktionen. 



(S. 79, 83, 158) 

dx 


dlnx _ 

(S. 268) 

dx ^ ’ 


^ = e‘. 

(S. 313) 

dx 

(S.3W) 

d ^ as ©in X 

dx 


Soheflers. Lehrtuoh d. M»Ui«matik. 


' d 
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A-iihang. 


(S. 394) 
(S. 395) 

(8. 445) 

(S. 72) 
(S. 73) 
(S. 77) 

(S. 81) 


fZsin X 


d cos X 


dx 

= COSiC, 

dx 

-sinx. 

\ 

1 

dcigx _ 

1 

d X 

COS^ X ’ 

dx 

sin® X * 

d arc sin x 

1 

d arc cos x 

_ 1 

dx 


d X 

y i - a:» ’ 

d arc tg X 

1 

d arc ctg X 

1 

dx 

1 ’ 

d X 

“ 1 + • 


d(u -^ v) 




dx 

dx ^ dx * 


dku 

•t du 



dx 

— 7/* 

'~^dx^ 

wenn h = 

konst. 


d{riv) du , dv 

,/«\ du dv 

el i — 

\v J dx dx 


(S. 126) 

dx dz dx' 

wenn y eine Funktion von z und z eine Funktion von x ist. 


(S. 546) 

(S. 566) 


Tafel VI. 

Nflherungsforrtieln. 

(Vgl. S. 566). 

Die folgenden Formeln gelten fur lim« =0. 

I sin e = e , cos e = 1 , tg e = c , 

5'^) I sin (a 4-e) =sin a +« cos a , 

1 cos (a H- e) = cos a — e sin a . 

tg 


(S. 546, 
547) 


ctg(a H-c) =ctga- 

e'=l4-e 
ln(l + e) =e, 


log(l +e) =eM, 


Ia(V + 6)=ln V+^, log(.V + e) =logV 4 -‘^ 


Anhang. 


723 


(S. 651 ) 


(l4-e)“=l+»»e, 

Vl4-e==l -hi-s, = 

2a j 


]/a"+ 6 

Alle Potenzen und Wurzeln sind hier positiv. 
(S. 566) ^ (a g) _ y (a) + f (a) e . 

<S. 567) fia+e)=f(a}+ r{a)e+ 


‘Tafel VII. 


(S. 573) 


Inlegralfortneln. 

» flC 

y* fix)dic^^J' {x)di^, 

a a 

d/f y f||> d a: = /(a:) + konst. 


dx 


In den folgenden Formeln ist iiberall eine beliebige additive Koii- 
stante hinzuzufiigen, 

(S, 676) {n + v)dx^ J udx +/vdx. . 

(S. 676) J‘jc i{z)dx=1cj' f(x) dx, wenn k = konst. 

(S. 580) J'f(x)dx= J'f{Fiz))F{z)dz, wenn x^Fiz). 

(S. 677) y u'vdx = uv — J^uv'dx. 

(S. 583) yjda:=lnM. 

fx'^dx^^^in^-V), la (—4 

J'\liix=>\xYx, 

/ dx , 1 a - a 

{x — a){x—l)~x—h x — h 


<S. 574) 
<S. 576) 


46 * 
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Anhmg. 


<S. 608, 
609) 


-icc'c) 


+ 


(- 

\2a 


2 l$a- 


2a 2ay&». 


/. 


In (2ax +6 +|/J2_4 ae) 
fur — iae> 0, 


ax-j- ^ 

a x^i-hx-{-c 


d *r ■ 


2 (3 a-- ah , 

■J^irj) + T^(2aa:H-6) 


f iir 6^ — 4 a a? == 0 , 




al/4ac— ]/4ac- 

fiir 6® — 4 a c < 0 . 


In den folgenden Formeln ist zur Abkiirzung gesetzt: 




B=: 

-dx^ -{-ix -{-c. 



/'dx 

J w~^ 


2aa+ft + 2ygl/B ^ „ 

2aa:+J-2yiyi‘ a > 0 , 

(S. 621) - 

^ dx 2 

J Yi~l 

Yr 

fiir 

a =0 , 


rdx 

^ y vf “ y 

- 1 , 2ax + h 

a < 0. 


f 

J Vr 

1 

= ^ 

na 

n-i 2.n-ll 

2n aJ yfi 

-da: 

(S. 622) 



n - 1 c /’a:"-2 

w ^ ]/5 

dx, 


■f x^YRii 

r = a 

f ys + + 


f dx _ 
x\R ~ ' 

] 

2Vc 

In ^ Vc VjK 

2c+ 6®-2 l/cys" 

fiir (J > 0 , 


r dx 

J 


o 

II 

t-i 

(S. 623) 

r 

J x\R 

1 

y—c 

arctg 

^ 2 y;q p 

fiir c < 0 , 


f = 

_ 1 

1 p n— 2 a ^ , 

dx 


J »*p 

n — 

1 c ir"~^ n— 1 e-J 

-®p 




2n — 3 ft /"• 

dx 




2n-2 ej x^ 

‘“^ys 




(S. 623) 


’ \ r Ax 

5T»' 

y^^atctini, y^VS”"*'”' 

yina: ^a!--=a:lJi®"^- 
y’^dx = iCna:)^- 

f _£iL =liilnx. 

J aclna; 

y" e* =«*> 

|’smxdx=-eosx, f(i05xAx = sinx, 

1 /’4|- = — ctgx, 

\ J sm^a; 

r , • rcosx = 

(S. 578) / xsinxdx = sinx — a:cos», y 

/ =lntg*, 

y sin a; cos X 

\J Sinx -5 ,v 

(S. 416) / sin/cxsinZxdx ==— 2(»,-+l) > 

(S. 415) ^ m^lexdx 

sin.fcaJcosIa;di^ — 2(^f+0 ■ 

^ — cos2/cx^ 

ye ^0\ ) f sinlcx (iOsTciC dx -- 4fc 

y cosJcaeos lxdx=- 2 lkTi) ^(fc U 


(S. 674) 
(S. 577) 
(S. 679) 
(S. 682) 
(S. 583) 

(S. 574) 

■ (S. 580) 


(S. 583, 
684) 
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Arihang. 


(S. 416) f (io^ikxdx = ix+^sm2Jcx. 

(S. 417) J' am(x + k)sm(x + l)dx=: — \sm(2x+k + l) 

+ J » cos (i — 1). 

(S. 581) J are sin a: d a: = a: arc sin x + ^1— a:*. 


Stiehw6rter. 
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Abgtil^sitete Funktionen 450, s, Di/* 
iermiialqfwiienl, 

A'bgeloitete Kurven 456, s. Different 
iialhurven, 

Abhangige Feranderliche 14, 22, 26, 
8. a. Funhionen, 

Abkiiblung 331. 

Ableitungcn 460, s. DiffermtialquotienL 

Ablenkung dcs Lichtes 403, 469/72, 

Abnahmo 29, 

Abrollcn von Gorade auf Knrve 493, 
you Krois auf Gorade 513/6, von Zy- 
linder auf Ebcno 389, 690, 

Abschnitte auf den Achsen 176/6, 203, 
insbea. durch Tangenten 664, diucb 
Asymptoton 565, aurch Ebenen 677, 
zwiscfien der Hypcrbel imd ilixen 
Asymptoten 196, 

Abschwenken 166/8, 468. 

Absoluter Betrag 69. 

Absolute! Fehler 7. 

Absolutes Glied 176. 

Absolutes Mafisystem 498. 

Absolute Temperatur 146, 867* 

Absolut genominen 69. 

Absorptionskoeffizient 329. 

Abstknde zwischen Punkten 172, 201/2, 
671, 706, zwischen Punkten und Gera- 
den 660, 705, zwischen Punkten und 
Ebenen 676, vom Anfangspunkt s. 
Radiusvektor. 

Absteigende Knoten 423, 610. 

Abszisse 26. 


Abwickelung eines P'adens 363, 493, 
eines Zylinders 389, 690. 

Ahzweigung 168, 

Achsen rechtwinkliger Koordinaten 24, 
667, sebiefwinMiger 199, 210, von Polar- 
koordinaten 344, a. a, neue Achsm, von 
Affinitiiten 88, von EUipsen 186, von 
Hyporbeln 192, von Parabeln 96. 

Acbsenabschnitte s. AhschnUte. 

Additive Konstante 214, 673, 584. 

Adiabatisch 368/70. 

Affin, Affinitat, Affinitktaaclise 
B8/9, 93, 186, 266, 339, 366. 

Akzent 449/60, 512 . 


AlgebTaisehe Funktloni*n Wl 

Alter von Mann und Frau 34. 

Amplitude 844, 425, 647. 

Analysator 637/8. 

Analvtiflche Geom#trie der Ebene 
171-211, 668/67, des Ilaames Ml/W. 

Anfangspunkt 24, fl€7. 

Anfangsschenkel 376. 

Anfangastrahl 344. 

Anfangswert 27, 218, 227, 266, 496. 

Aiziefung 142A 259/SO. 404/5, m, 
606/10, 5M/7, 

Arbeit der Anziehung 500, dm Bewegnng 
499, 600, 519, dm ekktdscbdn Stroms 
332, des Gases 294, 368, 374. 596. 

arc 440. 

Arebimedisebo Spiral® 347/8. iln® 
Bogenlibige 625. 

arc sin, arc coi, arc tg, arc ctg 
441, s. styhkrmim&M FmMimm, 

Arithmetifiches Mittal 183,242, 524. 
704. von unendlicb vielen Orbflen s. 
MiUehmt 

Arithrnetische und geometriseh® 
Progressionen miB, m/1, 351 

Arkus 4f40» 

Arkusfuttktionen 444, tyklomdrk^ 
FunUimm, 

Arkusregel 445/6. 

Asvmptoten 665, von Hyperbeln 198/8, 
2()0/l 867, 489, 565, 666, von anderen 
Kurven 835, 370. 398, 490, 565. 

Atwoods che Fallmaschine 259. 

Aufeinanderiagerung 87, belm biter* 
polieren 636, bei der Taylorachen 
Formel 543. bei der Eonrierschea 
Keibe 633, einlacber Sebwing^oa 
428/9, 637/8, unendlich kleiner Ande- 
ruttgen der IJrsachen 648/9, von KIUp- 
sen 488/9, von Sinuswelleii 430, 625. 
683, von Sinuwellen imd Kxponential- 
kurven. 436. 

Auflbsung 8. L^ungm. 

Attfsteigende Knoten 423. 

Ausdehnung duicb Warm® 14/6, 29, 
68, durch Zug 260/1, s. a. 6m& md 
Ddmpfe^ 

Ausgleiclmngsrechnung 704/6. 
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Siichworter, 


A.i^schlage< s. einfache Sckwingungm^ 
Peitdel und Schwingungen, 

Aufierer Widerstand bei Batterien 
144/6. 

B 

Bahnkurven s. Bewegung, 

Ballcen yon groiJter Tragkraft 461. 
l5a^roni|tmche Hohenmessung 329, 

Basis des Logarithmus 297, einer Potenz 
mit imtionalem Exponenten 326. 
Batterie 144/6. 

Begepea und Einlialen 34;f6 
Behalterformen 96/7, 106/8. 
Belpcbtung 161/4, 245/6, 328/9. 

s. Tangenle^ Tangentiakhane, 
Krummimgshreis, Wend&punJde und 
•tangenten, in lioherer Ordnung oder 
mehrpunktig 473, 481, 485 
BescMeimigung 494, 517, ihro Einheit 
und Dimension 498, als Differential- 
quo^fcient von Arbeit nach Weg 500, als 
Differentialquotient des halben Qua- 
drates der Gesehwindigkeit nach Weg 
495, zerlegt 517/8, bei Anziehung 500, 
Del gediimpften Schwingungen 606, als 
Imeare ganzo Funktion von Wee und 
Geschwindigkeit 500, 506/10. 

Bes timmtes Integral236, 675, 585, bei 
io?:. Veranderlichen 

681/2, ittr den. Rest der Tayloischen 
prmel 662, mittels Rokursionsfqrmel 
bweehnet 597/8, durcb eine Taylor- 
sche Reihe dargestellt 567/71, Diricli- 
letsches 631. 

Bevolkerung Sll, 367. 

Bewegung eines Punktes 70, 2v56/8, 610~ 
6^0, 641, 687/90, 690, aus der Geschwiii- 
crmittelt 256/7, gleichformig 
258, gleiclifonnig auf dem Kreis 424, 
427/8, 519/20, 689, gcradlinig 494-510, 
s. a. einfache 8 chwingmgen, Fallgesetz, 
Schwingungen und W urfheweguna, 
Biegung92/3. ^ ^ 

Bild einer Funktion von zwei Verander- 
lichcn 681, s. Fldohen im Jlaum^ einer 
Imearen ganzen Funktion von zwei 
yeranderlicben 680, s. Menci s. a. das 
folgendo Sticliwort. 

Bildkurven 16, 18-20, 68/0, ganzer 
Imearcr Fnnktionon 31/8, 40, 172, 202/3, 
quadratischcr Funktionen 
47/68. 66/7, 93/6, 111/4, 190, 200, s. a. 
1 arahel, ganzer Funktianen 96/0, 474/5, 
gebrochener Funktionen 136/49, 565, 
insbes. iiuear gobrochener Funktionen 
189,190, von (/a* 154, von In a: 284, 


489, von log x 299, 300, von 319, 
von 323/4, von e-®* 490/1, von sc® 
327, von Exponentialfunktionen s. 
Exponentialkuwen^ von hyperbolischen 
Funktionen 360, der goniometrischen 
Funktionen s. SinueliniCy Kosinuslinie 
usw., yon sin % 414, von periodischon 
P’unktionen 418, 432, 625, s. a. Sinns- 
wellen, der zyldometrischen Funktionen 
442, vp Funktionen in schiefwinkligeii 
Koordinaten 204, von Funktionen in 
Polarkoordinaten 345/6, von I'unktio- 
nen mit geeebenen Differentialquoticn- 
ten 214/7, msb. mit dem Differential- 
qnotieriten 1 : x 263/7, von Funktionen, 
die mit ihren Differentialqiiotienten 
iibereinstimmen, 312, von I5mktionen, 
deren Differentialqiiotienten iiberein- 
stimmen, 213/4, s. a. Kurve in der 
Bbene sowie die Stichworter fur bo- 
son dere Kurven. 

Bildpunkt 16. 

Binom 647. 

Binomialkoeffizienten 548, 599. 

Binomipher Satz 452, 648. 

Bogendifferential oder -element in 
der Ebene 361, 477, 691/2, mittels 
I-Iilfsverilnderlicher 617, in Polarkoor- 
dinaten 593, 713, im Baum 688/9, 714. 

Bogenlange 360/2, 477, 692/4, 714, in 
Polarkoordinaten 593/4, 625, des Kroi- 
ses 659/61, der Parabel 624/5, der Arclii- 
medischen Spirale 626, der logarith- 
mischen Kurvo 592/3, der logarithmi- 
schen Spirale 594, der €i>f-Kurvo 362/4, 
der Kettenlinie 365, einer Baiimknrv© 
689, der Schraubenlinio 690. 

Bogenmab 6-11, 374, 645, Tafol I, dem 
GradmaB vorzuziehen 397, vorglichen 
mit dem Sinus fflr kleine Winkel 40J. 

Boylcschos Gesetz 293/4. 

Brechung des lichtes 403, 468/72. 

Brennpnnkte der Ellipse 190, 665, 716, 
der Hyperbel 193, 666, 716, der Parabel 
665. 

Briggsseber Logarithmus 296, s. 
gewdhnlicher Logarithmus. 

BriichSO, stetigund differentiiert fll, sein 
logarithmus 279, 286, 294, 297, loga- 
rithiniscli differentiiert 309, von nnb«- 
stimmter Form 557/62. 

Bruchregel 85, 449. 

Buchstaben 1, 96, 129. 

Bus sole 566. 


C 

Cavalierischer Satz 691. 
C-G-S- System 498. 


Siichwdrier, 
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Charakteristik 368. 

Ckemisclie Reaktion 293, 6,18/9. 

€of 368, s. hyperholische Funlctionen, 

^€of-Kurve 360. 

eoa, CSC (cosec), ctg (cotg, cot) 
377, s. goniometrische FunJctimen. 

Cosinus hyperboliciis (cshp) 368, s. 
hyperloUscne FunMionen. 

d 67, 96, s. Differeniial. 

d 642, 695, s. pariielle Differentiaiion. 

J 39, s. Zunahrm. 

Dampfe s. Gase und Dampfe. 

Delinung s. Ausdehnung. 

Dekrement logarithmisch 292, 610. 

Derivierto Funktion 450, s. Dif- 
fer eyiiialq lioiimt. 

Be zimal system 295. 

Diagramm 373, 499. 

Dichte der Masseiibelegung 691, 
714, mittlere 697. 

Differential 67, 69, 218/9, 228, 328, 
wie eine endliche Grofie zu bebandeln 
126, 164, bei Emftihrimg einer Hilfs- 
veranderlichen 680, als penler aufgefafit 
566/7, 646/9, einer Summe oder Dif- 
ferenz 73, der lebendigon Kraft 619, 
einer Funktion von mehrereii Verander- 
lichen 641/6, 706/8, 714, s. a. Bogen^ 
differ miial oder -ekmetii^ Fldchendif- 
ferential, Kontingenzioinkel, partielks 
und vollstdndiges Differential, 

Bifferen tialglcicliung 717/8. 

Differential kurven 456/60, 464/6, 474. 

Differentialquotient o7, 69, 70, 82, 
104, 212/8, Tafel V, als ge\v6hnlicher 
bezeicbnet 717, als Stcigung der Tan- 
gente67, s. a. Steigung, als Tangens des 
Tan^ntenwinkels 448/9, als Ordinate 
der Differentialkurve 455, s. Differen- 
iialkurven, als Gescbwindigkeit aufgo- 
falJfc 70, 213, 256/9, 311, 494, als Hilfs- 
veranderliche benutzt 478, berechnet 
l>ei Anwcndung einer llilfsverander- 
lichen 512/3, einer Funktion von einer 
Funktion 126/7, einer Funktion von 
mehreren Fimktionen 660/1, dor in- 
versen Funktion 153/5, einer mehr- 
wertiffen Funktion 164, einer nnent- 
wickelton Funktion 666/7, einer Funk- 
tion mit konstantcm Faktor 73, 84/6, 
88/9, einer Summe oder Differenz 72/3, 
84, 86/7, 452, eines Produkts 77, fe, 
308/9, 452, eines Bruches 81, 85, von 
77/9, 83, 85/6, 155/6, einer Wurzel 
155/60, einer quadratischen Funktion 
67, 74/6, 79, 80, einer ganzcii Funktion 


91, 123, einer gebrochonen Funktion 
138, einer algcbraiscben Funktion 160, 
einer logarithmischen Funktion 268, 
271/2, 299, proportionai zur Funktion 
310, s. Ge^etz des organischen Wachsens, 
gleich der Funktion 311/8, einer Ex- 
onentialfimktion 325/6, einer hyper- 
olischen Funktion 359, einer gonio- 
metrischen Funktion 392/7, einer zyWo- 
metrischen Funktion 443/6, des In- 
tegrals 573, 684, der Flacbe 227, des 
Weges nach der Zeit 70, s. Geschtoindig- 
keit, der Gescbwindigkeit nach der Zeit 
494, s. Beschleunigungt der Arbeit nach 
deni Weg.600, des lialben Quadrats dor 
Gescbwindigkeit nach dem Weg 496, 
der Bogenlange 361, der Krtlmmung 
484, des Radiusvektors nach der Ampli- 
tude 346, s. a. zweiler und partieUer 
Diffefeniialguotient, hohere Diff^entud- 
guotienten und Sieigung, 

Differentialrechnung 2, 69. 

Differentiation nach einer Hilfsver- 
anderlichen 512/7, 641, 644/5, 699, 
700, 703, logarithmisch 309, der Fourier- 
schen Reihe 635/6, s, a. die vorher-^ 
gehenden Stichworter. 

Differentiationsregeln 84/9, 127, 165, 
307, 326, 395, 445/6, Tafel V. 

Differenz differentiiert 72/3, integriert 
675, von Integralen 237, von un- 
hestimmier Form 663, von gonio- 
metrischen Funktionen 412, von Wor- 
ten der Veranderlichen s. Zunahme, 

Differenzenquotient 66/68, 321, 600. 

Differenzkurve 237. 

Dimension von Geschwindigkoit, Be- 
schleunigung, Kraft und Arbeit 498— 
500. 

Dipolare Koordinaten 204. 

Direktrix 665/6. 

Dirichlots’chc Bedinguhgen 632. 

Dirichlotschos Integral 631. 

Diskriminante 112. 

Divergieren 664. 

Division s. FariiMivkion,^ mit Null 
nicht erlaubt 64, 

Dop pel integral filr Massenbelegiingen 
696/7, fttr Volumen, statische und 
Tragheitsniomente 698, ftlr Fliichen- 
inhSte krnmmer Fliichen 699. 

Drehsinn 344, 375, 407, 424, 448, 47.1, 
477, 479, 616, 518, 620, 669. 

Drehung 424, 427/8, 519/20, 689. 

Dreicckskootdinaten 205/11. 

DrcieckssUtzo der Trigonoinetrie 410. 

Drue k von Kohlenskure 147/8, s. a. Oase 
und Dampfe sowie Spammtg. 
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Druckkurve 368, 370, s. a. polytropische 
Kurve. 

Burchschnittliche Geschwindigkeit 70, 
267, 586, Kriimmimg 477. 

ihj : dx 67, s. Differmiialquotient 

y : dx^ 450, s. hohre Differentialquo- 
iienien; 

Dyn 498. 

Dynamomaschiiie 432. 


E 


e 287/8, 306, als Grenzwert 322, kerechnet 
326. 

287, 295, 812/9, differentiiert 313, in- 
tegriert 574, inveis zu In x 312, dutch 
N^enmgsfunktion ersetzt 538/9, 546, 
s. a. Expmmtialfunklionen und -kurven, 

g— 490/1, 603, 704, integriert 570. 

Ebene 673/80, insb. Tangentialebene 
683/4. 

Ebene Kegel- u. Zvlinderschnitte 
J86, 389, 663. 

Ecke 456. 

Eigentlicher Scheitel 485. 

Einfache Schwingungen 424/32, 506, 
suminiert 428/a, 626/6, s. Fomiersche 
Reihe, gedampft 506/10. 

Einfach periodische Funktionen 

^ 419 . 

Eingehullte der Normalen 492, s. 
Mvolute, 

Einheit einerGr6J3enarfc3, 24, abgeandert 
4, 12, der Langen 3, 4, 498/9, einer Ko- 
ordinate 24, 344, 668, insb. gleiohe Ein- 
heit fur alle Koordinaten 171, 517, 668, 
691, der Winkel 5— 7, 9, 10, 545, ebener 
Flachen 4, 200/1, 711, des Volumens 4, 
der Zcit 4, der Geschwindigkeit, Be- 
schleunigung, Kraft und Masse 498 - 


Einheitspunkte 24, 668. 

Einholen und Begegnen 34/6, 

Einschalten s. Interpolaiimu 

Eisen erwarmt 29, in Quecksilber 
schwimmend 120/2. 

Eisenbahnfahrt 17/8, 38. 

Elastische Linien 92/3. 

Elastische Verbindung 506. 

Elastizitatsmodul 260. 

Elektrische Batterie 144/6. 

Elektrische Killte und Strome 
144/6, 332/3, 342, 432/6. 
Elementarfehler 599. 

Ellipse 183/90, 487, 658, mittels Hilfs- 
wanderlicher dargestellt 511, zu zeich- 
W 488/9, affin ziim Kreis 185, als 
I^ekcnnitt 663, als Zylinderschnitt 
186, 389, als Kurve zweiter Ordnung 


662/3, konfokal 716, ihre Fiache 592, 
mit Masse bele^t 697, aufgelagert auf 
einer andem Ellipse 438/9. 

Ellipsograph 187. 

Elliptischer KObel 591/2. 

Empfihdung und Keiz 292/3. 

Endlose Zahlenfolge 60/1. 

Endschenkel 375. 

Energie 600, 519. 

Energiegleichung 333, 342, 432. 

Entferniing s. Alstdnde, 

Entwickelte Funktion 160. 

Erganzung zum Quadrat 107, 121, 
181, 608. 

Er s a t z f un k ti 0 n e n s. Fouriersche Reiha^ 
Inierpo lotions forme 2, N&herungs f unk^ 

iionen und Taylors che Forrml und Reihe* 

Evolute 493/4, der gewdhnlichen Zy- 
kloide 615. 

Evolvent e 493/4, der €of-Kurve S6B. 

Exponent einer polytropischen Kurve 
373/4. 

Exponentialfunktionen 313, 324/43t 
503, der Amplitude 349/56, s. logarithm 
mis che Spirate, zu differentiieren 326(6^ 
s. a. e* und e—**. 

Exponentialkurven 333/43, 351/6, -ISG,. 
ihre Fliiche 340. 

Exponentialregel 326. 

Extrapolation 636. 

Exzentrizitat 190, 665/7. 

F 

Fadenabwi ckel ung 363, 493. 

Fadener zeugung der Ellipse 183/4. 

Faktor und Falc torregel beim DiSe- 
rentiieren 73, 76, 84/6, geometrisch ge- 
deutet 88/9, bcim Integneren 675/0, 
684. 

Fakultilt 324. 

FaH^^esetz 269, 587, verallgemeiiiert 

Fallinien Oder Kurven sfcErksten Oe*- 
falles 685, 693/4, 702, 715/6. 

Fe hi e r absolut und relativ 7, von Bestiiu- 
mungen 699—603, 704, wahTBchein- 
licher 602, beiiu Abbrechen unendlicher 
Rcihen s. Rest und Restglied^ beliu 
Einschalten in Tafeln 625/9, der In* 
tcrpolationsformel 632/6, 637, der 

Taylorschen Formel 539/42, 544, 547, 
bei der Fouxierschen Reihe (J27, beim 
Ersatz einer Kurve dutch eino Parabel 
667, bei Berechnung des Grad- und 
Bogenma6es7— 10, bei Berechnung des 
Radiusyektors und der Amplitude 646/7, 
eiiier Nahexungsformel fttr die Quadrat- 
wurzel 461/2, des GliedermaBs tabes 
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567, der Ansmessung zylindrischer Ge- 1 Fi 
lafle 647/8, beim Vorwiirtsabschneiden 
649 der Tangentenbussole 066 , bei aer 
angenaherten Bcstimmung von Kreis- 

Fehferknr^vt^'und Fehlerfunktion 

116/23, 141/2, 474A6 
Fehlerquadrate 627, 704/O. 

Fehlerregel 118, s. Begula /olsi. 

Fchlerschranke s.8clirmkedesiehkrs. 

FiacheVn^^i m 

Einheit 4, 200/1, 223, 226, 228, 711, 
dnrch eine Strecke vewnschaulicht 4/o, 
ihr Vorzeichen 229/30, zur geometn- 
schen Deutung des Integrals 223/dU, 
als Integral berechnct 231/8, angenahert 
" berecknet 241/2, mittels des Plam- 
meters gemessen 239/41, physikalisch 
ermittelt 242, zwischen einer Kntve TOd 
zwei Badienyektoren 235, m, 585, 
zwischen zwei Kurven 2 .j 4, r37/-, z 
angenaherten Ermittelung _ von In x 
269/70, dsgln. der Koeffizienten der 
Fbdrierschen Eeihe 636/7, zm Ver- 
anschaulichung der Arbeit 294, eines 
Diagramms 499, zur Veranschaulichung 
statischer Momente 252, bei der Be- 
stimmung von Mittelwerteri _ 

Masse belegt 246, 691/7 , 699, - 
Rechtecks 76, 222, eines yeranderlichcn 
Parallelogrimms bei der Hyperbel l»6 
201, des Halbkreises 242, (kr Edipse 
592, der gleichseitigen Hypeibcl 269/70, 
294, 367, der Parcel 231/4, 241, emer 
Exponentialknrve 340, der 
363, der Wahrscheinlichkeitskurve 571, 

602, einer polytropischen Kuw iii, 

der logarithmischen Spirals 686, oer 
Sinuslinie 403, der BildWve von sin x 

Flaclien im Raum 681/6, 697/9, 

716/6, komplaniert 699, 
lolwhes Paraboloid, Kegel, Nweau- 
Aachen, Rotationsfldehen and Zglmd^. 
Flkchendifferential in der Ebene 
227, 240, 616, 686, einer krummen 

FlSnSeit 4, 200/1, 223, 226, 228. 
711 

FlScheninhalt in der Ebene 
in der Ebene, von krummen Flachen 
698/9. 

FI achenmesser 239/41. 

Fokus 716. 

Fourieisclie BeiFen 
FUllen und Leeren 38, 52/3. 
Funktionentheoxie 718, 


Funktionen von einer 
lichen 23, abgebildet s. 
entwickelt 160, unentwickelt 656/7, 
mehrwertig 162, gerade “der ungeiade 
384, 468, invers 161, algebraisch Oder 

transzendent 160/1, penodisch s. perv 
odische FmUimen,- stetig a. SieltglKU, 
difierentiiert s. 

wachsend oder abnehmend 104, 467/60, 
462 464 am groBten oder kleinsten s. 
Mmima und Itmma. zu ^ge^enem 

Difierentialquotienten ^ ^ 

dem Difierentialquotienten Null 21A 
mit demselben- Differentialquotientei 
212/3, die ihren Difierentialquotienten 

gleich Sind, 311/9, Fopo^ion^ zudnen 
Differentialquotienten 311/24, dei^n 

Difierentialquotienten 

Funktionen vonihnen selbst smd, 340^. 

deren Differentialquotaenten Imeare 

ganze Funktionen von ihnen selbst imd 
wn goniometiischen Funktionen sind, 
433/4^ deren Difierentialquotmten 
Prodiikte von EiqfionentialfunktaoMn 
und goniometrischen 
433/4 proportional zu ih^^ 
Differentialquotienten 6^/6, deren 
zweite Differentialquotienten lineM® 
ganze Funktionen von *nen selbst vmd 
fliren ersten Differentialquotienten sind, 

mKa. a. die Stichworter fiir beson- 

dere Funktionen. 

Funktionen von Funktionen 124/9, 

• F^k^donen von zwei Verknder- 


.SrdZi miC to Bum, 681 / 6 , 

697/9 702/3, als Ortsfunktionen m der 
Ebene 691/7, differentUert 641/65, 
stetie 642, zu gegebenem vollstandigen 
Differential 706/9, in neuen Koordina- 
710/1, 713,^ ihre Maxima und Mi- 

F^iktifnenTon mehreren Veran- 
derlichen 648, 714/6, als Ortsf^t>o- 
nlnim Baum 714 / 6 , difierentiiert 648/9. 
ibre Maxima und Minima 703. 

e 

g 216. 

n Stellen vorgeschriebenen Werten 
630/1 (« — l)ten Grades nut an emer 
SteK wgesihiiebenen Jerto wn 
638/9, dividiert nut 
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linearer ganzer Funktion 100/4, 121, 
131/2, 134/6, 610, zerlegt in ein Pro- 
dukt von linearen ganzen Funktionen 
610, s. a. lineare game FunJcliony qua- 
drcUische FunUionm, Interpolations- 
formelvindTaylorsehe Formel undReihe. 

Gase and Dkmpfe 147/8, 293/4,367/74, 
647, 686, adiabatiscli 368/70, isother- 
misch 370, 596, 686, polytropisch 370/4, 

Gebrochene Funktionen 130/49, dif- 
ferentiiert 138, integxiert 603/19, fiir 
lim a; = oo 137, 562, gekiirzt 131/5, 
ihre IJnstetigkeitsstellen 136, in Par- 
tialbriiche zerlegt 612/9. 

Gebrochene Linien 18, 38, 324, statt 
Kurven 223/6, 236/7, 241, 586. 

Gedanipfte Schwingungen und Si- 
nus wellen. 506/10. 

Gemeinsamer Teller ganzer Funk- 
tionen 133/6. 

Geometriscne and arithmetische 
Piogressionen 290/3, 336/7, 351. 

Geometrisches Mittel 246, 337/8, 372, 
462. 

Gerade als Bild einer linearen ganzen 
Funktion 30/40, 172, 202, durch lineare 
Gleicbung gegehen 172/8, 203/4, 211, 
658/61, durch zwei Punkte 32/3, 173/4, 
rait gegehenen Achsenabschnitten 176/6, 
203, in der Normalform 659/60, 705, 
als Karve von der Kriimniung Null 479, 
bei Bewegungsaufgaben 34/6, als Kur- 
venersatz 117/8, 129, 525, 636, 543, auf 
einer Kurve rollend 493, parallel zu 
einer anderen 176/7, 203, senkrecht zu 
einer andern 177/8, ihr Schnitt mit 
einer andem 178, im Raum 671/3, 
687/8, s. a. Nomiale, Tangente nnd 
Summengerade. 

Gerade Funktionen 384, 468. 

Geradenpaar als Kurve zweiter Ord- 
nung Oder Kegelschnitt 662/4. 

Gerade r Kreiszylinder 689/90, ge- 
scbnitten mit einer Ebene 186, abge- 
wickolt 389, 690, als Gefafi 107/8, 149, 
647/8. ' 

Geradlinige Bewegung494— 510, s. a. 
einfache Schwingungen^ Fallgesetz nnd 
Schwingungen. 

Geschwindigkeit 70, 256/9, 494, 517, 
689, ihre Einheit uhd Dimension 498, 
als Funktion der Zeit gegeben 267, 496, 
als Funktion des Weges gegeben 496/7, 
nach der Zeit differentiiert 494, s. Be- 
schlewnigung^ auf die Achsen projiziert 
517, der Andenmg einer Oitsfuuktion 
691/3,714, diircbschnittliehe Oder mitt- 


lere 70, 257/8, 686/7, der cbemischen 
Reaktion 618, der einfachen Schwin- 
gung 426, des organischen Wachsens 
310, des Wassers in der Leitung 463/4, 
Winkelgeschwindigkeit 427, 620. 

Gesctz des organischen Wacli- 
sens 311/24, 333. 

GesetzmaBige Beziehung 14, 18— 22, 
s. abhangige Verdnderliche und Funlc- 
tionen. 

Gesichtswinkel 462, 467. 

Gewicht 498. 

GewiBheit 600, 602. 

GewohnlichftrDiff:erentialq[uotient 

717. 

GewShnlicher Logarithmus 296-307, 
proportional zum natiirlicben 298, 306, 
Tafel III, unabhkngig vom natiirlicben 
definiert 297/8, zu berechnen 299, aus 
der Tafel zu entnehmen 300/3, seine 
Bildkurve 299, 300, am Rechenschieber 
303/6, angenabert 647, differentiiert 299, 
beim Zahlenrechnen bequemer als der 
naturliche 296, 307, von Produkten, 
Briicben, Potenzen und Wurzoln 297, 
goniometrischer Funktionen 401/2. 

Gewohnliche Zykloidfe 513/6, 596. 

GewSlbelinie 366. 

Gipfel und Taler s. Maxima und Mi- 
nima, von Sinuswcllen 423, von gc- 
dampften Sinuswellen 508/10. 

Gleichformige Bewegung 268, insbes. 
Drehung 424, 427/8, 519/20, 689. 

Gleichseitige Hyperbel 197/9, 294, 
367/8, 405, 686, 694, ibre Plache 269/70, 
294, 357, als Bild einer linear ge.broclie- 
nen Funktion 198/9, als Profil eines 
Rotationskorpers 689/90. 

Gleicbung der Geraden 17-^8, 203, 210/1, 
658/61, insbes. Tangente 564, des Krei- 
ses 179, 182/3, der Ellipse 185, 611 , 
658, 662/3, 666, der Hyperbel 191, 193, 
197/8, 201, 367, 489, 668, 662/3, 666, 
einer Kurve zweiter Ordnung iiberhaupt 
661/3, der Ebene 676/80, insbes. Tan- 
gentialebene ,684, mit einer Unbekann- 
ten 23, 108/23, s. a. Megula falsi, vom 
zweiten Grad oder quadratisch 107, 
110/5,121, 237,608/9, vom drittenGrad 
Oder kubisch 148, 474/6, von boherem 
Grad 103/4, 109, 133, 141/2, 474, 610/1, 
615, tg«== a 402, 464, zwischen zwei 
Veranderlichen 19 —23, 655/8. 

Glie derm aBs tab 667. 

Goniometrische Funktionen 377 — 
417, ihre Vorzeichen 380/1, zu berecb- 
nen 543, aus der Tafel zu entnehmen 
399—402, an einem Gerat abzulesen 


Siickmrier. 


733 


382/3, ihre Bildkurven 388, 390, 398/9, 
ihre Unstetigkeitsstellen 394/5, perio- 
disch384, 421,gerade oderimgerade 385, 
im ersten Quadranten 399, dutch ein- 
ander auszudriicken 378, differentiiert 
392/5, den hyperbolischen Funktionen 
entsprechcnd 368, 405, 506, des Kom- 
plementwinkels 386, des doppelten 
Winkels 412, des halben Winkels 413, 
von Summen und Differenzen 411, ad- 
diext und subtrahiert 412, des Tangen- 
tenwinkels 448/9, der Winkel von Gera- 
den in der Ebene 409/11, von Winkeln 
im Raum 669, ira Integranden 414/7, 

• 574 , 577/9, 581, 683, 591, 697/8, 620, 
s. a. die Stichworter fiir die einzelnen 
goniometrischen Funktionen sowie ein- 
fciche Schwingung, Fouriersche Reihe, 
Richiungskosmusy Schwi/ngungen und Si- 
nuswellm. 

Goniometrisehe Reeel 396. 

Goniometrische Tafeln s. trigonome- 
irische Tafeln. 

Giadmad 6—11, 397. 

Gxaphische Darstellung von Grdfien 
dutch Strecken 4, 6, insoes. von Win- 
keln 387, des Begegne^p und Einholens 
34/6, des Fiillens und Leerens 38, bei 
der Regula falsi 122, von Mischungen 
208/9, zur Ermittelung eines Winkels 
von gegebenem Bogenmafi 545, ge- 
dampfter Sehwingungen '607/10, zur 
Ermittelung der Koeffizienten einer 
E ourierschen Reihe 636/6, der Geschwin- 
digkeit der Anderung emer Ortsfunkiton 
692, s. a. Bildkurve \md Zeichnung, 

Gravitationsgesetz 142, 216, 269, 
498/9, 694, 596, 7i5. 

Grenzen des Integrals 236, 249, 572/3, 
hei Substitution 582, des Doppelinte- 
grals 695/7. 

Gienzmaxima und -minima 106, 168, 
461, 466. 

Grenzwerte 62, von Summen, Differen- 
zen, Produkten und Briichen 62/5, gan- 
zer Funktionen fiir lima; = co 98/9, 
gebrochener Funktionen fiir lim 05 = co 
137, 662, von : n\ fiir lim n = co 314, 
von (1 -f 1 : fijn fiir limn = oo 322, 
von a: : sin a; fiir lim x = 0 391, unbe- 
stimmter Formen 557/66, des Vexhalt- 
uisses von Kreisbogen und Sehne 390/1, 
fiir die Reste Tayiorscher Reihen 543, 

_ 546, 555, s, a. Differmtialquotient. 

GroBe 3—12, als Strecke darzustellen4,5, 
negativ ll/2, verknderlich s. Verdnder- 
lichey unendlich klein 62, s. Diffe- 
rmiialy des Menschen 16/6. 


Grdfite Werte s. Maxima und Minima, 

Grundrifiaufgaben 63/6, 143/4. 

Giildinsche Kegel 688. 

H 

Hangebriicke 217, 491/2. 

Harmpnischer Analysator 637/8. 

Harmonische Sehwingungen 637/8. 

Hauptachse der Ellipse 185, der Ily- 
perbel 192. 

Hauptscheitel 185. 

HausgrundriB 63/6, 143/4. 

Helligkeit 162/4, 246/6, 328/9. 

Hessesche Normalform in der Ebene 
659/63, 705, im Raum 676/80, 

llilfsveranderliche beim Differeiitiie- 
ren 126/9, beim Integrieren 580/2, bei 
der Darstellung von Kurven 487, 611/(>, 
687, bei Funktionen von zwei VerUn- 
derlichen 641, 644, 699, 700, bei Funk- 
tionen von n Veranderlichen 703. 

Hochste Stcllen s. Maxima und Mi- 
nima. 

Hohenlinien 685/6, 694. 

Hohenmessung 329/30, 336. 

Hdherc Differentialquotienton 
460/5, ausgedriickt dutch die nach einer 
Hilfsveriinderlichen 512/3, imentwickel- 
ter Funktionen 657, grapluscli darge- 
steWt s. Differentialkurveny s. a. zwetier 
Differeniialguotieni, partiell 651/5, 700/2. 

Hohero Hyperbeln 370. 

Holicre Parabeln 536. 

Hydraulischer Radius 463. 

Hyper bei 145, 147, 184, 190/9,, 566, 658, 
im schiefwinkligen System auf die 
As 3 nnptoten bezogen 200/1, bestimmt 
dutch ihre Asymptoten und einen Punkt 
196, zu zeichnen 489, als Kegelschnitt 
663, als Kurve zweiter Ordnung 662/3, 
konfokal 716, hohero 370, s. a. gleich- 
seitige Hyperhel, 

Hyperbolische Funktionen 358/60, 
Tafel IV, den goniometrischen Funk- 
tionen entsprechend 368, 405, 505, dif- 
ferentiiert fcO, ihre Bildkurven 360. 

Hyperbolischer Logarithmus 269, 
s. miurlicher 'Logaritimua. 

Hyperbolisches Paraboloid. 686. 


I 

Imaginiire oder komplexe Ldsiiii- 
gen 608/9, 611, 614, 616/8. 

Implizit 666. 

Index 61, bei hdheren Differentialquo- 
tienten 460, bei partiellen 652. 
Infinitesimalrechnung 2. 
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Jnflexionspunkte und -tangenten 
459, s. Wmdepunkte md •’tangenten, 

Innerer Widerstand 144/6. 

Insel uad Kiiste 56/6. 

Integral 219/30, 257, 672/5, unbe- 

stimmt 573, als Sumifte anfzufassen 
221, 228, 328, als Flache 223/30, 
diiereatiiert 573, 684, einer Sunrnie 
Oder Differenz 237, 575, 684, eines 
Produktes 576/9, 584, mit konstan- 
tem Faktor 575/6, 684, von 262, 
674, insbes. von 1 : x 263/70, s. 
^aiurlicher Logariihmus, einer ganzen 
I’uuklaoii 676, einer gebrochenen Funk- 
tion 603/19, rationalisiert 619/21, mit 
tels Reiheneiitwicklung berechnet 
569/70,^ fiir den Eeihenrest 552, 668, 
von IDiiichlet 631, von besonderen 
Punktionen s. Tafel VII, s. ferner die 
folgenden Stiehworter sowie besiimmtes 
Integral^ Bogenldnge, Doppelintegral, 
Flache in der Elene^ Komplanationy 
Rulatur, Masse, Miitelkralt, Mitiel- 
werl, statisehes Moment, TrdgheUs- 
moment,. Volumen. 

Integralgrenzen s. Orenzen. 

Integralrechnung 2, 219, 

Integralzeichen 221. 

In tegran d 236, von. der Form u'v 577/80, 
584, von der Form w' : u 583/5, mit 
Potenzen oder Wurzeln 619/20, mit der 
Quadratwiirzel einer . quadratischen 
Fnnktion 621/5, rationalisiert 619/21, 
mit Exponentialfunktionen oder gonio- 
metrischen Funktionen 620, s. a. Ir^ 
iegral und das 'folgende Stiehwort. 

Integration als Umkehnmg der Diffe- 
rentiation 573, 584, logarithmiseh 583/6, 
dnrcb Substitution 680/2, 584, zum Teil 
679/80,- 584, partiell 696/7, s. a. die 
vorbergehenden Stiehworter, 

Tntegrationsregeln 584/6. 

Interpolation zwischen zwei SteEen 
624^7, in Tafelii 627/8, insbes, in Lo- 
ganthmentafeltt 302, 628, in trigono- 
metrlschenTaieln 400,402, 628/9, zwi- 
schen mehr als zwei Stellen 629/37. 

Interpolatiottsformel 629/37. 

Intervall 106, 213, bei Substitution im 
Integral 682. 

Inverse Funktion 151/2, 161, differen- 
tiiert 153/5. 

Inversion 151, der Potenz 155/8, des 
naturlichen Logarithmus 312, der go- 
niomefaiselien Funktionen 441. 

Isockron 292, 507, 667. 

Isothermisch 370, 381, 696, 686. 


K 

Kanal 67, 169/70. 

Kapital aiif Zinseszins 320/4. 

Kastenformen 96/7, 106/8. 

Kegel 164/6, 170, 663/4, 683 Anm. 

Kegelschnitte 663. 

Kennzifier 300. 

Kettenbriicken 217, 491/2. 

Kettenlinie 218 Anm., 364/5, 493, mit 
der Parabel verglichen 366, 491. 

Kettenregel 127, 478, verallgemeinert 
650. 

Kinetisehe Energie 500, 619. 

Kleinste Werte s. Mcmma und Minima, 

Klinoide 366. 

Knotenpunkt 423, 610. 

Koeffizienten 98, der Fourierschen 
Beihe 630/9, der Selbstinduktion 332. 

Kofunktionen 377, des Komplement- 
winkels 385/6. 

Kohlensaure 147/8. 

Kolbenstange 427. 

Kolbenweg 373. 

Komplanation 699. 

Komplementwinkel 386/6, 

Komplex 608. 

Komponenten der Geschwlndigkeit 517, 
692, 714, der Beschletinigung 518, der 
Kraft s, Krdfteparalmogramm und 
-zerlegung. 

Konfokal 716. 

Konjugiert komplex 611. 

Konkav 469, 479. 

Konstante 13, 76, 84, 212, additiv beim 
Integral 214, 673, 684, als Faktor beim 
Differentiieren 73, 84/6, 88/9, als Faktor 
beim Integrieren 575/6, 584. 

Kontingenzwinkel 478,’ 480. 

Konvergieren 654. 

Konvex 459, 479. 

Koordinaten in der Ebene rechtwinMig 
26/6, wann den schiefwinkligen vorzu- 
ziehen 203, verftndert 341, 515, 665, 
662, 671, 709/11, schiefwinMig 199— 
204, 209/10, 711, dipolar 204, im Baum 
rechtwinklig 667/8 iiberzlhlig 714/6, 
s. a. Dreieckskoordinaten, Polfirkoordi- 
naten und Koordinaien-Tramfortnalton, 

Koordinatenachsen s. Achsen, 

Koordinatenebenen 667. 

Koordinaten-Transforma tion 709/14. 

Korperlange 16/6. 

Kosekans 377, differentiiert 399. 

Kosinus 377, differentiiert 394/6, 397, 
integriert 674, periodisch 384,, gerade 
386, zu berechnen 643, unabbkngig vom 
Drebsinn 406, 669, bei senkrechter Pxo^ 
jektion 407, 699, diirch Nilheriings- 
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fuuktion ersetzt 643/6, s. a. goniomirir 
sche FunUimen imd RicMumshosmus. 
Kosinuslinie 390, 439/40, 469. 
Kosinussatz 410, 413. 

Kostenminimum 467. , 

Kotangens 377^ 

397, periodisch 384, ungerade 385, seme 
Unstetigkeitsstellen 394, zu bereeknen 
543 s. a. qoniometmche Funklumm. 
irotangensfinie 398/9, 439/40 «0 

Kiaft als Bewegungsursache 61^ ime 
Einheit imd Dimension 498/9, s. a. An- 
ziehung^ Ausdehnung, 

GravUationsgesetz, Uhendige Kran, m t- 
ielkraft, Spmnung, Zmtnfugal- una 
ZentfvpBtcdJcraft. 

Kraftefunktion 716. 

Kxafteparallelogramni und 

legung 216/7, 331, 404/5, 427/8, 617/20, 
696/7, 706. 

Kraftleld 693. 

Kraftlinien 694. 

Kreis 178/83, in 

■ als Sonderfall der Mlipse 190, 663, als 
Kvuve konstanter Kiummnng 479/80, 
als Knrve zweiter Ordnung 663, als 
Kurvenematz 364/5, s- 

mungslereia, als geometnscher Ort 182/ii, 
aur Darstellvmg der Geschwmdigkeiten 
bei einer OrtsTunktion 692/3, a^ der 
Geraden rollend 613^6, als ftofll ernes 
Rotetionskbrpers 689, angenahertrekti- 
flziert 669/61, geteiH ll- 

•Kreisausschnitt 164/^ ^^-pins 

Kreisbogen iiir den Halbmesser Ems 
10/1, Tafel I, angenahert rektinziert 
569/W, vom Mittelpunkt angezogen 
404/5. 

Kreisflache 242, 560 Anm. 
Kreisf6rmige Bewegung 424, nqo, 
689. 

Kreisk^ge*164/6, 170, 663/4, 683 Anm. 

KreisZ*:^fndet s. gerader Kreii^linder. 
Krumme Linie s. Kwrw. 
Krummlinige Bewegung s. Beioe§tM«?. 
Kriimmung 139, 477/94, 613, 

zum Krvtmmungsradius 483, mittlere 
477, differentiiert 484, am grdBten Oder 
kleinsten s. Schetiel, in Wendeprakten 
479, 483, konstant 479, s. a. die folgen- 
den Stichworter. - ^ j • 

JKriimmungskreis 356, 4W83, dm- 
punktig Oder in zweiter Ordnung ne- 
iiihrenl 481, die Kuive duretaetzend 

483, vierpunktig Oder in dritter Ordnung 

berilhrend 486, s. SeheOel, zum Zeichnen 


der Kurve 355, 486/92, s. a.. Kriimmung 
und die folgenden Stichworter. 

Kriimmungsmittelpunkt ^1/3, o , 

618, sein geometnsoher Ort 492, s. 

Ki^mmungsradius 481, 483, 513, 618. 
Kubatur 691. s. Volumen. 

Kfibel 591/2. 

Kubikwurzel 119. 

Kiibische Gleichung 474/b. 

Kugel 689, zur DarsteUimg der 
‘‘sclwindigkeit bei 

von Eisen in Quecksilber 120/2. 

Kuhlste Stelle 141/2. 

Kunstliche Formel 148. 

Kunststange 332. 

Kurbelkurve 437/W. _ 

Kurbelradius und ^ 

Knrve in der Ebene 15, : 

BiUkuroen, ^aphmhe 
Zdchnung, als Bahnkurve mittek emer 
Hilfsveritoderlichen ausgetockt 437, 
611/20, in schiefwinWigen 

204 in Polarkoordmaten 345/o, 

dur’ch nnaulgeloste Gleiclnu^gg®" 

hen ^7/8, als Stiombme 216, 2M, old, 

flfarksten GefaUes oder FaUime 69^4, 
702 716 konstanten Potentials omr 

arS; 3*^. s-a; 

duich eine Parabel 667, steigend ode 
Mend 104/6, 467/9, konvex oder kon- 

stanter Kriimmung 479/80, mt non 
stanter Subtangente 334 s ^e»_ 
mkwven, mit konstanter ^iwenten 
Iftnee 364, zweiter Ordnung 6Siin, s. a. 
!? ^QWeWiiiter fiir besondere Kurven. 
die Stichworter im o gtarksten 

Kurve m waum ... 

Kdr/este Laiifzeit 166/8, 468/9. 
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L 

Lagrangesclie Interpolationsfbr-: 
mel 529/37; 

Lagrangesche Restformel 641, 647. 

Langeneinheit 3, 4, 498/9. 

Lftngen der Kreisbogen 10/1, Tafel L 

Lauiende Koordinaten 664, 684. 

Lebendige Kraft 600, 619. 

Leibnizische Reihe 563, 633. 

Leitlinie 665/6. 

Leitungsrohr, 149, 168, 463/4. 

Lichtquellea 161/4, 246. 

Licbtverliist 329. 

Limes (lim) 62, s. Grenzwerte, 

Lineare gapze Funktion 28/41, I 
172,202/4, 347, von ganzer Funktion 
abgesondert 100/4, als Naherungsfunk- 
tion 526, 629, 533, 636/7, 643, 666, von 
zwei Vcranderlichen 680. 

Lineare Gleichung in zwei Verander- 
lichen 172/8, 203, 210/1, in drei Ver- 
anderlichen 675/80. 

Linear gebrochene Funktion 198/9. 

Linie s. Kune, 

Link^gewnnden 690. 

1 n 268, s, naiurlicher Logarxihmus. 

Logarithmen 267/8, s, gewohnlicher void, 
naiurlicher LogarithmUs, mit beliebiger 
Basis 297 Anin. 

Xogarithmentafeln 298/9, 300/2, Tafel 
n, fiir goniometrische Funktionen 
401/2, ihre Zuverlassigkeit 628/9. 

Logarithmieren 286. 

Logarithmiscbe Differentiation 
309. 

Logarithmiscbe Eigenschaft 268, 
270, 279, 296/6, 306. 

Logarithmiscbe Integration 683/5. 

Logarithmiscbe Kurve 286, 333, 48.9, 
ihre Bogenlknge 692/3. 

Logarithmischer Rechenscbieber 
303/6. 

Logarithmisches Dekrement 292, 
610. 

Logarithmiscbe Spirale 360/6, 607, 
ibre Flache 586, ihre Bogenlange 594. 

Logarithmisches Rechnen 294/7, 
403/2. 

Logarithmusregel 307. 

log nat Oder log hyp 268/9, s. nailir- 
Ucher Logarithmus, 

log (vulg) 297, s. gewdhnlieher Logarith- 
mus, 

Losungen von Gleicbungen mit einer Un- 
bekanhten 23, 108/23, insb, von qua- 
dratiscben Gleicbungen 107, 110/6, 121, 
237, von kubiscben Gleicbungen 148, 
474/6, von Gleicbungen hSheren Grades 


103/4, 109, 133, 141/2, 474, 610/1, 616» 
aJs Wurzelnbezeichnet 109, von tg a? == it? 
402, 464. 

Lot vom Anfangspunkt auf eine Gerade 
668/9, von belieoigem Punkt auf eine 
Gerade 660, vom Anfangspunkt auf eine 
Ebene 673, von beliebigem Punkt auf 
eine Ebene 675. 

Luft erwarmt 146/7. 


M 

M 298, s. Modul M. 

Maclauriiische Formel 541 Anm, 

Mantisse 300. 

Masse in der Ebene 246, 262, 691/7, 
699, im Baum 714/6. 

Masseneinheit 498/9. 

Mafisysteme 498/9. 

Mathematiscbes Pendel 303. 

Maxima und Minima 306/8, 467, 
460/76, ihre Unterscheidung 461/6, 
666/7, ihre praktische Bedeutung 466/7, 
von zugleich wachsenden oder abneh- 
menden Funktionen 462, an den Inter- 
vallgrenzen s^ Grenzmaxvma und ’•mini- 
ma, von geraden Funktionen 468, der 
Kriimmung 484, s. Schettel, insb. Mini- 
mum des mittleren Feblerquadratea 
627, der Summe der Fehlerquadrate 
704/5, der Ablenkung des Licntes im 
Prisma 471/2, von Funktionen von zwei 
Veranderlichen 699—702, insbu Mini- 
mum der Summe der Quadrate der Ab- 
stande von mehreren Punkten 702, 
Beispiele 63/8, 96/7, 106/8, 140/9, 
161/70, 327, 404, 461/4, 466/72, 702, 706. 

Mehrf.ache Losungen einer kubiscben 
Gleichung 475, eine Gleichung w-ten 
Grades 610/1, 616/8. 

Mehrpunktige Beriihrung 473, 481, 
486.' 

Mehrwertige Funktionen 162. 

Messen 3— 12j mit dem GliedermaBstab 
667. 

Methode der kleinsten Quadrate 
704. 

Minima s. Maaiiim und Minima, 

Mischungen 208/9. 

Mittelkraft 269/61, 404/6, 696/7. 

Mittelpunkt der Ellipse 190, der Hy- 
perbcl 192. 

Mittelwert 242/6, zwischen eiuigen Wer- 
ten 622/3, der Dichte 697, der Fehler- 
guadrate 627/30, der Geschwindigkeit 
70, 267/8, 686/7, der Helligkeit 245/6, 
s. a. arithmeiisches und geometrisehes 
MUiel, 
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Mittelwertsatz 621/2, verallgemeinert 

Mittlere oder durchschnittliche 
GescMndigkeit 70, 267, 686, Kium- 
mung 477. 

Mittlere Ordinate 244/6. 

Mobil 70. 

Modul der ElastizitSlt 260. 

Modul M 298, 306/7, Vielfaohe von M 
und 1 : M 299, Tafel HI. 

Momentangeschvrindigkeit 70, s. Ge^ 
sckmndigkeU. 

Momente s. staiisches Moment mid Ttdg’- 
heUsmommt. 

Mond und Erde 696. 


N 

ti-Fakultat (nl) 324. 

Naherungsformeln .einfacher Art 
666, Tafel VI, fttr e* 646, fiir Machen 
241/2, fiir Logarithmen 646/7, fiir sin x 
und cos X 646, fiir tg x 666, fiir Wurzeln 
461/2, 651. 

N&herungsfunktionen und -kurven 
631/3, 635/7, fiir die Sinuslinie 

633/6, 543/5, insb. Geraden, Kreiae und 
Parabeln, s* Kmve in der Ebme^ s. a. 
f'ouriersche Reihe^ Interpolatiomfonmlt 
Tayhrsche Formal und Reihe. 

Nfiherungswerte fiir LQsungen s. Re- 
gula f aUi. 

Natiirlicher Logarithmus 268—309, 
Tafel II, differentiiert 268, 271, 275, 
integriert 677, zu berechnen 277/85, 
als Hyperbelfiache 269/70, angenahert 
270, 646/7, in gewShnlichen umzurech- 
nen 299, Tafel III, statt des gew6lm- 
lichen za benutzen 307, in Anwendun- 
gen 290/4, von 1+ a; 271, 276/8, 646, 
von 1 — a? 280, von (1 +• a?) : (1 — a;) 
280/2, eines Produktes 268/9, 279, 285, 
eines Brucbes 279, 286, dea reziproken 
Wertes 286, einer Potenz oder Wurzel 
286, einer Potenz von e 287, 295, gleicb 
Eins fiir a? = e 287. 

Natttrliche Werte der trigonometri- 
achen Funktionen 399. 

Nebenachse der Ellipse 186, der Hy- 
perbel 192. 

Nebenscheitel 185. 

Negative Zunahme 29. 

Negative Grofien 11/2, insb. Acbsen 
24, 667, Radienvektoren 344/6, Winkel 
344,375/6,387. 

Neperschcr Logarithmus 268, s. na- 
turlicher Logarithmus. 

Netz von Kurven 693/4. 

6 chelfers, Lebrbuch dU Mathematik. 


Neue Achsen 341, 516, 566, 662, 671, 
709/12. 

Neue Einbeiten 4, 10, 89. 

Neue VerEnderliche s. Hiljsver&nder^ 
liche, 

Niveauflachen 715/6. 

Niveaukurven 686, 693/4, 716. 

Normalbeschleunigung 618/9. 

Normal e 481/2, der Ellipse 190, der ge- 
wohnlichen Zykloide 614, als Tangente 
der Evolute 492, einer krummen Fiache 
683, insb. der Oberflache rotierenden 
Wassers 216, 

Normalform der Gleichung einer Gera- 
den 659/63, 705, der Gleichung einer 
Ebene 676/80. 

Null nie als Divisor 64. 

Nullpunkt 12, 14, 24. 

Numerische Werte der trigono- 
metrischen Funktionen 399. 

Numerus 280, zu berechnen 301/2, 326. 

0 

Ohmsches Gesetzl44, 146. 

Oktant 667/8. 

Optisches Prisma 470/2. 

Ordinate 26. 

Ordnung der Berdhrung 473, 481, 486, 
des Dinerentialquotienten 450. 

Orgauisches Wach sen, 311/24, 333. 

Ort der Piinkte mit konstanter Summe 
der Abstdnde von zwei Punkten 183, 
s. Ellipse, dagegen mit konstanter Dif- 
feronz 190, s. Eyperhel, mit konstantem 
Verhaltnis der Abstftnde von zwei 
Punkten 182, von einem Punkt und 
einer Geraden 664/7, mit gleichen Ab- 
stilnden von einem Punkt und einer 
Geraden 65/6, 664/5, mit konstanter 
Summe der Quadrate der Abstande von 
» Punkten 182/3, mit konstanter Dif- 
ferenz der Quadrate der Abstiinde von 
zwei Punkten 178, der Kriimmungs- 
mittclpunkte 492/3. 

Orthogonale Tra-jektorie 493. 

Ortsfunktion in der Ebene 691— 702, 
716, im Raum 714/6. 

Ortszeit 29, 30. 

Oskulieren der Tangente 473, des Krei- 
ses 481. 

P 

Parabel 95/6, 474 . 485, 543, 664/5, zu 
zeichnon 486, ihre Bogenlknge 624/5, 
ihre Flache 231/4, 241, 247/55^ als 
Kegelschnitt odor Kurve zweiter Ord- 
nung 663, zur LSsung einer quadrati- 
schen Gleichung 111/4, als Kurven- 
47 


Stichivorter. 


ersatz 536, 543, 667, als Wurfbahn 619, 
bei der HangebrUcke 218, mit der Ket- 
tenlmie verglichen 365/6, 491, als Profil 
emcr Rotationsfl&che 689, insb. bei 
rotierendem Wasser 216, hohere 536. 

Parabelformel far Flachen 242. 

Parabolischer Hohlspieficol 665. 

Paraboloid 686. 

176/7, 203, Ebenen 
678/9, Kurven 493. 

Partes proportionales 302, 402, 
Partialbruchzerlegung 612/9. 

Partialdivision 100, 133/6. 

Partielle Differentiation 642/3, an- 
gedeutet dutch Index 652, Gleichgultie- 
keit der Reihenfolge 652/5. ® 

Partieller Differentialquotient 
642/3, 648, in neuen Koordinaten 711, 
713, haherer Ordnung 651/2, 700/2. 

Partielles Differential 642/3, 648. 

Partielles Integral 695/7, 706/7. 

Pendel 292, 303, 566/7. ^ 

Periode 418, geandort 421, 638, insb. in 
271 verwandelt 626, nur eine wesent- 
lich 419, einer Maschine 436/7, bei den 
goTiiometrischen Funktionen 384. 

Penodische Funktionen und Kur- 
niit der Periode 
2 7f 384, 388, 421, 626/38, s. a. emfache 
ocnwvmunqen^ goniometrische Funktio- 
und Sintimellm, 

Pfeil 405, 669, der iTangente 448. 

Pfeiler gegliedert 122/3. 

Phase 424, 426. 

n ^9, zu berechnen 553/4, als unendliche 
^ihe 653, 633, 639, als unondliehes 
Produkt 699, als gestreckter Winkel 10. 

Plammeter 239/41. 

Polarkoordinaten 343/56, 396, 593/4, 
durch rechtwinklige Koordinaten aus- 
gedrackt 646/7, 712. 

Polarplanimeter 239/41. 

Pole 204, 344, 714. 

Politische Arithmetik 310. 

Polytropisch 370/4, 596. 

Polytropische Kurve 370/4. 

Positive Achsen 24, 667. 

Positiver Brehsinn 344, 375, 407, 424, 

^448, 471, 477, 479, 516, 518, 520, 669. 

Positive Tangentenrichtung 448, 

Potential 600, 691, 715/6. 

Potenz mit negativem Exponenten 81/3, 
mit gebrochenem Exponenten 166/8, 
1^’ Exponenten 286, 

QOR veranderlichem Exponenten 
325, 8. Exponmtialfunktionent zuruck- 
geffllirt auf die Basis c 325/6, dif- 
ferentiiert 77/9, 83, 155/8, logarithmiert 


unbestimmter Form 
563/4, des Binoms s. hinomischer Satz, 
Potenzregel 85, 156. 

Potenzreihen 556. 

P. P. 302, 402. 

Primitive Periode 419. 

Prisma 470/2. 

stetig 76, absolut genommen 
69, differentiiert 77, 308/9, 462, loca- 
rithmiert 268/9, 279, 286, 297, von un- 
bestimmter Form 662/3. 
^^^^^^k^regel 85, 449, verallgemeinert 

Profil einer Rotationsflftche 588, insb. 

bei rotierendem Wasser 215/7. 
Pro^ressionen 290/3, 336/7, 361.. 

Pr 0 3 e k ti 0 n 407, geschlossener Viel- 
ecke 408, das Radiusvektors 669, der Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung 517/8, 
ernes Flachenelements 698/9. 
Proportionalitat der Mafizahlen bei 
veranderter Einheit 4, 12, zwischen Bo- 
genmafi undGradmaB 7, der Zunahmen 
von X und v langs einer Geraden 26, 
der naturlichen und gewohnlichen Lo- 
garithmen 306, Tafel III, zwischen 
emer veranderlichen GroBe und der 
Ge^hwindigkeit ihrer Zunahme 310, 
s. Gesetz deS organischm Wachsens, 
Proportipnalitfttsfaktor 27. 
Prozentsatz 320, 323/4, der BevOlke- 
rungszunahme 367. 

PsycKophysisches Gesetz 293. 

Q 

Quadrant 26, 379. 

Quadratische Erganzung 107, 121, 
181, 608. 

Quadratische Funktionen 41 — 68, 
66/7, 93/6, differentiiert 67, 74/5, 79, 80, 
durch Parabeln dargestellt 95, s. Para- 
M, als Naherungsfiinktionen 536, 643, 
567. 

Quadratische Gleichung 307, 110/6, 
121, 237. 608/9. ^ ^ ’ 

Quadratur des Kreises 560 Anm. 
Quadratwurzel aneenahert 461/2, 653, 
Tafel VI, als unendliche Reihe 561, im 
Integranden 621/5, ihr Vorzeichen zu 
beachten 152, 154/5, in Tafeln 528. 
Quecksilber 58, 120/2. 

Quotient s. Bruch, Differeniialqmtieni 
und Differmzenquotient, 

R 

Rad 689. 

Radlinie 511/2, auf gerader Balm 513, 
s. gewdhnliche Zykloide, 
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Radiusvcktor 344' 646. 

Rationalisieren 619/21. 

Raiimkurve s. Kurve im Raum, 

Reaktion s. chemische ReaJction, 

Reaktionsgesckwindigkeit 618. 

Reaktionskoeffizient 332. 

RechenscMeber 303/6. 

Bechteck zui Darstellung eines Pro- 
duktsi 63, 76, bei Flachenmessungen 
222/30, seine statiscben Momento 247, 
seine Tragheitsmomente 264/6, Auf- 
gaben uber Rechtecke 63/6, 57/8, 96/7, 
106/7, 143/4, 461. 

Becbter Winkel 10. 

Becbts^ewunden 690. 

Rechtwinklige Geradcn in der Ebene 
177/8, im iSium 673, Ebenen 678/9, 
Koordinaten s. Koordinatm. 

Beduktionsformel 606. 

Reflexion 403, 665. 

Regeln der Differentiation und 
Integration s. Differentiations^ und 
Integrationsregeln. 

Regel von Gnldin 688. 

Regnla falsi 118/23,141,402,491,670/1. 

Reibung und Reibungskoeffizient 
331/2, 404. 

Reihen s. Fouriersche Reihe, Pofenz- 
reihen, TayUrsche Formel und Reihe^ 
unendliche Reihe. 

Reihenfolge partieller Differen- 
tiationen 662/5. 

Rein imaginar 608. 

Reiz und Reizschwelle 292/3. 

Rektifikation 659, s. BogenUnge. 

Rekursionsformel 598. 

Relative! Fehle r 7. 

Rest und Restglied 274, 277/8. 280/3, 
318, 326, 541/3, 546/7, 561/6, 668/70, 
ohne Einfiufi auf das Vorzeicken des 
vorhergehenden Gliedes 666. 

Ricbtung einer Geraden s. Steigung, im 
Raum 8 . Richiungskosmusj der Be- 
schleunigung bei krummlinigei Bewe- 
gung 617. 

Richtungskosinus 670/3, 688, der 
Tangente einer Eaumkurve 689, der 
Flacnennormale 682/3. 

Riemen auf Trommel 331/2, 363. 

Ring um die Kugel 40/1. 

Robrleitung 149, 168, 463/4. 

Rolle 589. 

Rollen s. Ahrollen, 

RotationsfHchen und -kdrper 215, 
687/90^ insb. von Wasser in rotierendem 
Zylipder 216/7, s. a. gerader Kreis- 
isylinder und Zylinder, 

Riickwarts integrieren 229. 


/ 221 . 

Schachtelforinen 96/7, 106/8. 
Schaltung von Elementen 144/6. 
Scheitel 486, der Ellipse 185, 487/9, der 
HyperJ)el 190, 489, der Parabel 95, 486, 
der Sinuswelle 486/7, der logarithmi- 
schen Kurve 489; der Kettenfinie 491, 
einer Kettenbriickenlinie besonderer 
Art 491/2, der Wahrscheinlichkeits- 
kurve 490/1, der gewohnlichen Zykloide 
516. 

Schiefwinklige Koordinaten 199— 
204, 209/10, 711, ausgedriickt diirch 
rechtwinklige 712. 

Schleppen von Lasten 404. 
Schleppkurve 364.< 

SchluU von n auf n+1 79. 
SchnittpUnkte von Geraden 35/6, von 
Kurven mit der Abszissenachse 111, 
116/23, von Geraden und Ebenen mit 
den Achsen s. Abschnitte, der Hy- 
perbel mit einer Geraden 194/6, unend- 
lich benachbarter Normalen 481/2. 
Sebranke des Fehlers beim Ein- 
schalten zwischen zwei Stellen 524/9, 
bei der Interpolationsformel 633/5, 637, 
bei der Taylorscher Formel 539/42, 644, 
547, bei Berechnung einer Quadrat- 
wurzel 462. 

Schraubenlinie, -bbhe, -radius 690. 
Schubkurbel 427, 437. 

I Schwerkraft s. Gravitaiionsgeseiz, 

I Sohwerpunkt 262/3, nacbgewiesen 661, 
i mehrerer Punkte 183, 702, der Halb- 
kreisflache 587, 589, der Parabelflache 
253, des Profils eines Rotationskorpers 
588. 

Schwingungen isochron 292, 607, 667, 
gedampft 506/10, zurucfceefiBirt auf 
Summen von einfachen Schwingungen 
637/8, s. a. dnfache Schwingungen. 
Schwingungsdauer und -weite 292, 
303, 425. 

sec 377. s. Sekam. 

Seil kurve einer Briicke 218 Anm., 491/2. 
Sekans 377, differentiiert 399. 
Selbstinduktion 332. 

Senkiecht s. recUwinJdig. 

Senkrechte Trajektoxie 493. 
Simpsons che Regel 242. 
sinSn.s. Sinus und goniomettische Funk- 
tionen. 

©in 358, s. hypetboUsche Funkiwnen. 
©in -Kurve 360, 

Singular 683 Anm., 694, 702. 

I Sinn des Durchlaufens der Geraden 32, 
47* 


740 


Stiehwdrier, 


687, der Tangente 448, 688, wach- 
sender Abszissen 32, 98, 104, der 
Drehung s. Drehsinn, 

Sinus 377, 381, differentiierfc 392/3, 396/7, 
int€griert 574, periodisch 384, 388, un- 
gerade 386, zu berechnen 643, durch 
Naherun^funktion ersetzt 633/5, 643/6, 
eines klemen Winkels 401, s. a. gonio- 
metrische Funktionm und ,SinusUnie. 

Sinusf unktionen 421/32, 626, s. a. ein- 
fache Schwi/ngm^en imd Sintiswellm. 

Sinus hyperbolicus 358, s. hyperholi- 
sche FunMvmen. 

Sinuslinie 387/9* 414, 439/40, 469, an- 
genahert 636, 544/6, ihre Flache 403, 
als Profil eines Rotationskorpers 590, 
die Taigente vom Anfangspunkt an ihr 
erstes Tal 402. 

Sinussatz 410, 413, 

Sinus well en 423/4, 435, zu zeichnen 
486, aufeinandergelagert 430/32, ge- 
dampft 608, 510. 

Skalar 631. 

Skalen 14,. 18, des Rechenschiebers 
303/6, des Thermometers 12, 27, ffir 
Winkel 387. 

Snelliussches Gnsetz 469. 

snhp 368, s. hyperholische Funhtionen. 

Spannung oder Orucfc 147/8, 217 293/4, 
331/2, 364, 367/74, 404, 596, 647, 686. 

Spezifische Spannung 293, 367. 

Spiegelgerade42, s. Symmeiri^erade, 

S pi rale 360, falschlich statt Scmauben- 
linie 690, Aichimedische 347/8, 626, 
logarithmische 350/6, 686, 694. 

Spitze der EMvente 494, der gewohn- 
lichen Zykloide.516. 

Sprungs telle 456, 632. 

Stab Oder Stange elastisch gebogen 
92/3, durch Wanne gedehnt 29, durch 
Zug gedehnt 260/1, in alien Querschnit- 
ten gleich beansprucht 332, um die 
Ecke zu tragen 169, 404, i^e Anzie- 
hung auf einen Punkt 259/60, 696/7. 

Standpunkt zum Betrachten 462, 467. 

Statisches Moment 246/63,. 660/1, als 
Flhche dargestellt' 262, einer Summe 
250, zur Bestimmung .des Schwerpunk- 
tes 262/3, 660, als Doppelintegral 698, 
des Rechtecks 247, der Balbkreisflilehe 
687, der Parabelflache 247/52. 

Steigen und Fallen .31, 104, 467/9. 

Steigung der Geraden 31, 47, 172/3, 
203/4, der Tangente 48, 69, 448, der 
Senkrechten zu einer Geraden 177, 449, 
der Kurve 448, 612, s. a. Differeniial- 
quotient^ der Differentialkurven 457/9, 
zunehmend Oder abnehmend 458, gleich 


•Null s. Maxima und Minima sowie 
Terrassenpunkt, in schiefwinkligen Ko- 
ordinaten 203/4. 

Steig winkel 690. 

Stetigkeit 46, 50, 66, 68, 642, von Sum- 
men 72, von Produkten 76, von Brfi- 
chen 81, von konstanten Vielfachen 73, 
von Funktionen von Funktionen 124, 
bei Substitutionen im Integral 582. 

Stillstand 268, 467. 

Strahl 374. 

Streben nach einem Werte 60/2, s. 
GremweriBy nach Null 62, s. Differential. 

Strecke als Bild einer GroBe 4, 6, als 
Bild der Steigung 465, als Bild eines 
Winkels 387, projiziert 407. 

Stromlinien und Stromung 216, 
264/7, 290, 312, 716. 

Stromstarke 144/6, 332/3, 335, 339, 
343, 433/6. 

Substitution in Integralen 580/2, 
684. 

Subtangente 334. 

Summe absolut genommen 69, stetig 
und differentiiert 71, 84, 449, 452, ihr 
Differential 73, integriert 237, 676, 684, 
von unendiich vielen GrdBen s. mend- 
liche ReiJ^^ von unendiich vielen un- 
endiich kleinen Grofien 219, 221, s. 
Integral, von linearen ganzen Funk- 
tionen 36/8, von ^niometrischen Funk- 
tionen 412, B.,a,.Fouriersc?ie Reihe, der 
Kosinus der Vielfachen eines Winkels 
631, der Fehlerquadrate 704/6, der 
Quadrate der Eichtungskosinus 670. 

Summengerade 37, 87, 432. 

Summenkurve 86/7, s. Aufeinander- 
lagerung, 

Summenregel der Differentialrechnung 
84, 449, geometrisch gedeutet 86/7, 
verallgemeinert 462, der Integralrech- 
nung 684. 

Summenzeichen 221. 

Superposition 87, s. Aufeinanderlaae- 
rung, unendiich kleiner Anderungen der 
Ursachen 648/9. 

Symmetriegerade 42, 96, 113, 184, 
192, 468, 485. 

Symmetriepunkt 360. 

T 

Tafeln allgemein 524/9, fiir Quadrat- 
wurzeln 628, s. auBerdem den Anhang. 

T&ler s. Gipfel und Tdler. 

Tangens (tg, tang, tan) 377, 381, diffe- 
rentiiert 394/5, 397, periodisch 384, 397, 
ungerade 386, stets wachsend 397, 
zu berechnen 643, angenfthert 566, 
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tg £c = x402, s. a. goniometrische Funk- 
iionen. 

Tangens liyperbolicus 359, s. hyper- 
hohsche Funktionm, 

Tangenslinie 398, 439/40, 460, als 
Profil eines Rotationskorpers 590. 

Tangente 48, 50, 67, 69, ihr Sinn 448, 
688 , in Polarkoordinaten 345/6, 348/9, 
ihre Gleichung 664, zum Zeichnen von 
Kurven 48, 50, als Kurvenersatz 537, 
einer Summenkurve 87, im Unendlich- 
fernen beriihrend s. Asymptoien^ osku- 
Merend oder mehrpunktig beriihrend 
473, s. a. Wendepunkte um -tangmtmy 
der Ellipse 188/90, der Hyperbel 193, 
4er Arcniinedischen Spirale 347/8, der 
€of-Kiirve 363, der gewohnlichen Zy- 
kloide 514, der logarithmischen Spirale 
349/50, von konstanter Lange 363/4, 
einer Raumkurve 688/9, der Sebrau- 
berdinie 690, einer Fl&che 682/6. 

Tangentenbussole 666 . 

Tangentenkegel 683 Anm. 

Tangentenwinkel 448, 477, sein Dif- 
ferential Kontingemvoinkel. 

Tangentialbeschleunigung 518/9. 

Tangentialebene 683/4, des hyper- 
bolischen Paraboloids 686 . 

Taylor scheForinelundReihe537/71, 
Glied fiir Glied integriert 669, ange- 
wandt auf bestimmte Integrale 567/71, 
angewandt auf Maxima und Minima 
666/7, angewandt auf unbestimmte 
Pormen 657/66, f ilr (1 4- as) ^ 648/50, 
fur / l + £c, 1 : / 1 a; , 1 ; )/ 1 — ac* 

661/2, filr e* 638/9, fiir ln(l + a;) 646, 
fiir sin x und cos x -543/6, fiir arc sin x 
662, fiir arc tg x 658, fjiir dxbl^l 

1 , ihr Rest s. Lagrangesche RestformeU 
Resi und Restgliea. 

Technisches Mafisystem 499. 

Teilintegration 579, 584. 

Temperatur 12, absolut 146, 367, beim 
Abkiihlen 331, konstant s. isothermisch^ 
s. a. Gase und Ddmpfe, 

Tempera turkurve 368, 370, 

Terrassenpunkt 106, 467, 460, 464, 
703. 

tg 377, s. goniometrische Funktionen und 
Tangens. 

S 9 , tghp 359, s. hyperhoUsche Funk- 
tionen, 

Thermometerskalen 27, 33/4. 

Tiefste Stellen s. Maxima und Minima. 

Torhohe 169. 

Totale Reflexion 403. 

Tour und Tourenzahl 418. 


Tragheitsgesetz 259. 
Tragheitsmoment 253, einer Summe 
266, als Boppelintegral 698, des Recht- 
ecks und der Parabelflache 264/5. 
Traktrix 364. 

Transformation der Koordinaten 
709/14. 

Transzendent 161. 

Trapez formel fiir Flachen 241. 

Treppe statt Kurve 223/6, 686. 
Trichter 164/6, 170. 

Trigonometric 405/14. 
Trigonometrische Funktionen 377, 
s. goniometrische Funktionen, 
Trigonometrische Reihe 627, s. 
Fouriersche Reihe. 

Trigonometrische Tafeln 399 —402, 
ihre Zuverlassigkeit 528/9. 

Trochoide 611/2, mit gerader Grund- 
linie 513, s. gewdhnliche Zykloide. 

Trog 52/3. 

D 

Gberzahlige Koordinaten 205, 714. 
Bhrzeiger 35/6. 

Umkehrung der Bewegung 258, der 
Differentiation 673, von Funktionen 
161, s. Inversiom 
Umkehrregel 165. 

Unabhangige Veianderliche 14, 26. 
Unbekannte, nicht Veranderliche 
23. . , 

Unbestimmte Form 657/65, msbes. 

xisinx fiir lim x = 0 391. 
Unbestimmtes Integral 573, s. In- 
tegral und Integration. 

Uneiidlicb beuaciibarte Normalen 
481/2. 

Unondlicbo Reihe 273, 314/6,564, s. a 
Fouriersche Reihe und Taylofsche Formel 
und Reihe,. integriert. 569/70, fiir e 
. 324/5, fiir tt 563, G33, 639, fiir 1 :.(l;l-a;)- 
273/4, fiir die Quadratwurzel 651, fiir 
(1 + 550/1, filr Intl’-j-®) 276/8, 

fur In [( 1 4 - : (I - ^)] 281/2, filr 

314, 316/8, fiir arc sin x und arctga; 
663, fiir dx 570. 

Uneiidlicb grofi 65. ^ 

Unendlich klein 62, h. IHIfereniml 
Unendlicbes Produkt fiir n 599, 
Unentwickeltc Funktioii 160, 655. 

differentiiert 656/7. 

Ungerade Funktion 384. 
Unvorandctliche s. Ko^tstanie. 

■ V 

Veranderlichc 13/4, ihre Bczeichnung 
129, s. a, dbhdngige und unahh&ngige 
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Veranderliche, Hilfsveranderliche und 
Funkiion. 

Versucii. 2, 13. 

Vertauschung von x und y 150, s. 
Inversion. 

Vielfache von M und 1 : 'M 299, Ta- 
fel III. 

Vollstandige Induktion 79. 
Vollstandiges Differential 646/9, 
682/3, 691/2, 703, 706/9, Bedingung 
dafiir 708, in der Ebene gedeutet 6§2/3, 
im Ranm gedeutet 682/4. 

Volumen 4, als Integral 688, 591/2, als 
Doppelintegral 698, eines Rotations- 
k5iT}ers 587/90, dfer Kugel 589, des 
elliptischen Mbels 591/2, des hyper^ 
bolischen Paraboloids 698, des Gases 
s. Gase und Ddimpfe. 
Vorwartsabschneiden 649. 
Vorzeichen 13, falsclie Bezeichnimg 59 
Anm., der Zunahme 29, der Koordma- 
ten 24/6, 205/6, 344/5, 668, des Winkcla 
344, 376/6, der Steigung oder des Dif- 
ferentialquotienten 31, 104/6, 468, der 
bdheren Differentialquotientcn 458/9, 
461/6, der Kriimmung 479, eines ebe- 
nen Flachenstuckes 229/30, einer Po- 
tenz 286, 313, der Quadratwurzel beim 
binoniischen Satz 651, des statiscben 
Momentes 249, des I^garitbmus 269, | 
derKennziffer 300, der goniometrischen 
Funktionen 380/1, der Richtungskosi- 
nus 670, der Projektion 407, der Dif- 
ferentialquotienten von arc sin x und 
arc cos a; 444, des voxletzten Gliedes 
der Taylorschen Formel 656, des Ab- 
standes eines Punktes von einer Gera- 
den Oder Ebene 660, 675, der Acbsen- 
abschnitte von Geraden oder Ebenen 
176, 677. 

W 

Wahrscheinlicher Fehler 602/3. 
Wahrscheinlicher Wert 704/5. 
Wahrscheinlictikeit 599, 602. 

W ahrs cheinli chkeits kur ve 490/1, 

603. 

AVabrscheinlichkeitsrechnung 490, 
599-603, 704/5. 

Wallis Formel fiir 599. 
Wandlampe 161/4. 

Walzungswinkel 514. 

Wkrme 13^42, 146, 331, s. a. Tempera- 
tur und Temperaiurkurve. 

Wasser bei verschiedenen Temperaturen 
14/5, im Rolir 463/4, im drehenden 
GeEB 215/7, im Trog 52/3. 
Weber-Fechnersches Gcsctz 293. 


Weg s. Bewegung. 

Weuenlinie, -hdhe, -lange 423. 
Wendepunkte und -tangenten 143, 
360, 423, 469/60. 472/3, 479, 433, 490, 
508, 634. 

Wendung der Kurve 479. 
Wesentlicbe Periode 418/9. 
Widers^andin Lei tern 144/6, 332/3, 335,. 

342, bei Schwingungen 506/10. 
Windung der Schraubenlinie 690, 
Winkel 376/6, seine Einheit 6/7, 9, 10, 
545, im Bogen- und GradmaB 5—11, 
durch Strecke dargestellt 387, als Arkus 
440, zu gegebenem Sinus und Kosinus 
386, von gegebenem Bogenmafi zu 
zeichnen 645, als unabhangige VerSn- 
derliche s. Polarkoordinaten und gonw- 
meirische Funktionen, als Funktion 
seines Sinus oder Kosinus usw. s. zyklo-- 
meirische Funktionen, von Geraden in 
der Ebene 406/11, von Geraden im 
Raum 669, 672, Tangentenwinkel 448/9, 
Kontingenzwinkel 478. 
Winkelgeschwindigkeit 427, 520. 
Wulst 589. 

Wurfbewegung 519. 

Wttrfel 118/9, 302/3. 

Wurzel als Potenz 155, differentiiert 
158/60, logarithmiert 287, 295, als 
Bezeichnung einer Losung 109, s. a, 
Quadratwurzel. 

Z 

Zaun 66/7. 

Zeiohnung 1, von Kiirven mittels der 
Tangenten 48—51, insb. mittels Wende- 
tangenten 473, von Kurven mittels 
Knimmungskreise 485/92, der Differen- 
tialkuTven 465/6, der Ellipse 487/9, 
der Hyperbel 489, der Parabel 486/6, 
von Exponential kurven 333/43, von 
polytropischen Kurven 370/4, der Tem- 
peraturkurve 368, der Wabrscheinlich- 
keitskurve 490/1, von Sinuswellen 486, 
der Arcbimedischen Spirale 347/8, der 
logarithmischen Spirale 36176, aer ge- 
wohnlichen Zykloide 616, der Kurbel- 
kurve 438/9, Mr den freien Fall auf die 
Erde 595/6, s. a. Bildkumn und graphi'^ 
sche Darstellung. 

Zeit als unabhangige Verandcrliche 437, 
511/20, als Hilfsveranderliche 641, 644, 
687/90, 699, ihre Einheit 4. 
Zeitdiifer4nz zweier Orte 29,30. 
Zeitkonstante 333. 

Zentrifugalkraft 216. 
Zentripetalbeschleunigung 518. 

1 Zentripetalkraft 620. 
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Zinscszins 320/4, 

Zu- und AbfluB 38. 

Zunahme oder Zuwachs 28, mit /I 
-bezciclmet 39, nejjativ 29, unendlicli 
Mem s. Di/Jerential. 

ZiisaiTimcngesct'/.te Schwingungen 
637/8. 

Zwcite Diffcrentialkurve 457/60, 
464/6, 

Zwolter Differentialquotient 461, 
als Steigiing dcr ersten Differential- 
kurye 457, zur EntscheidUng iiber Kon- 
vexitat und Konkavitat 459 iiber 


Maxima und Minima 461/4, des Weges 
nach der Zeit s, Beschlewiigung und 
Tangentialbeschleunigmg^ gleich Null s. 
Wendepunkte und -kmgenten. 

Zyklische Vertauschung 63G. 

Zykloide 612, gewdhnliche 513/5, 696. 

Zyklpmetrische Funktioncn 439/47, 
invers zu den goniometrisciien 441, 
differentiiert 443/6, integriert 681, als 
unendliche Reihen 653. 

Zylinder 682, als Gefafi 107/8, 149, 
647/8, s. a. gerader Kreiszylinder. 



